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CAPUT  VL 

DE  S U MMA TIONE  PROGRESSIO! 
PER  SERIES  INFINITAS/' 


140. 

J£xpreflfio  generalis,  quam  in  Capite  praecedente  p? 
mino  fummatorio  cuiufque  feriei , cuius  terminus  generalis  feu 
indici  x refpondens  elt  — z,  invenimus: 

c r j 111  9l</*  Sbd**  , 

S*  —fxdx  + Tz-I 7—  H — Scc. 

l,2ax  1.2.J.^dx*  1.2  ...6dx* 

proprie  infervit  feriebus  fummaudis  , quarum  termini  genera- 
les funt  funfliones  quaecunque  rationales  integrae  indicis  * , 
quoniam  his  cafibus  ad  differentialia  tandem  evanefcentia  per- 
venitur. Sin  autem  * non  fuerit  eiufmodi  funtlio  ipfius  x , 
tum  eius  differentialia  in  infinitum  progrediuntur , frcque  re- 
fultat  feries  infinita  fummam  feriei  propofitae  exprimens,  & 
quidem  ad  datum  ufque  terminum  , cuius  index  eft  =*. 
Quocirca  progreffionis  propofitae  in  infinitum  continuatae 
fumma  prodibit , fi  ponatur  * = 00  ; hocque  paflo  alia  in- 
venitur feries  infinita  priori  aequalis . 

141.  Sin  autem  ponatur  *=o,  tum  exprefiio  fummam 
exhibens  debet  evanefcere , uti  iam  annotavimus ; quod  nifi 
fiat  , eiufmodi  quantitas  conflans  ad  fummam  addi  vel  inde 
auferri  debet , ut  huic  conditioni  fatisfiat . Quo  fa£to  fi  po- 
natur x—iy  fumma  inventa  praebebit  terminum  primum  fe- 
riei: fi  x—2  , aggregatum  primi  & fecundi;  fi  * = j, 
orietur  aggregatum  trium  terminorum  initialium  feriei,  & ita 
porro . His  igitur  cafibus , quia  fumma  unius  , vel  duorum  , 
vel  trium , &c.  terminorum  efl  cognita  , feriei  infinitae , qua 
^fla  fumma  exprimitur  ; valor  innotefcet  ; ex  hocque  fonte 

innumerabiles  feries  fummari  poterunt . 

142.  Quoniam , fi  eiufmodi  conflans  fummae  fuerit  adie- 

Zz  £la, 
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£la,  ut  ea  evanefcat  pofito  x = o,  tum  fumma  omnibus  re- 
liquis cafibus , quicunque  numeri  pro  x fubltituuntur , flttisfa- 
cit  ; maniieltum  elt  , dummodo  fummae  inventae  eiufmodi 
quantitas  conitans  adiiciatur,  ut  uno  quodam  cafu  vera  lim- 
ma indicetur  , tum  omnibus  reliquis  cafibus  veram  fummam 
prodire  debere.  Quare  li  ponendo  * = c,  non  pateat  , cuiuf- 
modi  valorem  expreflio  fummae  recipiat,  neque  igitur  con- 
llans  adiicienda  hinc  inveniri  queat  - tum  alius  quicunque  nu- 
merus pro  x flatui  poterit  , adiicieudaque  conllantc  cfbci  ut 
debita  fumma  indicetur  : quod  quomodo  fieri  debeat , cx  fe- 
quentibus  magis  fiet  jaerfpicuum . 

Confideremus  primum  hanc  progreffionem  harmonicam: 


I+7+T+I+ 

2 3 4 


+ T = ; 


X 

I I 


cuius  terminus  generalis  cum  fit  = — , fiet  z — — , 8c  termi- 
° x 1 x 1 

nus  fummatorius  s ita  invenietur.  Primo  erit 

dx 

fzdx  =/— = /x ; deinde  diflfercntialia  ita  fe  habebunt: 


dz 

dx 

d*z 

24 dx* 


ddz 


’ 2 dx' 

d'z 


x> 


d'z 
6dx  5 


= — &c.  Hinc  itaque  erit: 


2) 


&c.  + Conii. 


x * 1 20  dx 5 

, , 1 51  , S 

s = lxi -4 — TT'r"eT 

2 * 2x*  4* 4 6x‘  8x8 

Conflans  igitur  hic  addenda  ex  cafu  x = o non  poreft  defi- 
niri. Ponatur  ergo  x = 1 , quia  tum  fit  s — 1 , erit 

x » » e © 

r — -f- — +— + Conft.  unde  fit  illa  con- 

22468 

1 91  93  S S)  . 

lians  — — f- 4 — — - -f-  Scc.  eritque  ideo  term  1- 

22468 

nus  fummatorius  quaefitus: 
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S — Ix  -f-  

IX 

+- 

2 


21 


2x* 

91 


4*  4 

33 


<5*  4 

g 

5 


© 


8a;* 

© 


■ Scc. 


r + &c. 


2 ..  4 

143.  Quoniam  numeri  Bernoulliani  5( , 23 , g,  ©,  Scc. 
conftituunt  feriem  divergentem , hic  valor  conftantis  cognofci 
nequit . Sin  autem  loco  * fubili tuatur  numerus  maior , atque 
fumma  totidem  terminorum  afctu  quaeratur , valor  conflantis 
commode  invelligabitur  • Ponatur  in  hunc  finem  x = io,  de- 
cemque  primis  terminis  colligendis  reperietur  eorum  fumma  = 
2,5)285)582539582535)58 

cui  aequalis  effe  debet  expreflio  fummae  , fi  in  ea  ponatur 
* = 10  , quae  fit: 

, . 1 91  , 23  g , © . , „ 

/104. 4- -j-  o Scc.  4-  c. 

20  200  40000  5000000  800000000 

fumto  ergo  pro  /10  logarithmo  hyperbolico  denarii  & loco 
31 , S 1 g , Scc.  fubftitutis  valoribus  fupra  inventis  , reperie- 
tur conllans  illa:  C — o,  5772155545)015325 

qui  numerus  ergo  exprimit  fummam  feriei : 

2 2 4 5 8 10 

144.  Si  pro  * numeri  non  nimis  magni  fubftituantur , 

5 pia  fumma  feriei  facile  a£lu  invenitur,  obtinebitur,  fumma 
eriei  huius: 

1 21  , 33  g , © , 

— 1 (-  — — 8cc.  — s — l*  — C. 

2x  2x*  4*4  6x*  8*® 

Sin  autem  x fignificet  numerum  valde  magnum,  quia  tum 
valor  huius  expreflionis  in  infinitum  excurrentis  facile  in  fra- 
ctionibus decimalibus  aflignatur,  vicilfim  fumma  feriei  definie- 
tur. Ac  primo  quidem  confiat,  fi  leries  in  infinitum  conti- 
nuetur , eius  fummam  futuram  effe  infinite  magnam  • faflo 
enim  x = 00  fit  lx  quoque  infinitus ; etfi  00  ad  x ratio- 
nem infinite  parvam  teneat . Quo  autem  commodius  fumma 

Z z 2 quot- 
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35^ 

quotcunque  terminorum  fcriei  a fH gnari  queat,  valores  littera- 
rum 9(>  23  j £ , &c.  in  fra£lionibus  decimalibus  exprima- 


mus : 


9(  — o,  1 666666666666 

© = °333333333333 

£ = o, 0238op5338op5 
© = 0,0333333333333 
e = 0,0757575757575 

3 = 0,2531135531135 
© = 1,  1 666666666666 
£ = 7,  0921 568527451 

unde  ergo  erit 

* = 0,0833333333333 

7 = 0,0083333333333 

4 

= o,  003^^82 5 35>d?2 

6 

© 

8 
£ 

10 

® = O,  0210^27^^03128 
12 

- = 0,0833333333333 

14 

^ = O,  44325p8o35>2itf 
Io 


£ a o,  0041666666665 


- = 0,0075757575757 


&c. 


&c. 


EXEMPLUM  I. 
Invenire  fumtnam  mille  terminorum  feriet 

*+7+T+i  + T + 7+8cc’ 


Po- 
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Ponatur  ergo  x=iooo,  & cum  fit 

2, 3015850929940456840 

6,  £077552789821 
o,  577215^49015 


lio 
~lx 
Conft. 
I 


erit 


— =0, 0005000000000 


fubt. 

add. 

Ergo 


ix 

2 XX 

4*4 


7,  48  547094388  3 (J 

o,  0000000833333 
7,  4854708505503 

o, 0000000000000 


754854708505503 
eft  fumma  quaefita  mille  terminorum,  qui  nequidem  feptem 
unitates  cum  femifle  conficiunt. 

EXEMPLUM  II. 

Invenire  fummam  millies  mille  terminorum  feriei 

l+— + — + — +&C. 

• « 234 

Quia  eft  x =1000000,  erit  lx  as  6.1 10  , ergo 
Ix  = 13,815510557^42 

Conft.  — o, 5772156649015 

I 

— s=  o, 0000005000000 


14,  39272^7228557  = fummae  quaefitae. 
145.  Si  ergo  pro  * ftatuatur  numerus  vehementer  ma- 
gnus, fumma  fatis  exafite  invenitur  ex  folo  primo  termino 
lx  conftante  C au£io : unde  egregia  corollaria  deduci  poffunt. 
Sic  fi  * fuerit  numerus  vehementer  magnus  , ponaturque : 
, 1 , 1 , 1 . I,  1 _ 

I + — + — T — + — + . . . — — f 

2 3 4 5 * 

&i  + — 4 ( — . . . 4 f-  . . . — ~ t 

2 3 4 * A r+7 

quia 
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quia  eft  proxime  r = /^-f-C,  & t = l(x- f-/)  + C; 

X+y 

erit  r — !=/(*+/) — /*=/ , ideoque  hic  logarithmus 

proxime  per  feriem  harmonicam  finito  terminorum  numero 
conflantem  exprimetur  hoc  modo : 

1 +-4-+  . . . . + 1 


,*.h :=-!-  + 


X x-f-i  ' x+2  ' Ar-f-3  ‘ - - ■ 

Accuratius  autem  hic  logarithmus  exhibebitur,  fi  fuperiores 
fummae  s 8c  t exa£lius  capiantur . Sic  cum  fit 

s = /x  + C + - i-,  & 

2X  12XX 

f = /(x+y)  + C+-T—-T r~-T-  ; erit 

2 (x+y)  12  (x+y)1 

t-s  — l — h 4 , ideoque 

X 2X  2(x\.y)  12XX 

III  I I 

xq.  I ' xf  2 ' *j-3  ' 2 x.py)  I2xx  12(*+V.)1 


,xJ .y  111 

l — = 4- + 

. t «+1*4-3  .. 

Sin  autem  fit  numerus  tam  magnus,  ut  bini  termini  ultimi 
reiici  queant , erit  proxime  : 

.x-j-  y 


l I I II/-II-V 

•= -+ + 4.  . ■ • + — 4.-1 ) 

# «|I  *qiT*4j  ~ x-J-V  ‘ 2 ^ x x + y-' 

Ex  hac  quoque  ferie  harmonica  derivare  poterimus 
fummam  huius  leriei,  in  qua  tantum  numeri  impares  oc- 
currunt : 

- + - + - + - + - . . . ‘ 1 

1 3.  S . 7 9,  . 

Cum  enim  omnibus  terminis  capiendis  fit : 


2x4.1 


, 1 , 1 , 1 

1 1 4 + — 

2 3 4 

t 


91 


+-+——= 
2X  2x4.1 

$ c 


/,2X  + I^C  + 3(24i)  + 4(2*4. f)4“tf(2*4.l)‘  + &C- 


termi- 
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terminorum  vero  ordine  parium : 

-+-+i  

24  6 

fumma  fit  femilfis  fupcrioris  nempe: 

, r , , / , 1 31  , © e 

» C T* » •* T ; + VI 7 

4*  4**  ox*  iix 

erit  hac  ferie  ab  illa  ablata: 


35* 


+ -- 
2 » 


+ IV-8»' 


i + — H — + — + -1 — 

3 5 7 2*+I 

■ r 1 1 2 i i ?! 4 ^ &c- 

V x 2(2*41)  2(2*41)*  4(2*+!/ 

__L  + A *+&c. 

4*  4**  8*4 

145.  Potcft  vero  etiam  per  eandem  expreflionem  genera- 
lem fumma  cuiufque  feriei  harmonicae  inveniri ; fit  enim ; 


— + — — 4-  — 1 — + — — 

r»4»  2W4»  3»»  4»  4-m  4 ” 

quia  eft  terminus  generalis  z: 


^ mx  4 n ’ 


em  : 


mx  4 n 

I v t/x 

fxdx  = — /(w*4«)  ; T-  = — 


ddz 


mm 


d3z 


(»7*4»)  * 

TO  J 


2</*: 


d*z 
24 dx  * 


(w*4») 1 ’ tf</*J 
w ♦ </*  z 

(w*4«) 5 * 


(»j*4*)  * 
m' 


k c. 


I=D+—  /(«*+»)  + - 


i2odxi  (mx\.n) ' 

Ex  his  ergo  reperitur: 

1 31'”  93”» 5 


2(w*-|-”)  2('”*4«)*  1 4(w*4«)4 

C”»’  , 2)”' 7 „ 

+ — r-  — Scc. 


<5(w*4«)  6 8(w*4»)  * 


Po- 
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3 do 


1’ofito  ergo  * = o,  fier  conflans  illa  addenda 


D -——In- 
m 


i_  , 2(w 
zn  2nx 


23'»  1 £’»  5 


Si  vero  fit  » = o 

I 


4« 4 ’ 6n6 

quoniam  feriei : 


•&c. 


+ — 
m x 


fum- 


l mx 


..JL  + JL. 

2 mx%  4 mx* 


■&C. 


+ — 

mx 


147 

«*  2ffl  3 4 >» 

ma  efl  ==£c+“*»  + 
at  vero  huius  feriei : 

■+T+7+7+7*  • 

fumma  efl  ==  C + Imx  H 

2 mx  im* x * 4 rw4*4 

fi  ab  hac  ferie  illa  m vicibus  fumta  fubtrahatur  ut  prodeat 

hacc  feries : 

i + K*»4 — - 

m im  3>w  mx 

m 

m 


31 


23 


•&c. 


eius  fumma  erit  =:  Im  -f 


m 

im 

l 

m 

3 m 
31 

m 

mx 

+ ® _&c. 

2 mx 

2 m*x* 

1 4 m*x* 

— + 

3( 

- JL  +&c. 

2X 

2XX 

4*  + 

00  fumma  erit 

=slm.  Hinc  pro 

4,  Scc. 

erit : 

atque  fi  flatuatur  : 
ponendo  numeros  2, 

/ 2 “ I i 4*  | " 4 1 S 5 1 7 I 1 v"” 

/3  = 1 4-L_;.  + i + i_4  + i+;._e&c 

4=1  + 1 + ,- -d+;  + m-i+&c. 

/5  =x  +i  +f  + J-f  + J+f  + 4 + 4— A**- 

&c. 

148.  Relifla  autem  ferie  harmonica  progrediamur  ad 
feriem  quadratorum  reciprocam  , fitque  : 
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3 6t 


'i+—  + -i»-}-  + 

4 T 9 i* 


XX 


in 


qua  cum  fit  terminus  generalis  z = — , erit 

1 XX 


fedx  = , & differentialia  ipfius  z ita  fe  habebunt 

J x 

</z  I <A/z  I d*z  I 

2</x  x3’  i.^dx*  x *’  2.3.4 dx3  x 


&c. 


x3>  2.3 dx1  x *’  2.3.42/x J 

unde  erit  fumma 

,= c --L  + 1 + *_  1 + ®- « + *c 

X 2 XX  X*  xi  X?  X * x” 

in  qua  conflans  addenda  C ex  uno  cafu , quo  fumma  con- 
flat , efl  definienda ..  Ponamus  ergo  x = 1 y quia  fit  s = 1 
debet  etfe  : C = 1 -f- 1 — i + 31  — 23  + 6 — 2)  + S — &c. 

quae  feries  autem  cum  fit  maxime  divergens , valorem  con- 
ftantis  C non  offendit . Quia  autem  fupra  demonltravimus 
furnmam  huius  feriei  in  infinitum  continuatae  cffe 

ror  nr.  itir 

= — : tacto  x — 00 , fi  ponatur  s = — , net  C = — , 
6 6 6 

ob  reliquos  terminos  omnes  evanefcentes . Erit  ergo 

1 + 1— 1 + 21— s+e— s+e— &c.=  ^. 

149.  Sin  autem  fumma  huius  feriei  cognita  non  fuiflet  , 
valor  conflantis  illius  C ex  alio  quopiam  cafu , quo  fumma 
a£tu  efl  inventa , determinari  deberet . Hunc  in  finem  pona- 
mus x — 10,  atque  decem  terminis  a£tu  addendis  reperietur  : 
i = 1,  5497^7731  idd54odpo  tum  efl 

add.  — — = o,  1 


fubtr.  — = o,  005 

2XX 


i>  644767731 16S540690 
Aaa 
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g(  i,  <447^773 11  ^54o^o 

add.  — — = o,  000166666666666666 

X * 

33  1,  <*445>343P783320735tf 

fob,r'  T»  = °’ 00000°333333333333 

6 i,^44P34°<544PP87402  3 

add.  — - = 0,000000002380952381 

1,  <544934056880826404 
fubtr.  — 0,000000000033333333 

g 1,644934066847493071 
add.  — = o, 000000000000757575 

x 1 1 — - . ' — — - - » ■ 

rv  I,  644934066848250646 

fubtr.  — = o,  00000000000002  5 3 x x 

x . . . ..  — — — — 

0 1,644934066848225335 

add.  o,  000000000000001 x66 

lilKtr  !?■  n r 


1,  644934066848226430  C. 

Hicque  numerus  fimul  eft  valor  exprelfionis  quemad- 
modum ex  valore  ipfius  n cognito  calculum  inftituentt  pa- 
tebit . Unde  fimul  intelligitur , etiamfi  feries  21  , 33 , 5 > 
&c.  divergat , tamen  hoc  modo  veram  prodire  fummam . 

1 50.  Sit  nunc  * = ; atque 

1=1  +~V  + -V  + -V+ + -V , quia  eft  ' 

2*3*4*  * ’ 

. 1 dz.  1 . ddz 1 

zxx’  1.2. 3 </*  ix*’  i.2.3.4<^*‘  2*s 

d'z  1 d 1*  1 

— ; — ; &C.  erit 

1.2... 5^**  zxi  i.2...ydxi  2*® 


I 
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i = C — • 


_i_  + J 3*  _|_  5S_7jS  + 

2XX  2x’  2X 4 2X6  2)» 8 


Scc. 


hincque  pofito  x =z  i , ob  s — i , fiet : 

C=i +{--!  + ’ 31  — + — -SJD  + &C. 

atque  ifle  valor  ipfius  C fimul  oflendet  fummam  feriei  pro- 
politae  in  infinitum  continuatae . Quoniam  vero  fummae  po- 
teflatum  imparium  non  aeque  ac  parium  conflant , ille  iplius 
C valor  ex  cognita  fumma  aliquot  terminorum  definiri  de- 
bet . Sit  ergo  * = io , erit : 


c=.  + -5— - !— + 

2 XX  2X  * 2X*  2X4  2X* 


&C. 


Efl 
3 31 
2 

vero 

ad  computum  facilius  inflituendum : 
o, 2 500000000000 

5© 

2 

— 

0,0833333333333 

7d 

2 

= 

o,o833333333333 

9 

2 

— 

0, 1 500000000000 

Ilg 

2 

= 

o^\\66666666666 

*3  <5 
2 

=3 

1,(5452380^52380 

15® 

2 

= 

8,7500000000000 

1 7&_ 
2 

= 

^0,2833333333333 

&C. 

Aaa  2 
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Hinc  ergo  fient  termini  ad  s 


addendi : 


I 

2XX 

3 at 
2* 4 
7 £ 

2** 

I I g 

2*  '* 

15  ® _ 

2Xli 


2X  ’ 

5% 

2X  6 
2X  10 

135 
2*  14 

17  -fi 
2*"* 


= o, 005000000000000000 
= 0,000025000000000000 
= 0,000000000833333333 

— o, 0000000000004 1 6666 

o,  000000000000000875 

0,005025000833750875 
termini  autem  fubtrahendi  funt : 

0,000500000000000000 

= 0,000000083333333333 

^000000000015000000 

— o,  0000000000000115452 


: o.  0000000000000000*0 

0,0005000? 3 348 349*45- 
ab  : o,  00 502  50008?,  37 5°8 7 5 

0,0045 249 1 748  54° 1 0 3° 
j = 1, t975319*4*7419325t 

C = 772620559031 59594281*. 

Si  hoc  modo  ulterius  progrediamur,  mvememus  fum- 
mas  omnium  ferierum  poteftatum  reciprocarum  in  tradiom- 
bus  decimalibus  expreflas : . 
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i+  77  + ~ + + &c.=i,644P34otf<584822<y4=  — — ^ 

i 1 i , • . 

1+77  +—  +—  + &C. =1,202055^03 15P5J42 

2 3 4 

111  2 * 25 

I+—  + — +—  + &C.=I, 0823232337111381  = — 

1+ ~r+ —■  + ~+&c.=i, 035^2775510^8532 

1+  77  + -7  + -^-  + &c.=i,0i734305ipS444pi  = — ^ n* 

*34  I.  2 ...  6 

H 7 -j 7 7 + &C.  = I, 00834^2773855018 

2 7 3 4 

1 1 1 c 2 7 

1+  77  + 77+  -7+&c.=i,oo4077355ip7P443;= jt» 

2 3 4 1.2...  o 

1+  77  + — + — + &C.  = I^>020o83p2825o82I 

III  2’(£ 

*+  + 77T  + — +&c.=i,ooopp4575I278i8o  = 7- n'° 

• 3 4 1.2 ...  10 

1 . 1 1 

1 't"^7  + ^T7  +■  — +&c.=i,ooo4P4i885o4iop4 

i.i.i,  2” S 

H 7+  — — 1 +&c.=i,ooo245o855533o8o= 

2“  3’*  4'*  ’ 3333  1.2...  12 

1 , 1 1 

i+  — + —+  — + &c.=i, 0001227233475857 

1 , 1 - i 2 *>  © 

1+  — 4-  — + h&C.  =1,000051248 13  50587=  — JT'+ 

1 1 1 

1+7-  + -7 +77 +&C.=I, 0000305882353070 
z 3 4 

I I—  I 2,?S) 

i-j H 7 -\ r + Scc.=i,ooooi528225p4o85= — 

2“  3*‘  4*6  > J 1.2. ...i  6 
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152.  Ex  his  ergo  viciffim  fummae  illarum  ferierutn 
infinitarum  numeris  Bemoullianis  conflantium  exhiberi  pote- 
runt. Erit  enim: 


, , 21  33  , e 2>,_ 

1 + 0-T  + - — + —6 — +&c. =0,5772 1 &c. 


1 + 1-T+  » — 


4 


T ....  331  523 

14-7-1  + -;  7 


+ 

+ 


e — 2)  +&c.= 

, . i 

76  p2> 


2 31 


1. 2 


*+7-f+ 


3-431 


— — • 4-&c.=  1,2020  &c. 
2 2 i 

5-tf23  , 7-8®  P-io®  . 0 2 }33  ' 

1 f-«C.2= x+ 

2.  3 2.  3 2.  3 2.  3 J.2.  3.4 

„ 3-4-531  5 -<5-7-33  , 7-8-p5  p.io.nfT)  . e' 

T2.  3.4  2.  3.4  2.  3.  4 2.  3. 4.  3 

. t.3-4-5-<*3l  5^-7-833  , 7- R- 9-  10  C „ 2sg  „ 

14.7-1 4- &c.  = jr4 

2. 3. 4. 5 2.  3. 4.5  2. 3.4.5.  1.2  ...6 

Harum  ergo  ferierutn  alternae  ope  quadraturae  circuli  fum- 
mari  poliunt ; a quanam  vero  quantitate  tranfcendente  reli- 
quae pendeaut , adhuc  noti  conflat : neque  enim  ad  potelta- 
tes  ipfius  n exponentes  impares  habentes  revocari  polfunt , 
ita  ut  coefficientes  effient  numeri  rationales . Quo  autem  fal- 
tem  proxime  apparear,  quales  futuri  ftnt  coefficientes  potefla- 
tum  ipfius  tr  pro  exponentibus  imparibus , tabellam  fequen- 
tem  adiunximus  : . - 


. + — + — + — + &c. 
2 3 4 

= 00 

o,  OOOO 
JT* 

i-h-^  + ^ + ^ + Scc. 

2»  3»  4* 

vere 

d,  OOOO 

1 + ~ 7+— + 
23  3J  4> 

X’ 

prox. 

~~  25,7943* 

i + -t  + - + 1+Scc. 
2 4 3«  4 4 

X* 

vere 

po, OOOOO 

* + 
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I+-7+-7+r;  + &c< 

%i  3«  45 

I+—T  + ~J+~  + &c- 

2*  3 i 46 

i + J-  + J;  + 7:  + &c. 

27  3?  47 


«•* 


ip5>I2I5 

Jt* 

945,000 

JlT 

2995,2*6 


1 1 I * 

I -j : 4 i 4 j + &c.  . . = 

8 <1  • i 8 a 


I+4  + A + -.  + &C. 


2 » 3’ 


9450,000 

jr  9 

29749,  35 


prox. 


vere 


prox. 


vere 


prox. 


&c. 


153.  Ex  hoc  fonte  feries  numerorum  Bernoullianorum 
1 2345^789 

«,  23,.  e,  S>;  6 5,  ®,  3>  &c. 

quantumvis  irregularis  videatur  interpolari , feu  termini  in 
medio  binorum  quorumcunque  conftituti  affignari  poterunt : fi 
enim  terminus  medium  iuteriacens  inter  primum  21  & fecun- 
dum 23,  feu  indici  1 -j  refpondens  fuerit  — p\  erit  utique: 

I . I . „ 2'P 


1 +-  + -^  + kc. 

2 3 3 J 


1.2.3 


JfJ 


ideoque  p = —(  1 4- — 4"  — 4*  &c.  )=  0,05815227 
2Ki\  2 3 31  / ._ 

Simili  modo  fi  terminus  inter  23  8c  (£  medium  interiacens 
feu  indicem  habens  2 2 ponatur  — q,  quia  erit: 


fiet 


X + 4 + -L+&C.  = 

2 5 35  I-2-3-4-S 

y=—  ( 1 4-  -+4-  + &C.  ^ = 0,02541327 
2,tS  \ 2 * 3 ’ / 


Si  ergo  iftarum  ferierum , in  quibus  exponentes  poteftatum 
funt  numeri  impares , fummae  exhiberi  poffent , tum  quoque 
feries  numerorum  Bernoullianorum  interpolari  poflet. 

"••154.  Ponamus  nunc  z = — ^ — , & quaeratur 

nn  -f-  xx 
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3*S 

fumma  huius  feriei: 

J = _J  +_L_  + _J  + 

nn  -f-  i nn  -f-  4 -f-  9 

Quia  efl  /zf/*  =/ 


-f-  ** 


nn  +-  xx 
I X 

; erit  fxdx  — — A tang  — . 


Ponatur 


A cot  — = h , erit  fxdx  = —(  * — u ) , 
n n \ 2 / 


& 


^ -f-  ** 

nn 


fin  « 1 ’ 

, _ , dx  (in  u 

unde  fit  du  — 


& z = 


fin  u 1 


nn 


s —cotu—.co[u 
n fin  u ’ 

_ dx  du 

& — - " j 

n lina*  n 

Hinc  differentialia  ipfius  z invenientur  hoe  modo : 

^ idudnu.  cofa dx  fin  u*.  fin  2«  ^ dx  fima1.  finaa 

nn  n 3 d x n 1 

<^a(fina  cofa  fin  2«  +■  fin  a\ cof  2«) dx  fin  a 3 . fin  3« 

2(f*  »3  w* 

„ ddz  fin  u * . fin  3 u 

& — — = . 

2</xs  n 4 

Simili  modo  erit,  uti  iam  fupra  pro  eodem  cafu  invenimus  r 
d''  z fin«4.ftn4«  J*z  fina*.fin5a 

’ i.j.^dx* 


& c. 


2.3^* 3 »s 

ex  quibus  formabitur  fumma  quaefita : 

jt  a fina.fina  2(  fina\fin2a  , 2}  fina‘.fin4« 

» = ~ -i 1 

2 n n 2 nn  2 »3  4 «' 

6 fm  u 8 . fm  6u  2)  finas.fin8a  - 

. 1 . — • &c.  4-  Comt. 

6 » 7 8 - 

SL  hic  ad  conflantem  determinandam  ponatur  x = o,  quo 
fiat  r = o , erit  cot  u = o , ideoque  u angulus  po’ , ac  pro- 
pterea  Jin  u = 1 , fin  2«  = o , fin  4«  = o , fin  6»  — o , &c. 

videtur  ergo  fore  ozz (- H C , hinc  C = : 

o ,»  •”»  2»»  a»» 


%n 
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at  vero  notandum  eft,  etiamfi  reliqui  termini  evanefcant, 
tamen  quia  coefficienter  31 , 23  > C , &c.  tandem  in  infini- 
tum excrefcunt , eorum  fummam  polfe  efie  finitam . 

155.  Ad  hanc  ergo  conftanrem  rite  determinandam  pona- 
mus ede  * = ©o , fummam  enim  huius  feriei  in  infinitum 
excurrentis  fupra  iam  in  introdufdione  definivimus , oftendi- 

mufque  e(Te  eam  = — + — H . 

2 nn  2 n n(e,r,T — 1) 

Pofito  autem  * = oo,  fiet  u — o,  ideoque  fin  u — o,  fi- 
mulque  finus  omnium  arcuum  multiplorum  evanefcent . Cum 
aufem  in  hac  ferie  poteftates  ipfius  fin  u crefcant , divergen- 
tia feriei  impedire  nequit , quominus  valor  feriei  hoc  cafu 

JT 

evanefeat.  Fiet  ergo  r= rC;  unde  erit 


m 

— + C = - — + — 

2 n 2 nn  2 n 


1 ) ’ 


& 


C = - 


2 rm 


erit  1 = — - 

20 

33  fin»4 . fin 4« 


H — : . Quare  fumma  feriei  quaefita 

i)  ^ 1 

x « cof«*  91  fin»’.  fiu 2» 


6 


2 nn  2 
fin»4  . fin 5» 


+ 


•f  &c.  + 


4 »5  6 W7  i - ■ |) 

Ubi  notandum  eft , fi  n fuerit  numerus  mediocriter  magnus , 

ultimum  terminum  — — tantopere  fieri  exiguum  , 

ut  negligi  queat. 

1 5 6.  Ponamus  elfe  * = n , ita  ut  denotet : 

s — — ~ — I — ” — ! " f*  ....  + — -. 

nn±l  nn+4  nn+nn 

Tum  vero  erit  cot u~i,  & » = 45*  = — . Quamobrem 

4 

habe- 


Bbb 
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habebitur  fm*=^— ; finz«=i;  lin4«  = o;  fin  6u—  -ij 


fin8«  = o;  finio»=i;  &c. 

r i 91 


4 » 4 nti  2.2» 3 6.8»  7 

© n 
+ &c. 


Hancobrem  erit : 

e e 


10.2  5 »” 


I4-27»13  ’ 

in  qua  expreflione  tantum  numeri  alterni  ex  Bernoullianis  oc- 
currunt. Si  igitur  valor  ipfius  s per  computum  a&u  inftitu- 
tum  iam  fuerit  inventus,  hinc  quantitas  rr  definiri  poterit, 
erit  enim  : 


x — 4»j  -f-  — • 
» 

& 


VI 


i.»* 


3.21»1 

jr 


5-2 


7»2‘.  »'♦  ' C ITT—  i 

Etfi  enim  in  termino  ultimo  ineft  >r , tamen  quia  is  tanto- 
pere eft  parvus,  fufficit  valorem  ipfius  n proxime  nolle. 
EXEMPLUM.  Sit»=5;  erit: 

+ — + — +—  + — 

26  2 9 34  41  50 

qui  termini  a£tu  additi  dabunt: 

r = o,i467463056po54P4P4 
unde  erunt  termini  illi; 

4»i  — 2,  j>34p26i  ijSropSySS 
1 

— =2  o,  2 


JL  — o,  00 666666666666666 
”(j  3,  I4I5P278°477<*5<*54 


3.2*.» 4 


s=  o,  000000126^34126^8 


3, 14I5P2<*534P352P5<* 
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3,  I4I5?2<*534P35ZP5<* 

6 

~o,  oooooooooo 9696969 


5.2*. » 


3,  i4i5?2<J335po4pp2S 

— 10, 00000000000042 666 


7.2  6.» 


rw  3,  141592*535*007259 

^ ^25 


p.l  .» 1 


3i  I4«5P2<J535PO°7884  , 

Hic  valor  iam  tam  prope  ad  veritatem  accedit , ut  miran- 
dum fit  tam  levi  calculo  eoufque  perveniri  poffe . Eft  vero 
haec  exprellio  aliquantillum  iulto  maior , fubtrahi  enim  ad- 


huc  inde  debet  — , cuius  valor , dummodo  x prope 

fit  cognitum,  exhiberi  poteft ; quod  per  logarithmos  ita  ex- 
pedietur . 

Quia  eft  jr/e=  1,3^437^3533 
erit  /tlw  = loxle  =.  13,  6437635. 

Cum  iam  fit  — -- — = — — -f-  -j-  &c. 

facile  intelligitur  ad  noftrum  calculum  fulficere  primum  ter- 
minorum fumfilfe . Augeamus  ergo  charafterifticam  numero 
17,  quia  habemus  totidem  figuras  decimales,  erit: 
lx  = 17,4971498 
/4  =s  o,  6020600 
18, 0992098 
Subtr.  le2”*  = 13,  6437635 

~~4>  45544^3 

4?r 

Ergo  — - — - — 28539  fubtrahatur 


ab  3, 141592(35359007884  erit 

*=  h r4t 5926^358979345 

quae  expreflio  in  figura  demum  penultima  a veritate  recedit ; 

Bbb  2 quod 
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C 

quod  mirandum  non  efi , cum  adhuc  terminum , 

3ui  dat  22  , fubtrahere  debuiflemus,  ficque  ne  ultima  qui- 
em  figura  aberraflet.  Ceterum  intelligitur , fi  pro  n maio- 

rem numerum  uti  io  aflumfiflemus , tum  lacili  negotio  peii- 
pheriam  * ad  25  plurefque  figuras  inveniri  potuifle . 

157.  Ponamus  nunc  quoque  pro  z funftiones  tranlcenden- 
tes  ipfius  #,  fitque  z—lx,  fumendo  logaritlimos  hypetbo- 

licos , quoniam  vulgares  facile  eo  revocantur ; fitque  : ^ 

i = /1  + /2  + /3  + /4  "I"  • • • + /*  • 

f 1 dx  <=  xlx  — x , 
dx\x . Deinde  elt 

1 d z 1 

— ; Slc. 


Quia  igitur  eft  * = /*,  erit 
huius  enim  differentiale  dat 
dz  1 ddz  1 dxz 


dx  x * dx 1 x2  * i.  idx 3 x 3 ’ 1.  2.  3.4 dx* 
Hinc  itaque  concluditur  fore : 

s = xlx  — x + { /#  + 


51 


93  g 
3.4* 3 5 .6* 5 


© 


+ &c. 


1.2*  3.4**  5.6«*  J.&X1 

+ Couft. 

Haec  autem  conflans  ponendo  * = 1 , quia  fit  ;j  — /1 

51  23  6 2) 

ita  definietur,  ut  fit:  C=i 4 -4 — - 

i* 2 3.4  5- 6 7-8 

ouae  feries  ob  nimiam  divergentiam  eft  inepta  ad  valorem 
iplius  C faltem  proxime  eruendum. 

158.  Non  folum  autem  proximum  fed  etiam 
rum  valorem  ipfius  C inveniemus , fi  confideremus 
nem  Wallifianam  pro  valore  iplius  x inventam  , 
introdu&ione  demonflratam  : quae  erat : 

* 2.  2.  4.  4.  6.  6.  8.  8.  10.  10.  12.  &c. 

2 i-  3-  3-5-5 -7'7-9-9-  n-n-  &c. 
hinc  enim  logarithmis  (umendis  erit : 

Ix  — /2  = 2/2  + 2/4+2/15  + 2/8  + 2/10  + & c. 

— /1  — 2/3  — 2/5  — 2/7  — 2 /p  — 2/11 — &c. 

Ponamus  erno  in  ferie  aflumta  x ~oo  & cum  fit: 

/1 


. — — &c. 


ipfum  ve- 
expreflio- 
atque  in 
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/i  /2  + /3 -i- /4 -|_  . . . .J-  Ix  =Ci  (x ±7) tx- * 

erit  /1  ^ /2  +/3  4 /4-I-  . . . 4.  / 2x  =1  C..  (2* -fi  )lix- ix 

& /2  4.  /4 4. 16  4.  /8  4.  ...  4.  hx  ~C.+  (x  \.r  )!x \-xh-  x 

liinc  h 4 /3  + /5  4/7  ■)-  • • • 4-/(2x -•  i)=x/x4(*4  0^2-je 

Cum  igitur  fit: 


+ ihx-lix 
— il(ix-  1) 


erit 


/—  = 2/2+2/4+2/13+  . . . 

2 

— ili  — 2/3  — 2/5 — . . . 

pofito  x = ©c 

/ — = 2 C + (2*  4 i)  Ix  + 2x/2  — 2« /2  — /x 

2 

2*  /at  (2*4.  1)  /24  2X  , 

ideoque  / — = 2 C — 2/2,  ergo  2C  = /2»r,  Sc  C = j/2*, 
2 

unde  in  fraflionibus  decimalibus  reperi tur  : 

C = o,  71873853320467274178032  77 
atque  fimul  fequens  feries  fummatur: 

L_  J-+te={, 

1.2  3.4  5.  <3  7.8  7.10 

157.  Cognita  nunc  ifta  conflante  C = f/2?r  , fumma 
quotcunque  logarithmorum  ex  hac  ferie  /14/24/34  &c. 
exhiberi  poteli . Si  enim  ponatur: 

t—li  + / 2 + / 3 + /4  + . . . + /x,  erit 

, ,N.  31  ss.e  35  , „ 

+ + i.ix  3.4*’  5-<3*s  7-8x7 

fi  quidem  logarithmi  propofiti  fuerint  hyperbolici ; fin  autem 
proponantur  logarithmi  vulgares,  tum  in  terminis  iliir^(x^\')lx 
pro  lix  8c  Ix  fummi  debebunt  logarithmi  vulgares,  reliqui 

31  5$ 

autem  feriei  termini  — xH — + &c. 

i.2x  3-4** 

multiplicari  debent  per  0,434274481703251827  = ». 

Erit  igitur  hoc  cafu  pro  logarithmis  vulgaribus: 

Ix 
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I”  = o,  4?7i49872tfp4i3?S5435i2<*B 
Iz  — o,  301029995663981 1952 13738 
/2  »r  — o,  7P817P8683581 15049565005 
t/zjt  = o,  3^908^34x75)057524782503 
EXEMPLUM 

Quaeratur  aggregatum  mille  logaritbmorum  tabularium 
s =.  h + /2  -f-  /3  + ....  + /icco. 

Erit  ergo  *=iooo,  & lx—  3,0000000000000 
uude  fit  */x  = 3000,  oooooocooccoo 

ilx=  1,5000000000000 
i Izn ~ o,  3PPC899341790 

3001,  8ppo8j;ji34i7yo 
fubrr.  nx=  434,  2^448^032518 

2567,  604808030P272 

Deinde  efi  — - — = o,  ooco3<5'ioi2o88 

i.zx  J 


fubtr. 


3-4* 5 


addatur 


o,  000000000"!OT2 
o, 0000361P1 zo )6 
25 6yy  604.6080309172 


fumma  quaefita  s — 2567,  6046442221 328 . 
Cum  igitur  s fit  logarithmus  produdi  numerorum : 

I.  2.  3.  4.  5.  6 1000 

patet  hoc  produftum , fi  adtu  multiplicetur , conflare  ex 
2568  figuris,  atque  notas  a leva  initiales  fore  4023872 
quas  infuper  2 5<?  1 figurae  fequentur. 

160.  Ope  ergo  huius  logarithmorum  fummationis  produ- 
£la  ex  quotcumque  fidioribus,  qui  fecundum  numeros  natura- 
les procetlunt,  proxime  affignari  poterunt.  Huc  potiflimum 
referri  potefl  problema , quo  quaeritur  uncia  media  feu  ma- 
xima in  poteflate  binomii  quacumque  ( a + b )'“  ■ ubi  quidem 
notandum  ell , fi  »»  fit  numerus  impar , binas  dari  medias 
inter  fe  aequales , quae  iunflim  fumtae  praebeant  unciam  me- 
diam 
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diam  in  poteftate  fequentc  pari . Quare  cuin  uncia  maxima 
in  quaque  poteftate  pari  fit  duplo  maior  quam  uncia  media 
in  poteftate  praecedente  impari , fufficiet  pro  poteftatifcus  pa- 
ribus unciam  mediam  maximam  determinafle.  Sit  igitur 
m = 2» , & uncia  media  ita  exprimetur  ut  fit: 

2»(2»~  l)(2«-  2)  (2«“  3)  . . . . 

1 . 2 . 3.  4 n 

Vocetur  ifta  uncia  media  quae  quaeritur  = » , atque  eo  hoc 
modo  repraefentari  poterit , ut  fit : 

I.  2.  3.  4.  5 2 » 

M “ — - — — — — * 

(t.  2.  3.  4.  . . »)* 

fumtifque  logarithmis  erit : 

lu  = /1  + /2  -f-  /3  + /4  + /5  + • • • +/ 2» 

— 2/1  — 2/2- 2/3  — 2/4  — 2/5  . . . — 2 In 
161.  Iam  vero  fumendis  his  logarithmis  hyperbo- 
licis  erit: 

/1  + /2 +/3 -f- /4-f- +/2?;  = 

C=i/2ff  + (2»  + {)/»  + (2»-K)/2-2» 

+ _J‘ *_  + _* &c. 

1.2.2 n 3.4.2  *n  5 5.5.2 ';/s 

& 2/1  + 2/2  + 2/ 3 + 2/4+  . . . 

231  258  2g 


+ 2 / « = 
— Scc. 


8cc. 


Iik  -f-  (2»  -f-  1)  /»  — 2»  -f-  ■ 

1.2»  3.4»*  5.5»’ 

qua  expreflione  ab  illa  fublata  relinquetur : 

, , , , , , 31  2i  , 6 

lu  — - T Ix  - r /»  4 imi  4 d 

r 1.2.2»  3.4. 2 5»1  5.5.25»' 

_j3L  + _2» +&c. 

I.  2»  3.4»  * 5.  6»s 

his  vero  binis  terminis  colligendis,  erit 
2”  39(  . 15S 


/»=/- 


-— + 


. + 4”®.  _ &c. 


V ».T  1.2.2»  3.4.2*»’  5.tf.2  s«  5 7.8.2  7»  7 


Sit 
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Sit  — 


251$ 


j J _ 4-  > z * j > "C/  1 o 

1*2.2 1 n 1 3*4.:<n<  g.6.26/»‘  7*8.2*»,"^^L 


,/  , A ii  , C , D \ 

= M 1 H : d : — : 4 — - — - t — h &c.  ) ; erit 

V 2 •«*  21»4  2*«4  2S»S  / 

, ,2”  ,(  . A . B . C \ 

Vnjt  \ 25»*  24»4  2b/»sT  )* 

ideoque  u 

( i+-r~r  + — — + -7-T +&c* ) vuk 
\ 2*n‘  2 'n*  2bn‘  / 

Erit  vero  pofito  2n  — m 

/(i  + ~t  + t;V  + 7^~  + T^  + &c-)  = 

A , B , C , D , E , 0 

— 7 H H T-  + — r-  H H &c. 

»» * tw 4 m * »1 8 w •» 

A‘  AB  AC  AD 
— — ■ ; — &c. 


2 ■ n*  2 4 » 4 2 ‘ » 


2 m3  m ' 

, A*  , A2B  . A*C  , o 
H 7 H 7-  + — — + *c. 

im 6 m 8 m 10 

+ — + &c. 

W»'° 

A4  A5B  „ 

& c. 

4»i 8 m 10 

+ — + Scc. 

5tw'* 

quae  expreflio  cum  aequalis  effe  debeat  huic: 

_i2 + liet: 

i.2»i*  3-4,w4  5.d»»s  7.o»»• 
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A = — 

1.2 


B = 


15  23 


3-4- 


C — AB  — 7 A3  4- 


5.tf 


1023® 
9. 10 


D = AC  + 1B3—  AjB  + ^A4  — 1*1% 

7-b 

E = AD  + BC— A*C  — AB’  + A’B  — A«-f 

&c. 

„ 1 1 1 

162.  Cum  lam  fit  2C  = — ; 33=—  ; C = — ; 

o 30  42 

S)  = — ; e = erit: 

JO  OO 

I I _ 27  _ 000*1 

A = - ; B = : C = — : D = — - — &c. 

4 9*  640  2". 3*. 5.7 

Hinc  efficitur : 


(x  1 27  pooji  „ \i» 

I 1 i. X &C.  ) \fnK 

T2 ■*«*  2 9 • 3**4 T 2’3.5^ tf  2',•3*•5•7»,  ~ / 

vel  fi  ifta  feriei  elevatio  a£tu  infti  tuatur , erit  proxime : 

2 *’ 

^ + i.  + _iT_  * __5__&c  \ 

V.  4»  32»*  I28«3  iS.iiSa*  ) 

hinc  terminus  medius  in  ( 1 4*  1 ) 
omnium  terminorum  2 ** 

uti 


erit  ad  fummam 


i 1 ad  'Jnni  1 + — 4 - — &c.^ 

\ 4 n 32»*  128»3  15.128*'*  / 

vel  pofito  brevitatis  gratia  4*  =r  * , erit  ifta  ratio  : 

Ccc  ut 
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ut  1 ad  v'»!^  1 4.  — 4.— — - -{-  — — Scc.  } 

v T v T zv1  2>»  8im  T 8v * T i6y8  ' 

EXEMPLUM  I. 

Quaeratur  uncia  n.edia  in  binomio  (a-f-b)'8  evoluto , 

10.  p.  8.  7.6 

quam  conflat  ene  = = 252. 

2.2.  3.  4.5 

Adhibendo  ultimam  formulam  pro  u inventam  eri*  «.=  5 
x 

— = o, 0500000 
4" 

1 

— 0,0012500 

31»»  — — 

! 0,0512500 

128»*  625 


fubtr. 
fubtr. 


id.nS»* 


0,0511875 

39 


Ergo  xH f-  Scc.  = 1,0511836 

4 ** 

Huius  log.  = 0,0216784 
In  = o,  69851700 
In  — o , 4971498 
1, 2177982 
//»r(i  +8cc.)  — o,  6088991 
a /2"  = 3,  0102999 
tu  = 2,4024008 
unde  fit  a 252. 
EXEMPLUM  II. 
lnvtfligetur  ratio , »»  pote  flat  e centefima  bino  mi  i 

I 4 1 terminus  medius  ad  fummam  omnium  2 1:0  tenet. 
Utamur  ad  hoc  formula  primum  inventa: 

t.=d—  — J?_  + _L5® £i£_+te 

✓«'t  2.2.21»  3.4.2’»^  5.6.2  S»S 

in 


Digitized  by  Goo 


CAPUT  VI. 


179 


tn  qua  pofito  2 n — m ut  habeatur  irta  po tortas  (i-f-i)' 
& loco  , 3,  (£ , 2> , fubrtitutis  valoribus , fiet : 

2‘"  z 1 1 17  31  . 69 I 

imt  24 m*  20t»s  112 w 7 


/«  = / 


V"  j mtr  4>w  241»  ' 


%6m  fT  88m  ' 


— &C. 


qui  logarithmi  cum  fint  hyperbolici  multiplicentur  ii  per 
^ = 0,4342^4481903251, 
ut  tranfinutentur  in  tabulares,  eritque 
ht_l  i"‘ k k i7k  31*  ^ 

V j mx  4 tw  ^ 24»tJ  lom'  nztn’’  %6>n’ 

unde  cum  uncia  media  fit  «,  erit  2 ratio  quaefita , idcoque 

1 A A , _i iZl_  i .iA  _ AA  , & . 

Quare  cum  fit  ob  exponentem  w=ioo 
— = o,  0043429448 ; — = o,  0000004343  ; 

k 


m* 


1 o,  0000000000 ; 


erit : 


— = 0,0010857362 

4 m 

k Q 

= 0,000000010 I 

24»!  * 3 3— 

o, 0010857181 

Tum  eft  /tr  = o,  4971498726 
/jw  = 1,  6989700043 

l[mn  = 2,  1961198769 
IV  \m*  = 1,0980599384 
£ £ , c 

— + &c.  = 0,0010857181 

4 m 2 4»i 3 - - 

1,0991456565  =/- 


Ent  ergo 


= 12,  56451,  atque  adeo  in  potertate 


Ccc  2 


(1  f 
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(i  -f-  i)  evoluta  terminus  medius  fe  habebit  ad  fummarn 
omnium  2 100  uti  1 ad  12,  56451. 

163.  Denotet  nunc  terminus  generalis  z funftionem  ex- 
ponentialem  ax  , ita  ut  fummari  debeat  haec  feries  geometrica: 
j — a -f-  a 1 -f-  a s -f-  a * -f-  ....  + a* 

quae  cum  fit  geometrica , eius  fumma  iam  conflat , erit  enim 

s — — . Modo  autem  hic  expofito  hanc  fummarn  in- 


vefljgemus.  Quia  cfl  x — ax,  erit  fzdx  = — , huius 

la 


enim  differentiale  eft  ardx,  tum  vero  erit: 
dx  . ddx  \ d*  z ,,  . 

^ ^ = fc. 

unde  fequitur  fore : 

>=ar(^~  + (la)  3 + (uy  - &c.  ) 

+ c. 

Ad  conflantem  C definiendam  ponatur  a*  = o,  8c  ob  s = o, 

I 1 91 

erit  C = -la- 1 (la)  » — &c. 

la  2 1.2  1.2. 3.4 

idcoque  fiet: 

4.-4.  —1« (U)  J 4.  — — — (la)  3 - &c. ) 

v 'K  la  * 2 ' -1.2  I.23.4'  * 1.2.3...^  J ' 

_ . . r , (a* — 1) a 

Cum  igitur  fumma  nt , erit: 

a — 1 


i='+±+«Lfa._S_w,+  SiaL_fc. 

<7-1  la  2 1.2  1.2. 3.4  1.2  ...6 

ubi  la  denotat  logarithmum  hyperbolicum  ipfius  a:  hinc 

r (*il)/e  . SlfM1*  S (/*)♦,  (5  (/*)* 

fit = 1 i 1 «c. 

2 .1-l)  I.  2 1 . 2.  3.4  1.2. ..6 


ficque  illius  feriei  fumma  exhiberi  poterit. 
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164.  Sit  terminus  generalis  z = fin  a x , & 
t = (in  a -f-  fin  za  -f-  fin  3/»  -j-  . . . . -f  fin  *x 

quae  feries  cum  fit  recurrens  quoque  funi  mari  potefl  • 

erit  enim 

fin  a 4.  fin  ax  - fin  (xx-fa) fin  a 4.  (i-cof/j)fin  ax  - fin  a cof ax 

1 — 2 C0f'/J  + 1 — 2(1  —coli) 

Erit  vero  fzdx—fdxtinax  — ~ — cofax,  & — = /7  cof** ; 

« dx 


ddz 

Tx 


</3Z 


UH%  _ I*  - A*  (/  J 4 

t— = — anhtlxx;  -rr-  = -/i>C0f<7x;  - — = a J cof  **  fcc. 

dx 5 


^ 1 r . , r . 2l*Cof*x  5B**Cofxx 

s — C cof  ax  -J-  7 fin  ax-j 1 

“ 1.2  r.2. 3.4 

d a 5 cof  ax  S)  a 1 cof  ax 

H 4 „ + &c 

i.2.3.4.5.tf  1.  2 ...  8 

Ponatur  # = o ut  fiat  r— o;  eritque: 


C — 


2f  a © a ’ 


da 


1.2  I.2.3.4 

s = { fin*x  + (l -cofax)  f- 


&c. 


erso 


At  cum  fit  s~  ~ fin  ax  -f 
fin  1 


V 1.2  1.2.3. 4 

(i- cofax) fin  a 


1.2.  ...5 

%>ai  \ 

&c. ) 

1.2.  ..6  J 


2(1 -cof a)  ’ 


fiet: 


icot±a-L-*t_  J&tL  _ JtL  _ &c 

2(t-CO  (a)  1 a !,2  1.2. 3.4  1.2. ..6  C' 

quam  eandem  feriem  iam  fupra  §.  127.  habuimus. 

i^5-  Sit  nunc  z cola* , ac  feries  fummanda: 
j = cofu +cof2/7+cof3<i4-  . . -fco fax 

cuius  feriei , quia  eft  recurrens.,  erit  fumma: 
co  fa  — iXcofax-coffaxXa) 

'=  7-2Cof*.j7 = " H i co  (ax  1 4 coti*,  fin  ax . 

At  vero  ad  fummam  noftra  methodo  exprimendam , erit: 

fzdx 


382 
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fzdx  — fdx  cof  ax  = — fin  ax  , & — = ~ u fin  av  • 

a dx  ’ 

</3z  </'z 

— = -7>fin«r  ; — = — &c.  Ergo 

1 r r 91"  fin  ax  25 /7  s fin /7x 

J = C -f-  — fin  ax  + j colax . &c> 

a I.  2 1.2. 3.4 

Sit  * = o , erit  r = o , & C~  — £ , hincque  erit  : 

1 _ 91 -1  fin  <7*  25 -71  fin  <7* 


g,c 

1.2.  3.4 


J T + T cof<;*  -J fin  ax  - • 

a 1.  2 

Quare  cum  fit  s = — {•  -f-  i cof-7  * + f cot  \ «.fiu  ax , 
erit  uti  iam  modo  invenimus: 

e* ? 


. _ , 1 9U  S-»» 

T COt  7 -7  = 

a 1.2  1.2. 3. 4 


&c. 


1.2.34.5.6 

166.  Quoniam  fupra  invenimus  , fi  a denotet  arcum 
quemcunque , efle 
ir  a 

~=~  + fin-r  + rfin  2«-f-yfin  3-»  4*?  fin  4.7  4*  &c. 
confideremus  hanc  feriem,  fitque  z = — fin  <7x , ut  fit 


j = fin  a + j fin  2 a 

Hoc  autem  cafu  fit 
exhiberi  nequit . 

Erit  vero 


-f"7fin34-f-  . . . ' +—  fin*#. 

X 

fxdx  = /—  fin  ax  , quod  integralc 


d z o I 

jZ  — — coi  -j* fin  o x : 

ax  x xx  * 


ddz  a'  2-7  2 . 

T~.  = — — lm  coi  ax  ■ — fin  «x : 

dx 1 x xx  x3  * 
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d 5 * 

dZ> 


<<  r 2a'  di» 

— — col  <»x  t fin  ax  - r — cof  ax 


— fin  ax ; 
x*  * 


J*z  a*  4"’  lia'  241  24 

“ — iintfxi. col  ax linax cowxl  — lin  ax  . 

dx 4 x xx  x » x 4 x * 

Quia  igitur  neque  formulam  inregralem  fxdx  exhibere  , ne- 
que haec  differentialia  fatis  commode  exprimere  licet  , fum- 
mam  huius  feriei  per  hanc  methodum  definire  non  poiVu- 
mus  , ita  ut  quicquam  inde  concludi  poflet . Jdem  incom- 
modum in  multis  aliis  feriebus  occurrit  , quoties  terminus 
generalis  non  latis  ell  fimplex  , ut  eius  difierentialia  ad  com- 
modam legem  exprimi  queant  . Quamobrem  in  fequenti 
Capite  alias  expreflioues  generales  pro  fummis  lericrum  , 
quarum  termini  generales  vel  nimis  funt  compofiti  vel  pror- 
lus  dari  nequeunt , eliciemus  ; quae  feliciori  fuccelTu  in  ufuru 
vocari  poterunt . Imprimis  autem  infufiicientia  methodi  hic 
traditae  elucet  , fi  ligna  terminorum  feriei  propofitae  alter- 
nentur , tum  enim  quantumvis  termini  generales  fint  fimpli- 
ces  , tamen  termini  fummatorii  hac  methodo  exhiberi  com- 
mode nequeunt. 


CAPUT  VIL 

METHODUS  SUMMANDl  SUPERIOR 
ULTERIUS  PROMOTA. 


167. 

defe&um  methodi  fummandi  ante  traditae  fuppleamus , 
in  hoc  Capite  eiufmodi  feries  confiderabimus , quarum  termi- 
ni generales  magis  fint  complexi . Cum  igitur  expreflio  an- 
te inventa  in  progrelfionibus  geometricis , etfi  aliis  metho- 
dis facillima  fummari  poflunt , veram  fummam  finita  formu- 
la contentam  non  praebeat  , hic  primum  eiufmodi  feries 
contemplabimur , quarum  termini  fint  produfla  ex  terminis 
feriei  geometricae  & alius  cuiufeunque . Sit  igitur  propofira 
haec  feries : , 

1234  x 

s — bp'  + cp*  -\-dp  * -f  . . . + ypx 

quae  eft  compofita  ex  geometrica  py  p* , p’ , kc.  & alia 
quacunque  ferie  a-\-b-±c-\-d-\-  &c.  cuius  terminus  genera- 
lis feu  indici  # refpondens  fit  = y , atque  expreffionem  ge- 
neralem invefligemus  pro  valore  eius  fumraae  s=  S.ypx. 

i<58.  Inftituamus  ratiocinium  eodem  modo,  quo  fupra 
ufi  fumus , fitque  v terminus  antecedens  ipfi  y in  ferie 
+ &c.  atque  A praecedens  ipfi  a feu  is  qui  in- 
dici o refpondet,  eritquc  v p x~'  terminus  generalis  huius  fe- 
riei : • 


1234 
A + «/>+-  bp*  + f/>3  + . 
cuius  fumma,  fi  indicetur  per  S.vp' 


erit: 


S.vpx~ 1 — — S.  vpx  = S.yp*  — yp 
Cum  autem  fit: 


x 

■f*  vp*~l 
* +A. 
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dy  ( ddy 

v=y~T*  + 7d7-' 


. —JL  j.  cl*y 

6dx  * 2+dx* 


df  y 


1 20 dx s 


+ &c. 


erit : 


*,/>■  _/r  + A = i S.,y  - is^f  + ± S jg> 

I d 5 V I d*y 

S — />*  H S - — p*  — &c.  Ex  qua  fit : 

6p  dxl‘  24 p dx*r 

1 / d y ddy  d*  y \ 

vr = -,(>r  3 ,r+s  xpr-s<37r* &c- ) 

Si  ergo  habeantur  termini  fummatorii  feriorum  , quarum  ter- 

• . . dy  ddy  d‘y 

roun  generales  funt  — />*  : - — px  • - — />*  : Scc.  ex 

dx  dx ! dx 5 

iis  definiri  poterit  terminus  fummatorius  S ypx . 

169.  Hinc  iam  fummae  inveniri  poterunt  ferierum  , 
quarum  termini  generales  in  hac  forma  x"px  continentur. 
Sit  enim  y = x" , erit  A = o y nifi  fit  n = o , quo 
cafu  foret  A = 1 , & quia  eft  : 

dy  ddy  n(n-i)  dsy  n(n~i)(n-i) 

~ = — — -xn~*\ 

dx  zdx 1 t.  2 dx 3 1.  2.  3 

erit 

S.*7 >*  =— (x’p*-+*-  Ap-/iS.x’~  ’px+  — — S 
/>-iv  1.  2 

- -i — -ii S.x  '~*px+  i ii — - S.  x ' p*  — &c. ) 

1.  2.  3 r 1.-  2.  3.  4 y 

Ex  hac  forma  nunc  fucceffive  pro  n fubfti  tuendo  numeros 
o , 1 , 2 , 3 , &c.  obtinebuntur  fequentes  fummationes ; ac 
primo  quidem  fi»  = o,fitA=:i,  in  reliquis  autem  ca- 
fibus  erit  A = o: 

s.*r~s.r-— 

p-i  p-i  p- 1 

quae  e fi  fumma  progreffionis  geometricae  cognita : 

Ddd  S. 
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I , . „ . xpx+'  px+1-p 

S.xpx  = (xp*-+-'-S.p*)—  -i -X 

' p-ivr  P-i  (p-i )' 


_P*PX  p(t>x-') 
p- 1 0>-0’  ’ 


S.x*px  — (x’px+l — zS.xpx  + S.px)  feu 

C — W*1  t P(P+I')(PX-1') 

p-l  ( p-l)1  (p-l)’  ’ 

Porro  eft 

S .*’/>*=  — — (*’/>*  ‘+’1  — S.  * * + 3S.  xp  * — S-p  * ) feu 

c , n 3*1/1*  +1  -0 

'* p p-*  (p- 1)*+  (/>-i)3  (/>-04 

ficque  ulterius  progrediendo  fuperioruni  poteflatum  x*  p*  ; 
x*  px ; xbpx‘t  &c.  fummae  definiri  poterunt  , hoc  vero 
commodius  praeftabitur  ope  expreflionis  generalis  , quam  nunc 
inveftigabimus . 

17 0.  Quoniam  invenimus  efle: 

w-p ;(r  *[‘**&*&r*£;r + *«•) 

ubi  A eft  eiufmodi  conflans , ut  fumma  fiat  = o , fi  pona- 
tur x = o : namque  hoc  cafu  fit  / = A , & ypx'+'—  A/> ; 
hanc  conflantem  omittere  poterimus  , dummodo  perpetuo 
meminerimus  ad  fummam  quamque  femper  eiufmodi  conflan- 
tem adiici  oportere , ut  fafto  x ~ o , evanefeat , feu.  ut  alii 
cuipiam  cafui  fatisfiat . Statuamus  ergo  z loco  y , eritque 
p*  +I  z 1 </z  1 ddx 

S ./>**  = - S. /> * — 4-  —■ r S.  />  * — 

• /) — 1 />-1  dx  2{p- 1)  r c'*1 


r 


I 
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dz  ddz  d*z 


Deinde  ftatuamus  fucceffive  — : — - ; &c.  ni  locum 

dx  dx 1 dx  ’ 


eritque 

I s P*d*z 

pxdz 

/>*■+• ' 

dz 

1 px  ddz 

Scc. 

S'  dx  "" 

> — 1 ' 

dx  p 

-1  Jx*  + 

2(/>- 1)  dx* 

p*ddz_ 

p*-M 

ddz 

I pxd*z 

1 pxd*z 

-&c. 

S'dx'  ~ 

” />"« 

dx  *' 

p-i  dx * 

~^2(/>-l)  </x4 

pxd*z 

/>*-+■ 1 

1 px  d*z 

j L_s.£l— ■ 

-&c. 

S’~d^~ 

“ p-I 

'ZT*~ 



p-l  dx* 

2(/>-l)  </x5 

S* 


&c. 

Si  igitur  hi  valores  fucceffive  fubfti tuantur , S.px*  huiufmo- 
di  forma  exprimetur : 

px  -(-iz  ap* -i-1  dz  f>/>*-H  ddz  5/1* -f" 

'P  z />-i  /» — i ’ dx  p — i dx ' />  — i dx* 

, 5/>*  +»  </4*  £/>*  +1  d*z 

+ _C +&c. 

p — i dx  4 p — i dx 5 

171.  Ad  valores  litterarum  a,  £> , < S,  £,  Scc.  de- 

finiendos, fubdituantur  pro  quovis  termino  feries  ante  in- 
ventae nempe  : 

px+'z  „ 1 -p*dz  1 p”ddz  j_p2^z 

Y—x  -S-^^p. IS-  'a(p-i)S'  <*x>  +<J(/-i)S’  «fc*  c’ 

pr^dz  ££*,  ±_SP^t_  _L_  + &C. 

(p—l)dx  ' Jx  />-1  dx'  2(p-l)  dx* 

px  -+*ddz ^ pYddz_, 

(pydx'~  '~ZF~+  p—1'"  dx' 

Pll'1 l!L=s.£!£!i  + &c. 

( p—i)dx J dx* 

Habebimus  ergo  : 

Ddd  2 


1 pxd*z 

-S.— &c. 


/ 


1 


1 

'i 
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S.pxz  C= 

i pxJz  i „pxddz  i pxdiz 

S.pxZl.  — S.—, -S.^— r — + rS.- — 

‘ T/>-i  dx  *{p-i)  dx1  d(/>- 1) 


— a 


+ 


unde  coefficientiuni 
obtinebunrur . 

i 


a 

i 

e 


+ 

+ 


dx * 
a 


24(/m)  dx * 
a 


2(/>-l) 

6{p—i) 

S 

S 

p—1 

2(/>-l) 

0 ___ 

/ — 



p — t 

+ 

8 

&c.  valores 

/equentes 

p-l 

& = -0  + 1) 

/>-IV  2' 

> = -0+-+4) 

/>-IV  2 d ' 

« = — 0+f+^  + — ) 

/>-Iv  2 d 24-' 

£ = -i-(8+Z+‘+JL  + _L) 

/>-Iv  2 d 24  120' 


&C. 


172.  Sit  brevitatis  gratia  — — q , erit: 

/>-* 

a.  — q 

S = «7  4-  f 7 = qq  + 7 q 

y = + = 

= yq -i- j + i *q  -h ii  q = q*  -h  t q1  + r>q’  + 2Ltq 
b = &7  + v yq  + ? + J,  “7  + r.  7 

feu  £ = 7'  + 27 4 + j q'  -h  \ql  + ,t.  q & 

2 = *«  + J 7« +??♦  + * *»  + £**  + £?& c. 

feu 
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3 °y 


feu  hoc  modo  exprimantur : 


6 = 

8 = 

£ = 
n = 


i 

277  + 9 

I.  2 

<?7’  4-  4~? 

I.  2.  3 

247*  + 3<*7?  + 14?*  +7 
i.  2.  3.  4 

1209*  4-  2409*  + 1 507 3 4-  3^7 * + 7 

1.  2.  3.  4.  5 

720-7*  + 1800-7»  4-  J 560^ 4 4-  S4°7  * *f"  ^27’  + 7 
1.  2.  3.  4.  5.  4 

50409 7 4 15120-7*  416800-7»  4 8400-7*  41806-7»  4126-7’  4 -7 


1.  2.  3.  4.  5.  6.  7 &c. 

ubi  quilibet  coefficiens  16800  oritur , fi  fumma  binorum  fu- 
periorum  1560  4"  1800  per  exponentem  ipfius  9,  qui  hic 
elt  5,  multiplicetur. 

173.  Reflituamus  autem  loco  q valorem — — , 

2 p — 1 

1 


S — 


«0-0 

/>4-1 


1.2(p-l)1 

_ Pt±4P±± 

12-3  (P"1)1 

1.2. 3-4(/> — i)4 

__  p*  4“  adp 5 4"  66p * 4“  2 6p  4*  1 
1.2.  3-4-  5(p— i)J 
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c _ P:  4-  S7/>4  + 30 2/>*  + 302^*  4-  57A  + x 
1.2.  3.4.  5.  d(/>—  i)4 

}J  _ />*+  1 2cy> ’ + 1 ig !/>*-[- Ut**/’ 8 -I-  ngx/’,4- 120.04  x 

1.2.  3.4.  5. 5. 7 (/>—1)7 
&c. 

Lex  harum  quantitatum  ita  fe  habet,  ut  fi  ponatur  terni  i. 
nus  quicunque  : 

p + A/> »~»  + B p »—*  4-  Cp 1,-8  + 'Dp  ”~6  4-  &c. 


1.  2.  3 


futurum  fit : 


(»—!)(/)— 1)  — 


An  : — « 


. n(n—l) 

B = 3 " 1 — » . 2 "—I  4*  — 

1.  2 

»(» — 1)  »(» — iY» — 2) 

C = 4 ‘— 1 — 3 * 4-  - 2”— ^ 


1.  2 1.  2.  3 

x-  2 x.  2.  3 1.  2.  3.  4 

&C. 

unde  ifti  coefticientes  a,  6,  fi,  &c.  quoulque  libuerit  , 
continuari  poflunt . 

174.  Quodfi  vero  legem,  qua  hi  coefficientes  inter  fe 
cohaerent , confideremus , facile  patet , eos  feriem  recurren- 
tem conflituere , atque  prodire  fi  haec  fraftio  evolvatur  : 

1 


V u'  tl>  II  * 

1 P-I  2(/>-i)  <S(j>-  I)  »40 “0 

prodibit  enim  haec  feries: 

x 4-  ««  + Su 1 4*  ?u  ’ + * 4”  £“ 5 4"  2«* 6 4“  & c. 

Ponatur  illa  fraftio  ==  V , & cum  fit  : 

V_ — 

u 1 u 3 u* 

p — X — u — &c. 

r 2 6 24 
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erit  Ve- 


ubi  e eft  numerus  cuius  logarithmus 


" p — c“  ’ hyperbolicus  eft  = i. 

Atque  fi  valor  ipfius  V per  feriem  exprimatur  fecundum  po- 
teftates  ipfius  u , orietur  : 

V — i + au  + Su  * -f-  Jk  3 + <5k  4 +■  £u  * + 6 + &c. 

cuius  coefiicientes  «,6,^,8,  &c.  erunt  ii  ipfi  , quorum 
in  praefenti  negotio  opus  habemus . Iis  igitur  inventis  erit : 
**”*■«/  ad*  fjddz  jd’z  ad** 

4 Conft. 

quae  ergo  expreftio  eft  terminus  fummatorius  feriei  huius : 

ap  + bp  * + tp 3 "f" + p * * 

cuius  terminus  generalis  eft  — p*%. 


p — 1 

17 5.  Quoniam  invenimus  efle  V = p ~e~“  ’ 


erit 


a_/>v— />+* 


& logarithmis  fumendis  fiet 


(p-i)d\ 

u — l(p  V-p.|.i)-/V)hincque;  diflerentiando  </«  = — — — 

, (/> — iWV 

quocirca  erit  /V*  = (p  — 1)  V + . Quoniam 

ergo  eft  V — 1 -f-  *w  + Su  * + 3 + 8« 4 + £u 5 -f-  &c. 

erit  1^ 

pV1  =/>+  2a/>«+  2<>pK*  + 2?pu*  + 2$pH4  + iftm(  + &c. 

-f- « * p« 1 -f"  2 «ep« 1 -j-  lo-^pu  4 -f-  2 *6pw 5 + &c, 

+ &‘pu*  + zSfpui  + &c. 

(p  — ijv  =p — 1 -f-a(p — 1)  «-f- G(p  — i )* 1 + ?(p  — 1) « ’ 

+ 8(p  — l)«4  + e(p  — i)«s  + &C. 

— ^ — = (p * 1)0+  2(p  - + 3(p  - 1 ) 7« 1 + 4(p  — ’ 

+ 5(p—  i)e«4  + tf(p  — i)i»5  + &c. 
quibus  expreflionibus  inter  fe  coaequatis  reperietur: 
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(p  — 0 * = 1 

2 (p—l)  6 = “(/>+  i) 

3 0—  i)  ?;  = 6 (p  + 0 + «V 

4 (p — i)  6 = ? (p  -t-  i)  + 2 uSp 

5 (p — i)  fi  = 8 (p  4-  i)  4-  2*//»  + o *p 

6 (p  — i)  C = S (p  4*  i)  4"  2«8p  -f-  2 &)l> 

7 — n = 2 6»  4- O 4-  ***/>  4-  2 4-  ?*p 

&c. 

cx  quibus  formulis , fi  pro  p datus  numerus  aflumatur  , va- 
lores  coelficientium  a,  S , ^ , S , &c.  facilius  determinari 
pofliiut , quam  ex  lege  primum  inventa . 

17^.  Antequam  ad  cafus  fpeciales  ratione  valoris  ipfius  /» 
dcfcendamus , ponamus  effe  z=z  x” , ita  ut  haec  feries  fum- 
mari  debeat: 

S = p 4-  2”p1  + 3"pi  i-4’,p*-h  . . . 4 -xmp* 
eritque  per  exprefiionem  ante  inventam : 

( p p pp  4-  p n(n-l) 

\p-i  ( p—i )*  0-0*  i-  * 

(/>’  + 4/>l  4-/>) 


/i^zDSl  •Jltc-,+kc.) 

I.  2.  I / 


* (p—l)*  »•  2-  3 

± C , quae  reddat  s = o fi  ponatur  x = o , 

Hinc  ponendo  pro  n fucceflive  numeros  o,  x,  2,  3,  4,  &c. 

erit : 

S jc'p*  =p*  .1 L 

p-i  p-i 


s.x'p*=p*  (£■ M+-£- 

p \P- 1 (p-iy)  (p- 0» 

S „V'  =r 

^ \p-i  fp— 1)*  (p—  i)*/  (/>“ i)5 

j 

(P~ 


JCSl 

v-i  (^-0* 


4- 


+ 


p(p»  + 4p4-i) 
(p— !)♦ 


3p(pi*)*  'p(p'±*ni  \ 

(p-*)'  (p—i)*  * 


S.x* 
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r /£L4  __  jVlL  i OOf-O**  ‘pO^-lHO* 

J‘*  ^ ^ V-1  0-0*  0—0*  0— 0* 

, />0*4-  rxpaiir/>4-0\  />(/>>4-11/>,4-ll/>4-1) 

0— i)j  / O-1 )' 

c />*+'»'  ytH-1*4  . 1QP4-0;>,H-1*’ 

^ , />—  i 0-0*  0-0’ 

ioQ^^O^-H*»  sC/> 8 4-  *i/>*4-  * 

O^O4  . . 0- 0’ 

(^♦+2<S/>,4.5<J/>’4-2(f(t>4.  i)0*  +*—/>) 

0— 0‘ 

t />*-+»**  _J_  150+  0P’r-M  *4 

r 7-3T  "(P"7F  + 0-0’ 

(/>-04  (/>-0* 

6(p*-\-26p!  + 66p,  + i6p  + I )/>*  -Hx 

~ (p-iV  ~ 

( A’ 4-  37P4  4-  3qi^34  302/>*4-  57/)4-0(/>*  — 0 

' (/> — i)7  &c. 

177.  Hinc  intelligitur , quoties  * fuerit  funftio  rationa- 
lis integra  ipfius  x , toties  feriei,  cuius  terminus  generalis 
eft  p*  x , fummam  exhiberi  po(Te ; propterea  quod  differen- 
tialia  ipfius  2 fumeudo , tandem  ad  evanefcentia  pervenia- 
tur . Ita  fi  proponatur  haec  feries : 

P+1P' + 6p' + iop*+  . . . ^*, 


ob  * = 


XX  ”f“  X 


dz 


O *• 

. * s=*+ii  *?=,; 

erit  terminus  fummatorius  : 

^^('xxVx-  2*+1  + -£±LY-L(£±1- 

p— A*  »0-0  »0-0*/  ^-AaO-0*  »0-0/ 

*■  - - feu 


Eee 
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3>'4 


fc 


eu 


=r + — l.') f_ . 

V (/»— 0 »( /»— i)1  , 0>— l)V  (/> — Iv* 
Sin  autem  z fuerit  funflio  non  rationalis  integra , tum  ifla 
termini  fummatorii  cxpreflio  in  infinitum  excurret . Ita  fi 


fit  z = - 


ut  fummanda  fit  haec  feries: 


*=?  + 
</z  i 
dx 


— p*  -f />5  -i />4  + 

* 3 4 


+ — px 


ob 


P—  L. 

/>-  (/>-!>’** x (/>-l)3*4 


I ddx  2 d'x  2.3  d*z  2.3.4 

AT  At  ’ d X 1 X 3 * dx  * X 4 ’ dx  4 AT  5 

prodibit  terminus  fummatorius: 

+ Jt+. 


&c. 


LWW! , />W4»AM 

« .Nl  a I 


+ 


Hoc  ergo 
teli 

S—P, 


cafu  conflans 


(/>-  i)**-3 

+ C 

C non  ex  cafu  x = o definiri  po- 


ad  eam  igitur  definiendam  ponatur  x = 1 , & quia  fit 


erit 


r>-  x v 


1 + 


J- JL  , pp+4p-b 1 

C/>- 1 ) ’ . 


f &C.) 


A~»  ' P- } ...  . „ - . 

178.  Ex  his  perfpicuuni  efl , nift  p determinatum  nu- 
merum fignificet,  parum  utilitatis  hinc  ad  fummas  fericrum 
'proxime  exhibendas  redundare . Primum  autem  patet  pro  p 
non  pofie  fcribi  1 , propterea  quod  omnes  coefficicntes  « , 6 , 
‘P , 8 , &c.  fierent  infinite  magni . Quare  cum  feries , quam 
nunc  traflamus , abeat  in  eam  quam  a ite  iam  fumus  con- 
templati fi  ponatur  p — 1 , mirum  efl , quod  ille  cafus  tari- 
quam  facillimus  ex  hoc  erui  nequeat.  Tum'  vero  quoque  no- 
tabile efl,  quod  cafu  p — 1 fumnwtio  requirat  integrale  Jxdx, 
cum  tamen  generaliter  fumma  fine  ullo  integrati  exhiberi 
queat  . Sic  igitur  fit , ut  dum  omnes  coefl. cientes  a , S , •p  , 
8 , &c.  in  infinitum  excrefcunt , fimul  formula  illa  integra- 
lis  invehatur  . Hicque  adeo  cafus , quo  p — 1 , efl  folus , ad 

quem 
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quem  generalis  exprefiio  hic  inventa  applicari  nequeat . Ne- 
que vero  hoc  cafu  generalis  forma  a vero  recedere  ccnfenda 
efi;  nam  etfi  finguli  termini  fiunt  infiniti,  tamen  revera 
omnia  infinita  fe  defiruunt , re  fiat  que  quantitas  finita  fummae 
aequalis,  & congruens  cum  ea,  quae  per  priorem  methodum 
invenitur  , quod  infra  fulius  fumus  declaraturi . 

179.  Sit  igitur  p~-  i,  atque  figna  in  ferie  fummanda 
alternatim  fe  excipient : 

1234  at 

— a -f-  b — c -f-  d . . . . . + z 

ubi  x erit  affirmativum  fi  x fuerit  numerus  par,  negativum 
autem , fi  x fit  numerus  impar . Pofito  ergo 

— a b — c + d . . . ± x — s y erit  *» 

+ i/  adz  Sddz  yd'z  , Sd*x  „ N 

s—  — — (z~  h + - & c.)  + C. 

2 ' dx  dx1  dx*  dx*  d 

ubi  fignorum  ambiguorum  fuperius  valet,  fi  x fit  numerus 
par,  contra  vero  fi  x fit  numerus  impar.  Mutandis  ergo  fi- 
gnis  erit : 

a — b + c — d -f-  c — f -f-  . . . fs- 
I / adz  Sddz  yd>z  td*z  v 

<*“+7^-7T  +— &)  +c 

ubi  fignorum  ambiguitas  eandem  fequitur  legem. 

180.  Hoc  cafu  coefficientes  a,  6,^,  #,(,£,  &c. 
inveniri  poffiint  ex  valoribus  ante  traditis  ponendo  ubique 
p = — 1 . Facilius  autem  eruentur  ex  formulis  generalibus 
§.  175.  datis,  ex  quibus  fimul  perfpicietur  alternos  iftos 
coefficientes  evanefcere.  Facio  enim  p — — 1 iftae  formulae 
abibunt  in 

— 2*  = 1 

— 4^  = 0 

— 67  — o — « 1 

— 85  — 0—2*6 

iot  s O — 2 xy  — SS 

' 1 2 ->  33  O — 2*8  — iSy  Sc C. 

Eee  2 


U'.l- 
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uudc  cum  fit  S~Oy  crit  quoque  <f  = o,  porroque  C — oy 
0=z  o,  &c.  & reliquae  litterae  ita  determinabuntur,  ut  fit: 
x a*  aa> 

a — ~ ~r  > > = ^ i f = — i 

2 0 IO 

2ae  + ?r  iai]+2>t 

" = ~ — ; ‘ = ~~  ; 

1 8 1.  Quo  ille  calculus  commodius  abfolvi  poflit  intro- 
ducamus novas  litteras  fttque : 

A.  R r__  C 

“ 1.2  ' ? 1T2.J.4  ’ ~ 

D E 

)]= — : t = ; «c. 

1. 2.  3. ...  8 1.  2. 3 ...  10 

Eritque  fumma  ante  exhibita: 

x / A dx  B</5z  ^ De/7*  ^ 

2 ' 1.2 dx  1.2.3.41/*5  1 .2~.6dx*  i.2.~8dx?  * 

+ Confl. 

Coe/ficientes  vero  ex  fequentibus  formulis  definientur  : 

A = 1 


_ 4-J  AA 


5C  = — AB 
1.2 

8.7  .8.  7.  & 5 EB 

7D  = — AC-J — • * — 

1. 2 I.  2.  3.  4 2 

pE  = — — AD  + — — — — . B C 
I.  2 I.  2.  3.  4 

„ 12.11.,.  . I2.II.IO.J>  __  , '>2.II.IO.p.?.7  CC 

11F  = AE  + . BD  + 7.  — 

1.  2.  X.  2.  3.  4 1.  2.  3.  4.  5.  6 2 

&c. 

quae  hoc  modo  facilius  atque  ad  calculum  accommodatius  re- 
praefentari  p offunt : A 


V 
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A = i 

AA 

B = 2. — 

2 

C = 3.  AB 

, 5.  5 BB 

D = 4.AC+  4- -•  — 

3.  4 2 

. 7 

E = 5.AD+  S. — - 
3.  4. 

10.fi 


BC 


F = 5.AE  + 5.  ~ . BD  + 6, 

3.  4 3-4-5 -  I * * * *  6 


10.  fi.  8.  7 CC 
2 


- . i*-”  . 12. 1 1. XO.fi 

G = 7.  AF  + 7 . . BE  + 7. — . CD 

3-4-  3-  4-  5-  * 

&c. 

Hinc  igitur  calculo  inflituto  repcrietur : 


A = 

1 

B = 

I 

C = 

3 

D = 

17 

E = 

155 

— 5-31 

F = 

2073 

= 691-1 

G = 

38227 

= 7.5451 

H = 

727557 

= 3517.257 

127.127 


I = 28820517=  43857.7.73  &c. 

182.  Si  hos  numeros  attentius  perpendamus,  ex  faflori- 
bus  571,  3517,  43857,  facile  concludere  licet,  hos  nume- 

ros cum  fupra  exhibitis  Bernoullianis  nexum  habere , inde- 

que  determinari  pofle . Hanc  igitur  relationem  invefliganti 

mox  patebit  hos  numeros  ex  Bernoullianis  % , © , £ , © , 
(g , & c.  fequcnti  modo  formari  pofle  : 

A 


Google 
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A = 2.  i.  3 3(  = 2(2  1 -1)  3( 

R = 2.  3.  5 53  = 2(2  4 -1)  © 

C = 2.  7.  9 (r  = 2(2  4 -1)  (r 

D = 2.  15. 17  ==  2(2  • - 1)  S) 

E = 2.  31. 33  e = 2(2  j)  g 

F = 2.  63.65  3:  = 2(2  «-0  3 

G — 2.127.129  0 = 2(2  ’4-l)  0 

H = 2.255.257  £)  ==  2(2,6-l) 

&c. 

Cun  igitur  numeri  BernouIIiani  fint  fraCti , coefficientes  ve- 
ru nutri  integri,  patet  hos  factores  feinper  tollere  fractiones  j 
erant gue  erao  : 

A = r 

B = 1 
C = 3 
D — 17 

E = 5.31  = 155 
F = 3.691  = 2073 
G = 7-43-I27  = 38227 
H = 257.3617  = 929569 

I — ?-73-438<f7  = 28820619 
K = 5.31.41. 174611  = 1109652905 
L = 89.683.854513  ==  51943281731 
M = 3.4097.236364091  = 2905151042481 
N = 2731.8191.8553103  = 191329672483963 
&c. 

Ex  his  ergo  numeris  integris  viciflim  numeri  BernouIIiani 
inveniri  poterunt . 

183.  Adhibendo  igitur  numeros  Bernoullianos  feriei 
propofitae : 1 2 3 4 5 x 

a — b-\-c — d-f-e — . . . qp*,  fumma  erit: 

_ft_  (2*-i)5t.Vz  (2*-l)*&d>z  (2*-l){^dH  (2*-x)©i i7z  ^ 

\2  l.id*  i.2.i.\dx'  "^1.2 ...6dx'  ' 1.2... 8^*7  + c 

+■  Conti. 


Hinc 
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Hinc  autem  perfpicitur  iftos  numeros  non  cafu  in  hanc  ex- 
preflioncm  ingredi ; quemadmodum  enim  feries  propofita  ori- 
tur , fi  ab  ifta : a + b-\-c-{-d-\-  . . . . ■+•  z , 

ubi  omnes  termini  fignum  habent  + fubtrahatur  fumma  al- 
ternorum b -f-  d + f -f-  &c.  bis  fumta  ; ita  quoque  expreflio 
inventa  in  duas  refolvi  poteft  partes , quarum  altera  cft  fum- 
ma omnium  terminorum  figno  + affectorum , quae  erit : 
r , , i , 21  dz 

fzdx  -| — x-i — i — &c. 

2 i.zdx  i.2. 3. 4 dx'  i.z...6dx ' 

Summa  vero  alternorum  pari  modo  invenietur , quo  fupra  ufi 
fumus.  Cum  enim  ultimus  terminus  fit  z indici  x refpou- 
dens,  antecedens  indici  x — 2 refpondens  erit; 

zdz  z'ddz  2 'd'z  ^ z*d*z  ^ 

dx  i.zdx'  i.z.^dx*  1.2. 3.4 dx* 

quae  forma  ex  illa , qua  ante  terminus  antecedens  exprimeba- 

X 

tur,  oritur,  fi  loco  * Icribatur  — . Habebitur  ergo  fum- 
ma alternorum  , fi  in  fumma  omnium  ubique  loco  .v  feriba- 


tur  — , quae  propterea  erit : 

J./1  + JL.+ ** 

2 2 i.zdx 


2!5W!z  z'<£d*z 

• — r ~ — — — ■ occ. 

1 .2.3.447*  3 1.2  ...6dx' 

cuius  duplum  fi  a fumma  praecedente  fubtrahatur,  ex  i fi  en  te  * 
numero  pari , vel  fi  praecedens  fumma  a duplo  huius  fi  x eft 
numerus  impar  fubtrahatur , refiduura  offendat  fummam  feriei : 
12345  .v, 

a — b c — d + c ^ z 

quae  erga  erit : 

^y*dpL+Slc\  + c. 

'2  i.zdx  1-2. 3. 4 dx*  / 


quae  eft  eadem  expreflio,  quam  modo  inveneramus . 
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184.  Sumatur  pro  ss  poteflas  ipfius  x , nempe  x" 
ut  reperiatur  fumma  leriei : 

1 — 2'+  3”  — 4”+  • . . • T**. 

ob  At  = ?.r-..  /.*« 

idx 


Scc. 


1 ' 1.2.  3</xJ  1.  2.  3 

erit  adhibendis  coefficien  cibus  A,  B,  C,  & c.  fumma  quaefita: 
, , A B»(»-i)(»-2)  ^ C<»-i)(»-2)(»-3)(»-4)  m 

+ 2 ' 4 1.  2.  3 + 6 1.  2.  3.  4.  5 


8 1.  2 7 •/ 


Couff. 


ubi  fignum  fuperius  valet  fi  fit  * numerus  par , inferius  vero 
fi  impar.  Conflans  autem  ita  definiri  debet,  ut  fumma  eva- 
nefcat , fi  x — o , quo  cafu  fignum  fuperius  valet . Pro  n 
ergo  fucceffive  numeros  o , 1 , 2 , 3 , &c.  fubflituendo  fe- 
quentes  prodibunt  fummationes : 

I-  1 — I + 1 — 1 + • . . . firlxW  + T 
fcilicet  fi  numerus  'terminorum  fuerit  par  , fumma  erit 
= o , fin  impar  erit  = + 1 . 

II.  1 — 2 + 3 — 4+  • • • T * = 7 r (*  + t)  + i 

fcilicet  fi  uumerus  terminorum  fit  pr,  fumma  erit 

& pro  numero  terminorum  impari  = + j * + { • 

III.  1 — 2’ +3*  — 41  + . . T *’  = + r (**  + *) 

fcilicet  pro  pari  numero  = — i xx  — 7 x 

8c  pro  impari  numero  = + f **  + i # 

I — 2i  + 3i_4,  + . . Tx3=i 

fcilicet  pro  pari  = — t*’— 

& pro  impari  = •£**+{** — ‘j* 

1 — 2« + 3«  — 44  + . . :p*4=  + K*4+2*,—  f) 

fcilicet  pro  numero  pari  = — r*4 — »3  + t* 
& pro  numero  imjaari  = 4 «»«+** — i» 

185.  Apparet  ergo  in  poteflatibus  paribus  praeter 


IV, 


V. 


n~  o . conflantem  adiiciendam  evanefcere 


hifque  cafibus 
fum- 
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fummam  terminorum  numero  fivc  parium  live  imparium 
tantum  ratione  ligni  dilcrepare.  Quotlli  ergo  * fuerit  nume- 
rus infinitus,  quoniam  is  ell  neque  par  neque  impar,  haec 
confuieratio  cellare  debet,  ac  propterea  in  fumnia  termini 
ambigui  funt  reiiciendi : unde  fequitur  huiufmodi  feri  erum  in 
infinitum  continuatarum  fummarn  exprimi  per  folam  quan- 
titatem conflantem  adiiciendam  . Hancobrem  erit : 

r — t + t — t -f-  & c.  in  infinitum  = — 

2 


i — i + 3 — 4 + &c.  . . . = 

x — 21  + 3* — 41-}-&c.  . . . = 

1 — 2 5 4"  3 1 — 4 1 + &c.  ..  . . = • 

1 — 2 «4*  3 4 — 4*  + 5tc.  . . . = 

2 — 2?  4-  3*  — 4v  + &Ci  • - • = 

r — 2*4-3*  — 4*4"&c.  . . ..  =s 

i — 2 7 + 3 7 — 4^4"&c-  • . . = 


_A  __  (2-1)31 

4 2 

£ (2*-r)s 

8 “ 4 

C _ 

12  6 

o 

D _(V-l)|) 
l~5  = 8 


&c. 


Quae  eaedem  fummae  per  methodum  fupra  traditam  feries, 
in  quibus  li»na  4-  & — alternantur,  fummandi  inveniuntur. 

i85.  Si  pro  n ftatuantur  numeri  negativi,  exprcflio 
fummae  in  infinitum  excurret.  Sit  n — — iy  erit  lumina 
feriei : • 


■ Cot  i A. 


_ 1 / 1 A B C D \ 

4 — ( 4 — 1-  — • — &c. ) 4" 

2 v * 2ar*  4Jf4  6x*  8**  / 

Hic  autem  quia  conflans  non  ex  cafu  * = o definiri  poteft 

Fff  ex  ’ 
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ex  alio  cafu  erit  definienda.  Ponatur  x = l,  atque  ob  lum- 
mam  :=  1 8c  fignum  interius  erit : 

A . B C 


Conti. 


1 / I A D C , „ \ 

( + -+  &C.) 

2 V.  X 2 4 6 ] 


feu 


4 

1 A B C D 

ConA.  + +&c. 

2 4 8 12  r 6 

Vel  ponatur  x=2,  ob  fummam  = — , fc  tignum  fuperius 


reperietur : 
Conti, 


. = — — -A-- 

2 2 \ 2 2.  2 * 


B 


5.  2 ‘ ) 


feu  Conti.  = 

4 


4.  2 * 6. 

A . _L ^ + &c 


4.  2*  8.  24  12.  2*  ' l6.  21 

fin  autem  ponatur  x=  4 , erit : 

Conti.  = H — + -J3 C—  + — ~ - & c. 

24  4.4*  8.  4*  12. 4'  id.48 

Utcumque  autem  conflans  definiatur,  idem  prodibit  valor, 
qui  timui  fummam  fer  ici  in  infinitum  continuatae , quae  etl 
= / 2 , indicabit . 

187.  Ceterum  ex  his  novis  numeris  A,  B,  C,  D,  E, 
c<c.  fummae  ferierum  poteflatum  reciprocarum  parium , in 
quibus  tantum  numeri  impares  occurrunt , commode  lummari 
poterunt . Si  enim  ponatur  : 

l+  + + = r erit 

— + ~ 4 --  + &c.  = — , 

2a'f  A*n  2l* 

quae  ab  illa  fubtra£la  relinquet : 

1+-L+4+4+&c.=Uci>. 


Cum 
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ra  exhibuerimus : ( 125)  , erit : 

, 1 , i , i , „ 

H — -4 — H — - + & 
3 5 7 

1+  — + 4+4+ & 
34  5 4 74 

l + 4+4  + 4+* 

3 5‘  74 

I + 4 + 4+4  +! 

3 5 8 7 


&c. 


quia  erit : 

1 L 1 1 , o 

I + — - — — + &c.  = ■ 

nt  »’  ■>  *“ 


habebitur: 


3 1 4 4 5* 

1 x . 1 


2 * 3* 

1 1 


44 

I 


54 

1 


2,J  3' 


gulis  numeris 

>1  iam  fu. 

A 

X1 

1. 2 

4 

_ B 

X* 

1.2.  3. 4 

4 

C 

*6 

1.2.  3...  6 

4 

D 

tr* 

1.2.  3 ...8 

4 

E 

xr'° 

1 

M 

K> 

V-S» 

0 

4 

ntur , fignaque 

alternentur 

'2  1)  s — s 

2” 

_(A_2jl)  *> 

( 2-  1)% 

1.2  4 

x.  2 

_fB-2’B)  X* 

(2»-i)93 

I-2-3-4  ’ 4 

" 1.2. 3.4 

_(C-2g)  JT< 

_(2^-l)g 

1.2... 6 4 

Ia  2 M • ^ 

_(D-2^)  JtS 

(2  7 “i)® 

1.2...  8 4 

1.2... 8 

_(E-2g)  tr*° 

_(2'-oe 

1.2. ..10'  4 

I.  2 ..  .10 

. n* 


&c. 


188.  Quemadmodum  haClenus  feriem  fumus  contemplati, 
cuius  termini  erant  produfla  ex  terminis  protrreflionis 

Fff  a geome- 
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geometricae  p , p* , p 1 , &c.  £c  ex  terminis  feriei  cuiufcun- 
que  i,  c,  Scc.  ita  poterimus  fimili  ratione  prolequi  fe- 
riem,  cuius  termini  fint  proJutda  ex  term  nis  duirum  qua- 
rumcunque  ferierum  , quarum  altera  unquam  cognita  ada- 
matur . 

123  * 

Sit  feries  cognita : A + B+  C4-  . . . -f-  Z 

altera  vero  incognita  a+A-f-c-f-  . . . + z 

atque  quaeratur  lumina  huius  fei  iei : 

Aa  -f-  4"  Cc  -f-  ....  -f-Z» 

quae  ponatur  = Zr.  Sit  in  ferie  cognita  terminus  penultimus 
nae  Y , atque  pofito  x — 1 loco  x expreflio  fummae  S.  Zr 
abibit  in 

Y ( dt  , d'S  , d*s  . A 

' dx  zdx1  6dxl  z^dx*  * 

Quae  cum  exprimat  fummam  feriei  Zr  termino  ultimo  Zz 
multatae  erit : 

7 7 v YA,  YtMr  Yrf*r  ■ 

dx  zdx * 6dx  3 

quae  aequatio  continet  relationem,  qua  fumma  Zr  pendet 
& z. 

tSp.  Ad.  hanc  aequationem  refolvenfam  negligantur 

. . . . . Z z 

primum  termini  dmerentiales , entque  r = . , ponatur 

Z Y 
Zz 

ifte  vaor = P 1 , 

Z— Y ’ 

valore  in  aequatione  fubflituto  fet  : 

YdP'  , YddP'  r 
(Z-Y>  = — + -~~-tuu 

-yt  + SS-fc 

. dP  * ddP ' 

addatur  utnnque  YP’ , & cum  P* — H - &c. 

dx  zdx * 


ab  Y , Z , 


fitque  revera  r=nP'+/>,  quo 
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f:t  valor  ipfius  P‘  , qui  prodit  fi  loco  x ponatur  x — i , 
fit  ifie  valor  = P,  eritque 

v Ydp  , Y ddb 

(Z  — Y)/>  + YP'  = YP — f — &c. 

v r dx  zdx * 

Y(P — P*) 

unde  nealetlis  difierentialibus  erit:  p — — — — . 

3 Z — Y 

Y (P P ■ ) 

Ponatur  — — — — : — = Q.1 , fitque  p = Q'  +<7;  fiet 

(Z  _ Y ) , IWAJIA  _ *c. 

pofitoque  Q pro  valore  ipfius  Q'  , quem  induit  fi  loco  x 
Icribatur  x — 1 , erit : 

(Z- Y),  + Y Q.  = Y Q— ^ - S.C. 

• • ...  r Y ( Q — Q.‘  ) 

unde  neglefltf  difierentialibus  fit  <7  = — — • 

Zj  " I 

Y('q Q1) 

Ponatur  — 1 = RI,  fitque  revera  fl=R,+>-; 

Z»  " 1 

y/P  R x \ 

ac  fimili  modo  reperitur  »•  = — — — — , ficque  procedendo 

erit  fumma  quaefita  : Zj  — Z (P  ' + Q1  + R 1 + 8cc.  ) • 

ifo.  Propofita  ergo  ferie  quacunque: 

A-j  + M + Cr-f- +Y)f  + Zz 

eius  fumma  fequenti  modo  definietur: 


Ponatur  pofito 

* — r 

loco  x 

L x 

L-X  = P * » 

abeatque 

P1  in 

P 

Y(P-P') 

z-y 

abeatque 

Q1  in 

Q 

Y(QrQ' ) 

abeatque 

R 

— — R x . 

Z-Y  » 

R*  in 
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Y(R-R-) 

— r,— Y — = S 1 ; abeatque  S 1 in  S 
«cc. 

His  valoribus  inventis  erit  fumma  ieriei  = 

ZP'  + ZQ/  + ZR  1 + ZS  >+  &c. 

+ Conflante,  quae  reddat  fummam  = o , fi  ponatur  x— o , 
leu  quod  eodem  redit , quae  efficiat , ut  cuipiam  cafui  fatis- 
fiat. 

ipi.  Formula  haec,  quia  nullis  diflerentialibus  eft  im- 
plicata, in  plurimis  cafibus  facillime  adhibetur,  atque  etiam 
veram  fummam  faepenumero  exhibet.  Sic  fi  proponatur  haec 
feries : 

P "I"  4p*  + 9p'  + ify4  -f-  ....  +xxp* 
fiat  Z =p x 8c  z=  x * , erit  Y =/>'-•,  atque 

1 

, Hinc  fiet 


_J L_— & Y_- 

Z — Y p — 1 ’ * v — 


p,  _ P*'  . 

P — 1 ’ 

o«==-2£i£. 

ip-b'  ’ 


R‘  = 
S«== 


(p—i)'  * 
o : 


Z-Y  p-i, 
p - PXX~2PX+P 

p—i 
Q __  V*  -f  3/> 

^ (/>‘Oa 

R=  -2!L_ 

(/>-!)» 

& reliqui  evanefeunt  omnes 


unde  erit  fumma  — 


/g*  _ *f>*  + p V>  \ p__ 

\p-i  (p-i)‘T  (/>-i)V  (p-i)* 

2*  _L_  V 

yp- 1 


— ) 
-1;»' 


2P 

(p-l)> 

p+ 1 


V-J  (/>7  0*.  (/>■ 

quemadmodum  lam  ffipra  invenimus . 

192.  Simili  molo,  quo  ad  hanc  fummaa  exprefiionem 
pervenimus,  aliam  invenire  poterimus  exprefiionem,  fi  feries 
propolita  non  ex  duabus  aliis  fit  conipofita  : quae  illis  potif- 

fimurn 
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fimum  cafibus  in  ufum  vocari  poterit,  cum  in  praecedente 
expreflione  ad  denominatores  evanefcentcs  pervenitur.  Sit  igi- 
tur propofita  haec  leries : 

1 2 3 4 * 

j — a -f-  b + c -f-  d -f-  ....  -f  z 

quoniam  pofito  x — i Joco  x , fumma  ultimo  termino  trun- 
catur, erit: 

^ ^ ds  dds  d*  s d*s 

dx  2 dx%  bdx * 2^dx* 

- </r  dds  d*  s d*s  , 

ldx*  6dxi  24  dx* 

Quia  hic  ipfa  fumma  s non  occurrit , negligantur  differen- 

tialia  altiora , fictque  s=/zdx,  ponatur  J'zdx~P'  , cuius 

valor  abeat  in  P fi  pro  * fcribatur  x — 1 : fitque 

s =.  P 1 -f-  p , erit : 

dP ' ddP'  Jp  ddp  , 

15  — ~n  + &c-  + -r j—  + &c. 

dx  2 dx*  dx  2 dx1 


revera 


quia  eft  P = P 

>-dP 


dP « ddP • 

2 dx1 
ddp 


& c. 


erit  * — P*  -f  P = LL->  ™/L  + 8cc,  unde  fit 
c*  2rfaf* 

Si  porro  ponatur  /(»  — P'  + P)</*2=Q« f 
hi  eque  valor  abeat  in  Q pofito  x — 1 loco  x,  fit 
/(  c- — P 1 -f  P—  Q ' + Q ) dx  = R ' — Q • —f  ( Q ■ - Q ) dx 
porio  R'  * ~ R)  dx  = S * ; &c.  erit  fumma  quaefita: 

1 + Q.'  "f  R 1 + S '-f-  Sc c.  -f-  Con.  qua  uni  cafui  fatisfiat. 

l93-  Mutatis  aliquantum  litteris  illa  fummatio  huc  re- 
dit . Propofita  ferie  fummanda : 

1 2 3 4 % 

s = a + b+  c + d + ....  +z 

ponatur  pof:to  x — x loco  x 

fxdx  — P afceatque  P in  p 


P-f(P-p)dx  = Q 

Q— '/(Q,—  ?)</*  = r 


abeatque  Q 
abeatque  R 


m 

in 
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quibus  valoribus  inventis  erit  futnma  quaefita : 

" s = P + Q^-f-R-f-S-H  &c. 
haecque  expreffio  expedite  oflendit  fuininam , ft  formulae 
illae  integrales  exhiberi  queant.  Sit,  ut  ufum  eius  exemplo 
illuflre.rvjs , z — xx  + x , eritque 


P •=  ; * * +■  i xx  ; 

/>=TX>-i«  + i 

P — p — xx  ~ 

: & /■(p-p)j*=\xi  — ix 

Q — x xx  +-  1 x ; 

II 

* 

1 

H 

+ 

P 

1 

II 

H 

1 

1 & /YQ_  q)  dx  = [ xx  — i x 

R = 7 x ; 

r = i * — \ 

R— r = 7 ; /(R  — r)dx  = {x 

S = o , reliquiqae  valores  evanefcunt . Quare  fumma  quae- 
fita  erit : 


^ X J + 1 XX 

+ i XX  +-  i * r=  1 #1  -f-x.v  -f-  7»  = -J  * (*+•  i)  (*  + 2) 

+ ; x . 

Hocque  ergo  modo  omnium  ferierum , quarum  termini  gene- 
rales funt  funflioaes  rationales  integrae  ipiius  x,  fummae 
ope  integrationum  continuarum  inveniri  poliunt . Ex  quibus 
facile  perfpicitur , quam  amplum  occupet  campum  doilrina 
de  fummatione  ferierum,  neque  omnibus  methodis,  quae 
tum  habentur  tum  adhuc  excogitari  poliunt , capiendis  plura 
volumina  fulhcere. 

ip4-  Hailenus  fummas  ferierum  invefligavimus  a ter- 
mino primo  ufque  ad  eum  cuius  index  cfl  x , quibus  cogni- 
tis ponendo  x = 00  ipfius  feriei  in  infinitum  continuatae 
fumma  innotefeet . Saepenumero  autem  hoc  expeditius  prae- 
datur, fi  non  fumma  terminorum  a primo  ufque  ad  eum 
cum;  index  efl  x,  fed  fumma  omuium  terminorum  ab  illo, 
cuius  index  efl  x,  in  infinitum  ufque  quaeratur,  hocque 
cafu  imprimis  expreiTiones  ultimae  fiunt  traflabiliores . Sit 
igitur  propofita  feries  cuius  terminus  generalis  fcu  indici  x 
refpondens  fit  — x , fcquens  indici  x+i  rcfpondens  fit 
= z',  huneque  ultra  fequentes  fint  *’• , &c.  quaera- 

turque  fumma  huius  feriei  infiuitae : 

x > 
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*,  *-M  , x\.i , >43  , &c\  , „ . 

, = z -f-  zl  -f  *>>  -f-  *m  4*  8cc.  in  Infinitum . 

Haec  igitur  fumma  s erit  funftio  ipfius  x , in  qua  fi  pona- 
tur x-f-i  loco  x,  orietur  fummi  prior  termino  * trunca- 
ta . Cum  ergo  hac  mutatione  s abeat  in 
ds  . dds  , „ 

r+— + -7~:  + &c-  erit:: 
dx  2 dx* 

.ds  dds  ,d>s  d*  s d's 

*—*—*  6jxi  24  dx*  uodx* 

ds  , dds  d}s  d+s  du 

feu  o = s + -7-  + —7—  +•  77—  H j—  ^ -77  + &c. 

dx  -2 dx  * 6dx 5 24 dx*  i iodtf 

195.  Si  hunc  ut  ante  ratiocinium  inftituamus,  fiet 
neglefiis  differentialibus  fuperioribus , s = C — fzdx . Pona- 
tur ergo  fxdx  — P , fttque  revera  t = C — P" -{-/>,  erit 

dP  ddP  d’  P 
o = * — — — — — — &c. 


dx  ldx * 


£?./*  3 
d1  p 


dx  2 dx  * 6Ix 1 

Abeat  P in  P 1 , fi  loco  x ponatur  x + 1 , erirque 

.=.  + P-J>+jf  + ^ + g£  + ta. 

Hinc  negle£lis  differentialibus  artioribus  fiet:. 
p —f(P ' ~P)dx-P.  Statuatur  /"(P 1 - P)dx  - P = — Q.,, 
fitque  p — — Q_+  q ■,  erit: 

db  ddO  dq  , ddq 

p = z-f  P-P*--^ - &c.  + -^  + -f-  8cc. 

dx  ldx*  dx  zdx 

Abeat  Q in  Q_’ , fi  loco  x ponatur  * -f-  1 , eritque : 

. o=z+P  — P*  + Q,—  Q.1 dJq 


+ 


+ SCCm 


dx  ' idx1 

unde  fequitur  tj  — — Q ) dx  — Q-  Quamobrem  fi 

comrua  cuique  quantitati  mfixum  denotet  eius  valorem , quem 
induit  pofito  * + 1 loco  x , ponaturque 


Ggf 


fxdx 


4io 
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f*d*  = P 

p— /r  p*— py*  = q. 

Q-/(Q.'-Q.)^  = R 

R — /( R ' — R J </*  = S &c. 
erit  feriei  propofitae  z -f- z' + z“ -f- z 1,1  4“*,v  + &c.  fum- 
ma  = C — P — Q — R — S — &c.  ubi  conflans  C ita  de- 
bet definiri , ut  polito  *■  = 00  tota  funima  evanefcat . Quia 
autem  applicatio  huius  exprefltonis  integrationes  requirit, 
hoc  loco  eius  ufum  declarare  non  licet . 

1 96.  Ut  autem  formulas  integrales  evitemus,  flatua- 
mus  fummam  feriei  =/  j , exiftente  y fun&ione  ipfius  x 
quacunque  cognita,  cuius  valores  y'ry"i  &c.  qui  prodeunt 
ponendo  je  + 1 , a r-J-2,  &c.  loco  x , erunt  poti . Si  iam 
ponatur  x + 1 loco  x prodibit  fuperior  feries  termino  pri- 
mo mulilata , cuius  fumma  propterea  erit 
. , d s . dds  . d*  s . „ 


feu 


dx 
y di 

dx 


2 dx* 
ydds 


6dx 3 

y d 1 i 


unde  neeledlis  differentialibus  oritur  s— 

* y-y. 

— — = P , fitque  revera  s = — P + p , erit 

y'  dP  yddP  y'd  * P 


Statuatur 


dx 

ydp 

dx 


2 dx' 
yddp 


6dx 5 


■&c. 


+yJj±  + &c, 

~ 2 dx 1 6dx J 


= (y—y)p 


Weoqu!i4  +t^?+tiLt+5(c  =/(p'-p  )-(/-,>: 

^ dx  2 dx*  6dx  * 


Statuatur 


Q=-^~— fitque  p =Q-f*?;erit: 


y -y 

fd 


/(<x-<v+/(2+d£+**)  =-</-/>»• 

Sumatur  R=7  ^ fitque  q = — R + r. 

y —y 
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Hocque  modo  fi  ulterius  progrediamur.  Seriei  propofitae : 
z z’  -f-  * " -f  z ,I'  + jj*'  + &c. 
fumma  fequenti  modo  invenietur.  . 

Sumta  pro  lubitu  lunflione  ipfius  x , quae  fit  —y , ftatuatur  : 
y' — y 

0.  = zll  = + ap 

y—y  , A r 

R = 62.CS>  = + AQ. 

y—y  ^y 

S = + AR 

y—y  Ay  &c. 

Hincque  erit  fumma  quaefita: 

= C — Py  + Qy  — Ry  + Sr  — &c. 

Sumta  pro  C eiufmodi  conflante , ut  polito  x = z-o  fumma 
evanclcat . 

197.  Sumatur  / = <**,  ob  y'  = , erit: 

y' — y = a*(j — 1),  unde  fiet : 

p =3  ~ • p'  — 

ax  (n~  1)  r a*-t -'(a—i) 

a(  P' — P)  z — az  z'  — az 

a — I a‘ (a-  i)  ’ ’ «*-+'(«  — t)* 

a(Q — Q)  _ z'  —Zaz'  aaz 

a — I ar  x)* 

<j(R' — R)  z" — yz  -f  ia1  z — a’% 

a — I (a — 1)  + &c. 

Quocirca  fumma  feriei  propofitae  erit : 

//  , ‘ / , 1 >//  «.  . / * 

; — az  z ±iaz-axz  z -^az  \.^axz -a' 

(*  — 0’  . (*  — 04  .. 

Haec  vero  eadem  fummae  exprefiio  iam  fupra  eft  inventa 
Capite  primo . Hinc  autem  aliis  pro  y valoribus  accipien- 
dis infinitae  aliae  exprefliones  erui  poteruut ; unde  ea,  quae 
cuique  cafui  maxime  fit  accommodata , eligi  poteft . 
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CAPUT  VIIL 

DE  USU  CALCULI  DJF  FERENT  JALIS 
IN  FORMANDIS  SERIEBUS. 

i 9 8* 

u num  ad liuc  calculi  difTerentialis  iifum  in  do&rina  ferle- 
rum  commemorabimus , qui  in  ipfa  formatione  ferierum  con- 
fidit, & ad  quem  iam  fupra  provocavimus,  cum  quaedio 
effet  de  fruitione,  cuius  denominator  fit  potcdjs  quaecunque 
funilionis  cuiufpiam , in  feriem  evolvenda . Ida  methodus 
autem  fimilis  eft  ei , qua  iam  aliquoties  fumus  ufi  , duin 
funftio  in  feriem  convertenda  aequalis  fingitur  cuipiam  fe- 
riei,  in  lingulis  terminis  cocfficicntcs  indeterminatos  haben- 
ti , qui  deinceps  aequalitate  conditura  determinentur.  Haec 
autem  determinatio  faepenumero  mirifice  adiuvatur  , fi  an- 
tequam ea  fulcipiatur  ad  differentialia  cum  prima,  tum  non- 
nunquam  quoque  ad  fecunda  aequatio  perducatur . Quae  me- 
thodus cum  in  calculo  integrali  ampliflimi  fit  ufus,  eam  hic 
diligentius  exponemus. 

199.  Primum  igitur  breviter  repetamus,  quae  fupra 
de  evolutione  fraitionum  in  feries  -fine  calculi  difTerentialis 
fubfidio  attulimus.  Sit  fraflio  quaecunque  propofita : 

A + Bx  + Cx » + Par } + &c.  _ 

a-j-Gx-hyx’  -f-  -p£*4-t-3cc. 

quam  in  feriem  fecundum  potefiates  ipfius  x procedentem 
converti  oporteat.  Fingatur  pro  s feries  indeterminata: 

+ ©»+£**+©*»  + e*4+$*s  + @*‘  + &c. 

Cum  igitur  fraftione  per  multiplicationem  fublata  fit  .• 
A-|-Bx-j-C**-f  D*’  + Ex4  +Fx5  + «*<  Ac. 

= j(a  + 6x’t-?x1  -f-#*3  + £*4  + £*’  + ;;**  &c.) 

fi  pro  s feries  fiila  fubfiituatur  prodibit  fequens  aequatio : 

A 
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A + Bx  -f  Cx:  + D *’ -f  Ex<  4- Fx;4~  &c.  = 

91«  4-  j,«»4  C«xl4"  J)ax3  + gax44-3**s  "F  &c* 

4-2f?  49«  4(5f  4S«  46«  4-&c. 

+ 21?  4-  33?  +0  4-!?>  +&c. 

+ 21®  + 23$  + GJ'  + &c. 

4-21«  4-23«  4-&c- 

4-  212  + &c. 

Aequalitate  ergo  inter  Angulos  terminos,  qui  eafdem  ipfius 
x poteftates  continent , conii  ituta  fiet : 

91*  — A = o 
23*  4-  2(tf  — B = o 

e*  4- 232  + 2i?  — c =0 

©*+  5«  4-  23?  4-  91$  — D = o 

e*  4-  4-  e?  + 23(5  + 2U  — E = O &c. 

ex  quibus  aequationibus  coeffkientes  fifti  2( , 35,  (t,  2)  j & c. 
determinantur , ficque  feries  infinita  invenitur : 

9l4-23*4-G*14-2>*34- 6*4  4- 3cc. 

FraJlioni  propofitae  s aequalis.  Atque  in  hac  forma  fi  tam 
numerator  quam  denominator  fraftionis  s finito  terminorum 
•numero  confient,  omnes  feries  recurrentes  comprehenduntur, 
de  quibus  iam  fupra  fufius  cfi  tra flatum . 

200.  Quodfi  autem  vel  numeraterr  vel  denominator  vel 
uterque  ad  dignitatem  quamcunque  fuerit  elevatus,  tum  hoc 
modo  feries  difficulter  obtinetur ; propterea  quod  negotium , 
nifi  funftio  elevata  fit  binomium , perquam  fit  laboriofum . 
Calculo  autem  diflercntiali  ille  labor  evitari  poteft . Adiit 
primum  folus  numerator,  fitque: 

r = (A4-B*4‘Cxx)", 

unde  quaeratur  feries  fecundum  poteftates  ipfius  x procedens 
huic  trinomii  dignitati  aequalis ; quam  quidetn  finitam  fore 
confiat,  fi  exponens  n fuerit  numerus  integer  affirmativus. 
Fingatur  iterum  pro  t feries  indefinita : 

*=  21 4- 23*  4- (f*1 4 ®x,4-<r*44-Sx,4-©x‘‘  4-&c. 
cuius  terminum  primum  21  confiat  efle  =A" : fi  enim  pona- 
tur 
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tur  x—o,  ex  priori  forma  propofita  fit  s =s  A"  , ex  ferie  au- 
tem ficla  s — 21.  Haec  auteni  primi  termini  determinatio  ex 
ipfii  rei  natura  eft  petenda,  fi  ad  d i fierent  iaiia  defcendere  velimus, 
quia  hinc  primus  terminus  non  determinatur,  uti  mox  patebit. 

20X.  Cum  fit  x:=(A  + Bx  4-  C*1  )"  , erit  loga- 
rithmis  fumeudis  Is  = nl  ( A -f-  B*  -f-  C** ) , hincque  fum- 

■ i n-  • . . l-  tis  »B<^x  +-  2 nCxdx 

tis  duierentiahbus  habebitur : — = - . ■ ■ r-re , leu 

s A -J-  B * + Cx* 

(A-f-  Bx-fCx*)^  = »j(BfiC*). 
dx 


ds 


Ex  ferie  autem  fiila  eft: 


— =33  + 2£x  + 3S)x,+4S**  + 53:x4  + 8cc> 

fi  igitur  haec  feries  loco  ^ & pro  s ipfa  feries  fitta  fufc* 

dx 

fiituatur , prodibit  fequens  aequatio : 

At^-f-  2ACfx-f-  3A £x*  +4AC.V 5 + 

+ + 2B5  +3C35  +4BG  + &c. 

±_  05  + aCg  -f-  3CS)  -f&c.  = 


»B2(4-»B$4-  „B($  +»B2)  + »Bg  +&c. 

+ 2»Cjl  + 2«C^  + 2xCg  + 2«QJ)  ■+■  &c. 
Aequalitate  ergo  hic  inter  terminos  eiufdem  ipfius  x potella- 
tis  conftituta  erit : 

»B2( 


93  = 


e = 


© = 


e — 


_ (»  — i)B33-|-  axe?! 


2 A 

(»  — 2)Bg  4-(2» — 1)  C33 

3 A 

(n  — 3)  B3)-K2»  — 2)Cg 

4 A 

(w  — 4)Be-j-(2x— 3)  Cg) 
5 A 


& c. 
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Cum  igitur  ut  ante  vidimus  fit  91= A" , erit  ' B, 

hincque  reliqui  coefficientes  omnes  fucceflive  determinabuntur. 
Lex  autem  , quam  ipfi  fequuntur  facillime  ex  his  formulis 
patet , quae  vehementer  oblcura  manfiflet , fi  trinomium  aftu 
elevare  voluiflemus . 

302.  Haec  eadem  methodus  fuccedit  , fi  polynomium 
quodcunque  ad  quampiam  dignitatem  elevari  debeat . Sit 
s — ( A + Bar  + Car 1 + Dx 3 -f-  Ex4  -f~  &c. ) * fingaturque : 

1 = 9i  + 5&ar  4“  6* 1 + SJar  * ~h  (Zx4  + &c. 
erit  91  = A",  qui  valor  colligitur,  fi  ponatur  x = o.  Sumtis 
iain  ut  ante  logarithmis,  eorumque  differentialibus  reperietur: 
ds nBdx  + znCxdx  -f-  3«D* 1 dx  + 4»Ex 5 dx  4"  &c. 

7 “ A + Ba, • + C*  * + D*  J -f-  E*4  -f-  &c. 

d s 

feu  (A-fBx  + Q^  + Dxs  + E^  + Scc.)  — = 
v a x 

s ( »B  + 2nCx  4*  3«D* 1 4*  4«Ex  * + &c. ) . Cum  igitur  fit : 

(i  x 


Erit  his  feriebus  pro  s & 


d s 
Tx 


fubfiitutis : 


A2J  + aAgx  + 3A©*1  + 4AQX3  + ^Afix*  + &c. 

+ BiB+iBC  +3B2)  + 4B6  +&c. 

+ C»  +2C«  +3C©  +&c. 

+ D©  +2  De  +&  c. 

+ E%  4-  &c.  = 

»B9t  4-  4-  4-  »B2)  4-  wBg  4-&C. 

4-2»C9(  +2»C23  4"2xC(£  4'2xCS)  4"  &C. 

4-3»D9l  4"3«DS  4"3r.’D£  4"  Scc. 
4"4»E9(  4"4«E^  4*  &c. 

4*5«r2i  + &c. 

Unde  derivantur  fequentes  determinationes: 

A©  = r>  B91 
zA<£  = (»- 1)  B93  4*  2«C9l 
3 A®  = \n~i)  Bg  4-  (2»-i)  CS  4-  3’,d=U 
4AQ?  =.(»- 3)  B2>  + (i»-2)  CC  + (3,,_I)  4-  4”ESl 


o — Coogle 
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5A3  = («-4)  Bg  +(2«-3)C©1(3«-2)  DC+  (4»“i)E2H5»nC 

&c. 

unde  quemadmodum  coefficientes  fifli  ?l , SB  , g , S>  , & c. 
a fe  invicem  pcndeant  , hincque  determinentur  r cum  fit 
31  = A’ , luculentilfime  apparet . 

203.  Quoniam , (i  quantitas  A-|-Bx.{-C*>.{.Dx5.f.  &c.ex  finito 
terminorum  numero  conllat , numerufque  n fuerit  integer  af- 
firmativus, quaecunquc  poteftas  finito  etiam  terminorum  nu- 
mero  comlare  debet:  manifefhtm  eft  hoc  cafu,  formulas  mo- 
do inventas  tandem  evanefcere  debere , atque  cum  omnes  ter- 
mini adelfe  debeant , ut  primum  unus  evanuerit , flmul  om- 
nes fequentes  evanefcere  debere.  Ponamus  formulam  propofi- 
tam  A + Bx  + C* 1 efTe  trinomium  , eiufque  cubum  quaeri  y 
ut  fi  t n — 3 , erit 

3(  = A*  ideoque  ; 3(  — A» 

A$  = 3B3I  ; SS=3A*B 

aA  ii  = 2BS  + <5C? 1 ; <f  = 3 AB*  -f  3A’C 

3AT)=  xB(T  -f5C$  ; S)  — + rfABC 

4AG  — o + 4C$  ; g = 3B'C  + 3 AC* 

SA3f  =-  Bg  -f-  3C2>  ; 5 = 3BC* 

<SA0=-2b;?  +aCg  ; © = C» 

7A£>— - 3B0  -j-  iCJ  ; £1  = 0 
8AJ=-  4Bi>  + o ; 3 = 0. 

Quoniam  igitur  iam  bini  funt  = 0,  fequentiumque  quilibet 
a duobus  praecedentibus  pendet , patet  omnes  fequentes  pari- 
ter evanefcere  debere . Hancque  ob  caulatn  lex , qua  hi  coef- 
ficientes  a fe  invicem  peuderc  funt  iuventi , eo  magis  efl  no- 
tatu digna. 

204.  Si  n fuerit  numerus  negativus,  ita  ut  t aequale 
fiat  frailioni,  feries  in  infinitum  excurret.  Sit  igitur 


(«  + Sx  +•  ^.Y  1 -f-  dx  3 -f-  ix  4 + &C.)  * 
fingatur  pro  eius  valore  haec  feries: 

s — 31  -f  + g* 1 + 2>* 1 + g*  4 + 3* 5 + &c. 

At- 
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Atque  fi  in  fuperioribus  formulis  pro  litteris  A , B , C , D , 
&c.  ponantur  a , (> , y , 8 , & c.  limulque  fiat  » negativum  , 
fequentes  determinationes  coeificientium  21 ,,  23  > C > 2) , &c. 
prodibunt  : . 


«8  4«J3l  = 0 - • - 

4- (»4. 1 -f- 2 » > = o 

3*3)4('42)u’ff  -f-(2»+0?£-f-3»83l  = o 
4*e  + (»i-3^2)  + (a»)-2^C  + (3»-j-i)8S4-4,;£3J  ==  o 
5*3  + ("+4i 6 <£  4 (i'4  3)?2>  +(3*+2)4S+(4»+i>S+5»c3(=o 

Scc, 

Quae  formulae  eandem  continent  legem  horum  coeificientium 
numerorum  , quam  iam  fupra  obfervavimus  in  Introduftione ; 
cuiufque  adeo  veritatem  nunc  demum  rigide  demonflrare  licuit. 

205.  Haec  ita  fe  habent , ft  numerator  fractionis  fue- 
rit unitas,  vel  etiam  quaepiam  ipfius  x poteftas,  puta  xm  ; 
pofteriori  enim  cafu  tantum  oportebit  feriem  priori  inventam 
21  4 33*  4 ff*,4©*1  4 &c.  multiplicare  per  at".  At  fi 
numerator  confiet  ex  duobus  pluribufve  terminis , tum  fupra 
quidem  legem  progrefiionis  non  obfervavimus  , quamobrcm 
eam  hic  per  differentiationem  inveftigemus . Sit  igitur  : 

A 4B*  4-C» » 4 D* » + &c. 

( « 4 f*  4 ?* * 4 8*  * 4 £* 4 4 &c. ) * 

fingaturque  pro  valore  huius  fraflionis  fequens  feries  r 

s = 21 4 23*  4 6*  * 4 2)* 5 4 6* 4 4 3*  * + &c. 

cuius  primus  terminus  21  ut  definiatur  , ponatur  x = o , 
eritque  ex  priori  expreflione  s =r  — , ex  fifla  vero  r = 21 , 

unde  neceffe  eft  , ut  fit  21  = — • Quo  termino  determinato 

reliqui  per  differentiationem  innotefcent . 

206.  Sumtis  logarithmis  erit; 

Hhh 


Is 


4i8 


caput  vili. 

Is  = /(A  +B*  + C**  + D*  * + &(:.) 
— nl(a  4-<T*4-?*1  + 8*s  + **4  + &c0 
hincque  differentiando  orietur : 

ds  Bdx  + iCxdx  + 3D* 1 dx  + &c. 

1 A4-B*  + C*!  + D*>  + &t 

nSdx  — inyxdx  — ^n^xzdx  — Scc. 

” a + Sx  + 7*  1 'h  5 + &c.  ~ 
fublatifque  per  multiplicationem  fraflionibus  erit 
/A«  + Ate +A**,  + A8*3  + &c.\ 
l +B«  +BS  + B?  +&c.J  ii 

+ C«  +C<T  +&c.\  dx 
4“  D * -f- 

/B*+  Bff*+  B8*»-f-  B£at‘+5cc.9 

V +2C*  + iC  S +2C?  +1C8  +&c.c 

» . 1 rx  i<  « tx  I 0_  _ • 

+ 3d* 


+jQ 
+3D  s 
+4E* 


+3D?  + &c-x 
+4E^  + &c .i 
+ 5F*  +&C.3 
/AS  + iA^at  + 3A8**  + 4Asx3+  5A£a?«  + &c.x 
— ( 4-  B £ + aB?  + 3 Bs  + 4Be  + &c> 

+ CS  +2C>  + 3C8  +&C.J 

4-  Dtf  + 2D  j-  + &c. 

4-  E*  -f"  &c. 

, 

Cum  nunc  fu  — ' ==  & + 2<J*  + 3 $**  + 4&*3  + &c 
dx 

erit  faRis  fubflitutionibus : 

A*9\  + «ASM  — B«3l = ® 

2A*e  + (n+  i)Atf»  + »*A?aH-(»'-i)  B#*  — 2&*=so 
3A*2>  + («»  4 2)  A + (a»f i)A>®+ ; 3”  A851 

B*g+  »B^+(2»— r)B;3l\  _ 

_ C«5B+  (n — 2)  C^3l  | 

-**■  3 D«3l 

4A«C+(»43)AfflH-(2”+*)A>  e+(3'41)A8«&4-  4«  A^( 

+ 2 B*S>+  (”  + 0BS  5+  2 n Bj  S+(3,,"i)R83lx 
o C«e+(»-i)C?33+(2»-2)C?$l}. 
— ' 2D*5B  + (»-3)D?2l> 

— 4 E*2l 
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Hinc  lex ; qua  illae  formulae  progrediuntur , facile  perfpici- 
tur : prima  enim  cuiufque  aequationis  linea  eandem  fequitur 
legem,  quam  §.  204.  habuimus.  Tum  vero  coifficientes  fecun- 
darum linearum  oriuntur  , fi  a coelficientibus  fuperioribus 
fubtrahatur  w + r , fimilique  modo  ex  linea  fecunda  formatur 
linea  tertia  & fequentes,  a coelficientibus  fuperioribus  conti- 
nuo fubtrahendo  n -f- 1 ; ipfae  autem  litterae  quemvis  termi- 
num componentes  per  folam  infpeflionem  facillime  formantur. 

207.  Sin  autem  quoque  numerator  fra&ionis  fuerit 
quaepiam  potellas : fci  licet 

(A  + B* -f- C*  * -f  D*>  4-&c.)w 

(*  + Sx  -f-  1 +■  8* 3 -f-  ex 4 + & c.  ) " 

fingaturque  s = -f-  23*  + (J*  * + 2)* 3 + g*  4 -f-  &c. 

A m 

erit  21  = — - ; reliqui  vero  coefficientes  ex  fequentibus  for- 
mulis determinabuntur : 

A«23  + »Af3n 

— mB*3U  ° 

2A«5  + f»+i)A?33-f  zn  A>2(> 

— (m  - 1)  B*23  -f  ( n-m ) B£2lf  = ® 

— 2 m C«2lS 

3A*2)  + («+2)A^  + (2»+i)A2»-f-  3»  AM(Y 

— ( m-z ) B*(£  -f  («-mq.  1 )B<?23  ■+■  (zn-m)B?W  f 

— (2W-1)  C*23  -f-  (»— 

D«9lJ 

:)A823+  4" 
)B7^4-(3»-w 

)C^B+f  27J-2OT 

— 4 m Ea'11-T, 

Lex,  qua  illae  formulae  ulterius  continuantur,  ex  infpeflioue 
facilius  apparet,  quam  verbis  delcribi  queat.  Defcendendo  au- 
tem ccfefticientes  diminuuntur  differentia  n -f-  m ; horizontali- 
ter  autem  progrediendo  augentur  continuo  differentia  n — 1 , 

Hhh  2 208. 


4AaC  + (»-p3)AtfJ)+(2»42)A;>g4-(  3 n 4.  1 
• — (w-3)B«3)-f-(n-wq.2)B^C-|-(2»-mJ.i 

— (2  m -2jc«6+(n-2»J4 1 
— (3>w-i 
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208.  Hoc  igitur  modo  doflrina  de  feriebus  recurrenti- 
bus amplificatur , dum  iltum  defeflum  fupplevimus , atque  le- 
gem coeHicientium  definivimus,  Ii  non  folum  denominator  fra- 
ftionis  fuerit  potefias  quaecunque , fed  etiam  numerator  ex 
quotlibet  terminis  confiet , ad  quam  legem  detegendam  fola 
indu&io  non  fufiiciebat.  Praeter  plurimos  autem  ufus  ferie- 
rum  recurrentium,  quos  iam  expoluimus,  maximam  quoque 
afferunt  utilitatem  ad  fummas  quarumvis  ferierum  proxime 
inveniendas:  cuius  fpecimen  iam  in  Capite  piimo  huiu>  fe- 

ftionis  exhibuimus , dum  feriem  fubfiitutione  x = — - — 

1 4 »/ 

in  aliam  tran (mutavi mus , quae  (aepenumero  terminorum  nj- 
rnero  finito  confiet.  Eaque  methodus  ulterius  extendi  potuif- 
fet,  fi  pro  x aliae  fun&iones  fubfiitutae  fuiflent.  Quoniam 
vero  tum  lex  progreflionis  ferierum , quae  loco  potelLtum 
ipfius  x poni  deberent , non  fatis  luculenter  confiabat  , in 
hunc  locum  iftam  amplificationem  refervare  vifum  efi ; cum 
memorata  lex  iam  penitus  effet  detefla.  Interim  tamen  re 
diligentius  perpenfa  comperimus  idem  negotium  fine  hac  pro- 
grefiionis  lege  expediri  poffe , in  fubfidium  tantum  vocan- 
do methodum , qua  hic  ad  hanc  iplam  legem  invefiigandam 
fumus  ufi. 

209.  Sit  igitur  propofita  feries  quaecunque 

s = A 4*  Bx  +-  Cx*  ■+■  Dx3  +■  Ex*  + Fx s + &c. 
quam  in  ailiam  transformari  oporteat,  cuius  termini  finguli 

• fint  frafliones,  quarum  denominatores  lecundum  potelutes 

formulae  huiufmodi  « + 4-  ?*  * 4*  i* J + &c.  procedant. 

Quo  igitur  a fimplicioribus  incipiamus , ponamus  elle : 

• e=  4-  4-  gx*  4.  J.  & 

« 4-  s x («  4-  Sx ) * (<*  4 fx)  1 (*  4 4* > 4 

aequalitate  illius  feriei  cum  hac  expreffione  eonilituta,  multi- 
plicetur ubique  per  «4* 4*  > hetque  : 

Aa4'B*jf+G*x:4- D**’ + &c. fx’ 

’ - + A*  4-Bff  4-GS  4-  &c.~3l  + ,4-^  + + &c' 

lia  tua- 
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flatuatur  5(  = A* ; fiatque  : 

A6  + Ba  = A* 

BS  + Ca  = B« 

CS  + Da  = C' 

D&  + Ea  = D1  , &c. 

erit  divifione  per  * infliruta: 

..  „ S f* 

A'i.  B'  * 4.  C'  xa4-  D'  * » 4.  &c.  = ■ — — 4.  — — - 4- ; — — — 4-  &c. 

Multiplicetur  denuo  per  * + t*  , pofitoque 

A^  + e^sA" 

B'f  4-C'cssB" 

C'  S + D‘  a =..C  " 8cc.  fiet 

&X  * 

A'  * i A"  * 4-  B' 1 **  4.  C"  4.  &c.  =:  S 4- r -f"  — r + &c. 

Sit  igitur  23  = A' a ; atque  operationem  ut  ante  inftituen- 
do,  fi  fiat: 


A"<?  + B'««  = A'" 
B "S  + Cl‘a  = B ■" 
C"S  + D”a  = C'" 

&C. 


A"' 6 -f-B,Ma  = A,T 
B"'S  4-  C'"«=  B,T 
= C,T 

&c. 


erit 


5 = A"  a;  ©zrA  '"a;  g = A,va;  &c. 


unde  fumma  feriei  propofitae  hoc  modo  exprimetur , ut  fit : 


A* 


A'"  <**’ 


+ &c. 


a 4.  Sx  («4.^»)*  (a±Sx)* 

t x 

Quae  eadem  feries  orta  fiiiflet  ex  fubftitutione  — , — • t 

«-M» 


feu 


•r 


I — Sy 

210.  Haec  transformatio  optimo  cum  fucceflu  adhibe- 
tur, fi  feries  propofita  A + B*  +■  C**  + &c.  ita  fiierit  com- 
■ parata,  ut  tandem  confundatur  cum  ferie  recurrente  leu  po- 
• P 

tius  geometrica  ex  fra&ionc  — — - orta.  Tum  enim  valores 

' « + **  A\ 
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A 1 B 1 , C 1 , D 1 , &c.  tandem  evanefcent ; hincque  inulto 
magis  litterae  A",  A'»1,  A1',  8cc.  conflituent  feriem  maxi- 
me°convergentem . Poterimus  autem  limili  modo  denomma- 
tores  trinomiales  & polynomiales  quofcunque  adhibere , qui 
ufum  habebunt  eximium , fi  feries  propofita  tandem  cum  re- 
currente confundatur.  Propofita  ergo  ferie : 

r = A + B*-|-C*s  + D*>  + E*'*+F*‘  + &c. 

■ — . 9 I fW  I ..  I 


flafuatur  s = 


4 


1 A? 1 4-  * 


* + Sx  + >X'  (*+  6x  + ?Xx)% 

+ . 3(  "■  + 93  x7 

r 


-H&c. 


9t  = Aa 
2}  = A6  + Ba 


' (t  + Sx  + jx*)'  " {*  + Sx  + ?x')* 

Multiplicetur  ubique  per  + pofitoque 

, , A > + B£  + Ca  = A 1 
B>+C6+-Da  = B'  Sc 
* C*  + Dg4-Ea  = C‘ 

Sic. 

orietur  aequatio  priori  fiiriilis , divifione  per  xx  inftituta . 

A*  -J-B,*-f*C,**  + D 1 * ’ + E ' x 4 + &c.  = 

«C  * -HB  1 * + , ‘H,ll*44-33,"*s 

a 4.  Sx  +yxx  (a  q.  Sx  ^ xx)  * (a- \&  * -I-  ? **) 1 

Si  igitur  iit  ante  operatio  inflituatur  faciendo 
A^d-B^-f-C^setA**  qti  ^A'11 
B1^  + C'  5 D1*  — B 11 

C^  + D**  4-E’«  = C" 

Scc. 

• „ A">  + B<'<?4-C"«  = A'" 

B"  ^ C"S  + D,,«=B,m 
C“  * -f  D"<?  + E■,a=C,,, 


Scc. 


=3i=A‘G  + B'ci 

porro  que: 

51 «'  = A"a 

» s=  A "S  4 Bnct 


&c. 

. fique  ulterius  valores  fimiles  invefligando  erit : s~ 

A4(Af  + B«>  [A'«4.(A»tf+B««)*>»  rA,,4.(A,,4B"*)«,3»4 

•■pfxj.?  XX  X±?Xx)x  ^ (*  + + ?**)  * . 

2 1 1.  Si  ponatnr  x = i , qua  pofitione  amplitudini  ni- 
hil decedit,  cum  «,  6,  y pro  lubitu-  accipi  poflint,  fueritque 
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j = A + B + C + D + E + F + Gf&c. 
Computentur  fucceflive  fequentes  valores  : 

+ BJ  + C«  = A'  I A V + B'6’  + C'«  = A" 

B>  + CS  + D*  = B'  BV  + C's  + D'«  = B"  ficque 
Cp-  -j-  D£  -f*  E<* = C'  j C'/  4*  D'61  + E 'a.  = C"  porro 
&c.  | • . & c. 

infuper  vero  brevitatis  ergo  ponatur  : * + S -f-  y e=s  m obti- 
nebitur fumrna  feriei  propofitae  hoc  modo  exprefla 

(*  + 6 ) (—  + — 4 — rH - 4-  &c. ) 

' m m*  • m 1 m*  ' 


+.  *+,.£'+ B</ 
{ ' >n  »2*  nii 


■ + &C.) 

»1*  ' 

212.  Eodem  .modo  denominatores  ex  pluribus  terminis 
conflantes  accipi  poliunt;  & quoniam  operatio  ex  praeceden- 
tibus facile  perfpicitur,  hic  tantum  cafum  pro  quadrinomio 
evolvamus : Sit  ergo 

irA  + B-fC  + D + E + F + Gf &c.  > 
Quaerantur  valores  fequentes  4 

i AS  4*  B?  -f-  C?  -f-  Da  zz:  A 

B5  + C?  + D*  + E*  = B'  . 

• CS  + D,  + E«f  + F*  = C 

r - ■ i &C. 

A'S  + BV  + Cg  + D'«  =r  A"- 

' B'8  + cv  + jys  + E'«  = B" 

C'8  -f-  DV  4-  E'S  4-  F'«  =s  C" 

: '•  I • flcc.  : t : •.  ‘ii 

A"s  4-  B'V  4-  C"s  4-  D"a  = A'"  ;.r 

r i ; B"8  4-  C'V4-  D"f  4-  E "»=.#"  - ' = - 
C"S  4-  D'V  4-  E'V  4-  ==:  C'" 

&C.  ■ 

Tum  vero  fit  « 4 5 4 p 4 * ” ^ I eritque 

\ m nr  m 3 ot*  . , 

~ , / B B'  B"  B'"  ' \ (C  C C"  C'"  „ \ 

.=(.r<)^-+-t-+-+s=cjr4-+-+-+-+«cc.) 
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unde  fimul  progreffio  , fi  adhuc  plures  partes  denominatori  m 
tribuantur  , clariflime  perfpicitur . 

ii 3.  Neque  vero  abfoiute  opus  eft  , uc  denominatores 
fraftionum , ad  quas  fummam  feriei  reducimus , fint  poteita- 
tes  ciufdetn  formulae  a + Gx  + J**  4 & c.  fed  haec  jpfa  in 
fingulis  terminis  variari  poteft . Quo  hoc  clarius  pateat , fii- 
mamus  primo  tantum  duos  terminos,  lingaturque  ieries 
r = A-fB.*  + Cx,*-f*  Dx  * 4 Ex  * 4 Far 5 + &c. 
in  hanc  ferietn  fra&ionum  converti : 

9l_  «£ 9lV 

* 4 SX,-  (*\.6x){a.'\.S’x)  («4?*)  (a'±S'x)  {*'+T'x) 

Multiplicetur  primum  utrinque  per  «4^#>  ponaturque 
AS  + B*  = A'  • ). 

B*  4 O = B'  & 91  = Aa 

CS  4 Dx  = C' 


A'4  B'*4  CV  4 D'x’  4 &c.  = -7——  -f 


&c.  fietque  per  x divifo 

91'  . 91"* 


4&c. 


«V*  («V'*)(*V'V) 

Deinde  fimili  modo  multiplicando  per  *'  4 S'x ; tumque  per 
*"  45"*,  Sc  ita  porro,  fi  (latuatur  : 


AV4-BV=a" 
BV  + CV=  B" 
CV  + DV  = C" 

&c. 


A "T"+  B "a  = A 

m pili  , w r»//,/ 


AT'4BV=A 

B"  s"  4 C"a"  = B'"  1 B "'S'"  +-  C"V"  = B' 
Q "S"  4-  D V'  — C'"  I C"'  f'  4 D"V"  — C' 
Sc  c.  I &c. 


fiet  91'  = A' a';  9l"=A"a";  9l'"=A,"a"';  &c. 
atque  hinc  feries  propofita  convertetur  in  hanc  : 

Ao_ A^£* . j. A "«Txx 

(«  4 sx)  («'4^’*)  (*4^*)  («'f-  s‘x)(*"\.  $"x) 

ubi  valores  « , S , a , S'  , «"  , s"  , a'"-,  tf"'  &c.  funt 
arbitrarii , quovis  autem  cafu  ita  accipi  poflunt , ut  ifia  nova 
feries  maxime  convergat . 

214.  Applicemus  hoc  quoque  ad  faftores  trinomiales , 
fitque  propofita  ferie  quacunque  : 


CAPUT  Vlll. 


j = A + B + C-f  D4-E  + F + G+&C. 


+ B'o' 
4-  CV 
+ D'o' 
&c. 

'»  _L  n '/'«//' 


AV 

b>; 

cy 


C/  * 

a 


+ 

+ 

4-  E'« 


dV 
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= A" 
= B" 
s = C 


A"'/"  -f  + C' 


'"V"'  4- 


D' 


B"V"  + C 
C"V"  + D'V"  4-  E 

& c. 


///  ///  — _ ^//// 
= B" 


= C 


,//// 


A^  4 4”  G « — • A 

B^  4-  4-  D * = B' 

4-  DJ  4-  E « = C' 

& c. 

A'V'i  BT'x  C"a"=A'" 

B">  "x  C'V'  4.  D"a"=  B'" 

C j 4 Do  E a = C 
&c. 

Deinde  flatuum  r brevitatis  gratia:- 
* 4*  s 4-7  =3  m 
«'4 ~ 4-  ?'  = 

«"  4 <"  4-  /'=  mH 

4 -/"=»»"'  &C. 

eritque  feriei  propofitae  fumma: 

_«(A+B)  , *\A'+B')  , »"(A"+B")  , *'"(A",4B"') 
j = h r—  4- 7-5-  4 4-  «c. 


m 
GA 

+ — 4- 

nt 


ra»l 

S'  A' 


>ww »/* 

s"A" 


215. 


4"  &c. 

mw  mmm 

Quoniam  haec  tam  late  patent , ut  ufus  minus 


m»)  w m 

e"' A'" 

T n t*t 
mmm  m 


clare  percipi  poiiit  , reftringamus  transformationem  §.  213. 
traditam,  iitque  x = — 1,  ut  habeatur  haec  feries: 

:A  — B4-C-  D+E  — F4-G  — ftatuaturque  : 


- A = A'  I B'  - 2 A'  = A"  | B"  - 3 A"  =:  A'"  I B"'  - 4 A'"  = A 
- - B =2  B'  * C'  - 2 B'  = B'  C"  - 3 B"  = B'"  I C'"-  4 B'"=  B 
D - C = C 1 D'  - 2 C'  =C"  D"-  3 C"=  C"  1 D"'  -4C'"  = C' 
E - D = D' ' ET  - 2 D'  = D"  j E"-  3 D"=  D'"  i E"'  -4D'"  = D 


&c. 


& c. 


r y///t 

B 

jttr 

//// 


&c. 


I 


Quibus  valorihus  inventis , erit  fumma  feriei  propofitae  ae- 
qualis fequenti  feriei: 

A A'  , A'1  A'"  . A"" 

j — f 4* Jcc. 

2 2.3  2.3.4  2. 3.4.5  2. 3.4.5. tf 

Simili  igitur  modo  feries  quaecunque  propofita  iu  innumera- 

I i i biles 
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biles  alias  fibi  aequales  tranfmutari  potcR , inter  quas  fine 
tlubio  feries  maxime  convergentes  reperientur , quarum  ope 
fumma  propofita  vero  proxime  indagari  queat. 

2id.  Revertamur  autem  ad  inventionem  ferierum,  qua- 
rum progreiTionis  legem  calculus  ditferentialis  declarat.  Cum 
igitur  hoc  in  quantitatibus  algebraicis  iam  fit  praeflitum , 
progrediamur  ad  tran frendentes,  quaeraturque  feries  huic  loga- 
rithmo  aequalis: 

i = / ( i + “#  +■  £**  +■  'yx } 4-  Sx  4 -(-  is  s -|-  &c.  ) 
fngatur  quaelito  fatisfacere  haec  finies: 

i = 2U  + 23>* ! 4'  2* ! 4"  S* 4 4“  2* ? 4^  5*  * 4"  Scc. 

Cum  igitur  ex  illius  aequationis  diflerentiatione  fequatur 

d j « 4"  -S*  4"  3?* 1 4*  4&*  ’ -h  ^cx*  4"  Scc. 

— = — ; ; — erit: 

dx  i 4-  «*  + Sx  * + ?* 1 + i1* 4 ix  * + &c. 

(14**4  Sx  * \.yx 5 J.8*  4 4 Scc.)--  = «42^x43?* 1 445X » 4 Scc. 

d X 

Quia  vero  ex  hila  aequatione  eft: 

— = 21  4-  2 2>*  4*  32**  4-  4i)v  *■  4-  5C*4  4-  Scc. 

fafla  hac  fubftitutione  oritur  haec  aequatio: 

31  4~  irB*  4-  3C?* 4 4-  4D* 1 4-  5Cr*4  4-  Scc. 

4-  3U  4- 4-  3S<*  4*435*  4- &c. 

4*  31“  4*  2^3»^  4"  32^  4-  Scc. 

+ 31?  +2»?  +&c. 

4-  ai<y  +&c.  = 

« 4-  2Sx  4-  3?x*  4-  4>Jx5  4-  5£x4  4-  Scc. 

Ex  qua  fequentes  determinationes  obtineutur: 

31  = * 

» = — 431*4-  e 

2 = — fiS*  — iW  +, 

S = — i i^4-8 

e = — f©*  — i 2*  — igfr—  j 9is 4- e Scc. 

2x7.  Propofita  nunc  fit  quantitas  exponentialis : 
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* k x + 6x 1 -f-  j x * 4-  f * 1 + £* 5 + &C. 

in  qua  f denotet  numerum,  cuius  logarithmus  hyperboiicus 
eit  = i , atque  fingatur  feries  quaefita : 

s — i + 91*  + 33* 1 + <S* 1 + 2)* 4 + Gr* 5 + &c. 
iam  enim  ex  cafu  * — o patet,  primum  terminum  effe  de- 
bere unitatem.  Cum  igitur  Tumendis  logarithmis  fit 
Is  — xx  -f-  Sx 1 4-  ?*  * -f-  5*  * -f-  f x s + 2*  * -f-  &c. 
j s erit  difiereutialibus  fumtis  : 

-j-  = *(*  + 2$x  + 3>*’  + 48**  + 5f*4  + &e.) 

, At  vero  ex  aequatione  fi  fla  erit: 

?-  = 3l  4-a3S«+  3g*»  + 4$* 8 + SC*4  +&c.= 

« -f  9l*.v  -f-  23**  > -|-  t + £)xX  4 -j-  &c. 

+ IS  + 2'9l^  + 2g(f  -f-  &c. 

+ 3?  + 32C>  + 32?»  + &c. 

+ 48  + 45(S  + &c. 

+ 5^  + &c. 

ex  quibus  fequentes  prodeunt  litterarum  91 5 S),  ^.deter- 

minationes 91  = a 

'»  = G + i 91* 

g = %+i^  + ig5« 

2)=J+i9t>+igj(?+:ier<I 

+ ? #9 + !»,  + $ *»  + {©«  &e. 

218.  Si  quoque  arcus,  cuius  finus  vel  cofinus  quaeri- 
tur , exprimatur  binomio  vel  polynomio , vel  etiam  ferie 
infinita,  hoc  modo  quoque  eius  finus  & cofinus  per  feriem 
infinitam  exprimi  poffunt.  At  vero  quo  hoc  commodiflime  fiat , 
non  fuffi.it  ad  differentialia  prima  proceffiffe , fed  opus  e(l  ut 
differentialia  fecundi  graiius  m fubfidium  vocemus.  Sit  icitur 
s = fm  (,**  +i?* 1 + >*’  +S*4  + £*t  + &c.) 
fingaturque  feries  quae  quaeritur : 

*.=  9(*  + 55* J + «*»  + ©*  4 + <£* ! +&c. 
primum  enim  terminum  confiat  evancfeere : quia  vero  ad 
differentialia  fecunda  defcendendum  eft,  coefficientem  <}{  quo- 

I i i z que 
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que  aliunde  definiri  oportet , quod  fiet  fi  * ponamus  infinite 
parvum.  Tum  enim  ob  arcum  = «*  finus  ipfi  fiet  aequalis, 
eritque  ergo  21  = « . Ponamus  nunc  brevitatis  gratia 
x = **  + f’*,  + ?',  + &c.  ut  fit  r=iin»,  erit  differenriando 
ds  = dz  cof  z denuoque  difierentiando  dds  =.  ddz  cof  x - dz  * fin  x. 


Quia  igitur  eft  fin  x — s & cofz=— ; erit 

d x 

dsddx 

dds  — sdz*  , feu  dxdds  + sdx 5 — dsddx. 

dz 


2ip.  Ponamus  arcum  x tartum  binomio  exprimi  efleque 
* = «x  - erit  dx  — (•  + 2fx)  dx , 

& pofito  dx  conflante,  ddx=2Sdx*'  atque 
dz'  — (a?  + 6*x  Sx  4-  i2«f1jr*  +8? ^3)  dx' . Deinde  ob 
r = 5f.v  + %x*  + dx  » + + Scc. 

. d s 

erit  — = 2 1 + 2.23*  + 3C*1  + 4S*3  + &c. 
dds 

& — — — 223  + <5gx  -f-  I2£x’  + &c. 

dx  * 


Quibus  valoribus  in  aequatione  differentio  - diflerentiali  fub- 
ftitutis  fiet : 


dxdds 

dTT 


±sdz' 
dx 3 


dsddx 

dx 5 


1.223»*+  2.35**  + 34S)*x*+  4.5  g*x3  + &c. 

+ 2.1.2  +2.2. 3 + 2.3.42)0  +&c. 

: + 2ta  s + ©a » + ga  * + &c. 

• + 63(a5£  + <523>a*<f  + &c. 

+ 1 2 2U&  ‘ +&c. 

: 231^  + 4!©£  + 6Qf£>  + 82)f>  + 8cc. 

Unde  coefficientes  fequeuti  modo  definientur: 

23  = 
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2g£ 

V» 

M* 

O 

93** 

4* 

4$* 

3-4 

12'W 

3-4 

6%*S 

e*  * 

5* 

dg? 

4-5 
821? J 

4-5 

I2$S* 

4*5  - 

de*? 

(5* 

5.6* 

** 
12  6?? 

5-*« 

dS)*? 

5*d 

e** 

7* 

d.7* 

d.7 

d.7 

d.7 

&c.  Quibus  valoribus  inventis  erit:  -T 

fin  («x.f  Sx  »)  = 2(*  4.  Sg*  4.  G*  * 4 S?-v44-  &c.  exiftentejl  = * 
220.  Pari  modo  cofmus  cuiufque  anguli  in  feriem  con- 
verritur, quia  autem  arcus  rariflime  per  polynomium  expri- 
mitur, oftendamus  ufum  different  io -different  ialiurn  in  invenien- 
da ferie  pro  cofinu  arcus  x.  Sit  ergo  s — cofx , Sc  fingatur: 
s = 1 — 21*»  + (Vx«  + 2)x*  — &c. 

Quia  e(l  ds  = — dx  fin  x & dds  = - dx'-  cofx  = - sdx*. 
erit  dds  -f-  sdx*  = o : fubfiitutione  ergo  fafcla  liet: 

dds 

— - s=  - 1. 2 2t  4-  3. 4 93* 1 — 5.  d (fx  * 4*  7-  8 2)* 6 — &c. 

dx 1 

s = 1 — 2t* m -f-  ®* 4 — ‘ -f-  &c. 

& ex  coaequatione  terminorum  fequitur 

1 21  1 

2l  = — ; » = — = 

1.2  3.4  1.2.3.4 

t==  = ~2~.~  ’ 25  = ^8  = ’ &c' 
Pater  ergo  quod  iam  lupra  fufius  demonftravitnus  efle  : 
x1  , x4  x‘  , x* 

cofs  = 1 1 d & c. 

1.2  • 1.2.3.4  1.2.3  ...d  1.2.3... 8 


43° 
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prior  vero  feries  pro  fmu  pofito  S — o Sc  * ==  i dabit  : 


* #e  * 
fm  x ~ 

i 


Sc 

1.2.3... 7 I-2-3---P 


1.2.3  I-2-3-4-5 

221.  Ex  his  fcriebus  pro  fmu  Sc  cofinu  notidimis  dedu- 
cuntur feries  pro  tangente , cotangente , fecante  Sc  cofecante 
cuiufvis  anguli.  Tangens  enim  proci  i t li  finus  per  coliuum , co- 
tangens  fi  colinus  per  fiuurn,  fecans  fi  radius  1 per  cofinum , 
Sc  cofecans  fi  radius  per  finum  dividatur.  Series  autem  ex  Iris 
divilionibus  ortae  maxime  videntur  irregulares  ; verum  excepta 
ferie  fecantem  exhibente  reliquae  per  numeros  Bernoullianos 
fupra  definito;  5( , , Q> , 2) , Scc.  ad  facilem  progreffidnis  le- 

gem reduci  pofiunt.  Quoniam  enim  fupra  §.  127.  invenimus  elfe: 

21« 2 , S>4  , C«‘  , S)«s  , „ « 

1 1 d -f  Scc.  = 1 cot  7 « 

1.2  1.2.3.4  x.2. 3.  -d  1.2.3...  8 2 


1 2 8 51*  24S*3 

cot  

* I • 2 1. 2.3.4 


erit  pofito  { u~  *; 


2S  f*’  2 'JVv? 


— Scc. 


1.2.3...5  1.2  ....8 

atque  fi  ponatur  7 * pro  x , erit : 

, 2 25(v  2iJ.Vv » 2 g* 3 2 2**7 

cot>*=: — — • - Scc. 

x 1.2  1.2.34  1.2.3  ...6  1.2.3...  8 

222.  Hinc  autem  tangens  cuiufvis  arcus  fequenti  modo  per  fe- 

. . 2 tang* 

nem  exprimetur . Cum  fit  tang  2x  = — , erit : 

• 1 - ran^*  ’ ’ 

1 tang*  1 ‘■‘“'o* 

cotang  2x  = — = 7 cot  * — 7 tang  * : 

2 tang  x 2 

ideoque  tang  x ==  cot  x — 2 cot  zx  . Cum  igitur  fit 
cotJ?_  1 24=S*3  2‘g.v? 

x 1.2  1.2.3. 4 1.2  ...d  I.2...S 

I 24J(x  2‘%$X3  2 1 1 (J.V s 

2 COt  2 X = 

X X.2  1.2.  3. 4 1.2...  6 


!T>*7 


- Scc. 


1.2... 8 

erit  hanc  (eriem  ab  illa  fubrrahendo  : 

*-x)5(*  2 4 (2  i)<$x 3 t 2 4 (2  i)g*s  -j  2 “(2  8 - 1)2>* 1 # 

■ | ■ I ■■  - 4 ■ OCCt 

X • 2 X.2. 3. 4 I.2....d  1.2,  ...8 
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Si  ergo  hic  introducantur  numeri  A, B,C,  &c.§.  182.  inventi > 

2 A*  2 3 Bx  * 2 5 Cx  < 2tD*t 

cnt:  tang  * = + + -+ + &c. 

1.2  1. 2.3.4  1.2.. .6  1.2. ..8 

223.  Cofecans  autem  lequenti  modo  invenietur*  Quia 

eft  cot  x = tang  x + 2 cot  zx  = — f-  2 cot  2*  ; erit 

cot  x 

cot*  »=2  cot*.  cot  2x4.  i,Sc  radice  extraita:  cor  *= cot  2*  4.  cofec  2*, 
unde  fit  colee  zx  ~ cot  x — cot  zx , & x pro  zx , polito 
co!ec  xr=cot  l x — cot*.  Quare  cum  cotangentes  hebeamus  fci- 

licet:  ■«{,«, 


X 

1 


l.  2 

2 1 •}(* 


cot  X — 

A"  1. 2 


i.2.3>4 

a4©*5 


1.2...  6 

2 * (Jx  5 


& C. 


X.  2.3.4  1.2. ..6 

erit  hac  ferie  ab  illa  fubtra£la: 

_ 1 + 2(2  ~ i)3(v  + 2(2  » - l)&* x 2(2  1)  gy « 


cofec  * = — + 


I»  2 1. 2.3.4  X.2.  . * . 

224.  Per  hos  autem.numeros  Bernoullianos  fecans  expri- 
mi non  potelt,  fed  requirit  alios  numeros,  qui  in  fumm.ts  pote- 
/latum  reciprocarum  imparium  ingrediuntur . Si  enim  ponatur : 


+ Scc. 


3 

1 

I7 

1 

? 

1 


z 

l7 


1 

l7 

1 

T7 

1 

T7 

1 

T7 


+ ~+~ 
7 9 

+ — + — 

— &C.  = «. 

— p.c  — < 

7T 

2» 

JT* 

7’  P3 

1.2 

24 

.4.  J_  + _L. 

8'c  * 

7'  9* 

1.  2.  3.  4 

2* 

+ F+7t 

8 

xr 7 

1.  2 ...  S 

2 8 

+ — + — 
7*  T p. 

-£ 

* ^ 

1.  2 ...  8 

2 ,o 

+ — +-i- 

&c.-  2 

xr" 

7 11  y'i 

I.  2 ...  IO 

2 “ 

& C. 

erit 
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ent:  a = i 

6 = i 


j|  = 27027^5 
0 = ipp35op8r 
* = iP3?iSizi45 
x = 2404875)551571 


7=5  * = JP3PJ S12I45 

<S  = 5 1 x = 2404875)551571 

£ = ^85  &C 

4 = 5°521.  . 

ex  liilcjue  valoribus  obtinebitur: 

5.  8 £ 

fcc*  = x-(-  — **4- x4± x6  4 x1  -L  &c. 

1.2  1.2. 3.4  1.2...  5 1.2  ...  8 

225.  Ut  autem  nexum  huius  feriei  cum  numeris  a,  (>, 
j.,  8,  Sic.  oftendamus,  confideremus  (ericm  fupra  trafUtum : 

* — i l l + 1 ^ 1 &(. 

m m n-m  # + m m->rt  2n1~m  3 n-»t 

n fin  — x Ponatur  m — { n — £ , eritque 

* 1 J 1 1 1 , I „ 

• -7 = r4 7 7 t4 7+  &c. 

n-z  k «4-2V  3*-2&  3fli:«  5^-:? 

2«cof— x-  4* 

Sit  — =2  x , feu  hx  , erit 

H 

* n x x . 

(CC  X = 1 'r — & c.  icu 

2«  nx- znx  »X  t znx  3 nX-znx 

fec  ac  == 1 1 + &c. 

7T-2#  «-4  2ac  3ff-2ar  3*  4 2JV  5x-2ar 

fec*  = -JS 4 — ±71-4&c. 

*r1-4ar‘  p»,-4*.r  2 5>r,-4xar  45)*'*- 4** 

fi  nunc  finguli  termini  in  feries  convertantur  , fiet  : 

fec  er  — — f 1 — 4-  ~ — + ~ &c.) 

* V 3 5 7 P J 

+ iiLVI_i  + -L_- l + J—fa.) 

»*  .?  3 3 5 * 7 5 P*  ' 

2***/  1,1  I , I „N 

+ (l 4 &C.)  &C. 

**  V,  3,^55  yS  pi  J 
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quarum  fori  erum  loco  fi  valores  fupra  alfignati  fubftituantur , 
prodibit  eadem  feries  pro  fecante,  quam' dedimus . 

22 6.  Hinc  fimul  paret  lex, qua  numeri  *,ff ,y , &c.  quibus fum- 
mae  pote/latum- imparium  confutuuntur,  procedunt . Cum  enim 

I 6 y $ ' 

fit  fec.x=  — — = a-| *H *♦+ x'x&c. 

coi  * 1.2  1.2. 3. 4 1.2. ..6 

necefle  eft  ut  haec  feries  aequalis  fit  fraflioni 

• X 


xx 


1.2  I.2.3. 4 

aequalitate  ergo  conftituta  fiet 
s v 

• xi  + 


+ 


1.2* 

n 

a ’ J’ 

1.2. 3. 4 
s 

I-  2 

1.2.  1.2 

a. 

— 

+■ 

1.213.4- 

1 .2. ..6 

1 E 

_a_ 

1 .2  ...<s 

y 

1.2.1... 4 

6. 


~h 


x*  + 


1.2  ...8 

* ’*•  > » 

er 


1.2.. .  8 

S 

1.2.1.. . 6 


— &c.. 

**  + Sk. 


&c.. 


1 JXC. 

4*1*2  5 J»**4*i***4  1 

<*.  %;*!  ?.  • f $. 

~~6  ~ ~ — &c- 


8c  c.  1 •• 

: ; 1 


I....  6.  I.  2 

a 

unde  fequuntur  hae  aequationes : "**  1 8 *C' 

» * 

1.2. 


« = I 


= 8==£S  i±±3  .. 

?•*  I.1-3-4  1.2  1.2.3.4  x.,.6  * 

t—  ,8... 3 8...1 

— £ — > + -f « • &r 

_ *;*  . K2.3.-4  1...8  * 

Ex  hifque  formulis  inventi  funt  iftarum  litterarum  valores , quos 
in  §.  224.  exhibuimus  j Sc  quorum  ope  fiimmae  ferierum  in  hac 

rma  contentarum  , 1 — -f  _i L 4.  _L  — &C. 


forma  contentarum , 

3 " ' 5 • 7"  " 9 

fi  n fuerit  numerus  impar,  exprimi  poUTunt 

Kkk 


CA- 
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• * . * • ! ; • 

DE  USU  CALCULI  DIFFERENTI  ALIS  IN  AEQUA- 
TIONIBUS RESOLVENDIS. 


227. 


jonftitutioncm  aequationum  ad  funflionum  rationem  re- 
duci polfe  fupra  iam  fatis  oftenfum  eft.  Denotet  enim  y 
lun&ionem  quamcunque  ipfius  x , fi  ponatur  y = o , in  iiac 
forma  omnes  omnino  aequationes  finitae  five  fint  algcbraicae 
five  tranfcendentes  comprehenduntur  . Aequatio  autem  y — o 
rcfolvi  dicitur;, 'fi  is  ipfius  x valor  definiatur  qui  in  fun£lio- 
ne  y fubfii  tutus , eam  aflu  nihilo  aequalem  reddat.  Plerum- 
que autem  plures  eiufmodi  valores  pro  * dantur , qui  aequa- 
tionis y — o radices  vocantur . Si  igitur  ponamus  numeros 
fi  & 5 b 1 * > radices  aequationis  y — o , fun£lio  y 

ita  erit  comparata,  ut  fi  in  ea  loco  x vel  /*,  vel  g , vel  b, 
&c.  fubfiituatur , fiat  revera  y = o.. 

228.  Ouonianrigitur  funflio  y evanefcit,  fi  in  ea  lo- 
co x ponatur  f,  feu  * + (/"■ — #),  exiflente  / radice  aequa- 
tionis/==  o , erit  per  ea,  quae  fupra  de  funftionibus  de- 
monltravimus : • t • ~ ' 

, (f~x)dy  , ( f-x)'ddy  ( f-x)'d*y  0 a 

0 + ——  + ~~+ + 

ex  qua  aequatione  valor  radicis  f ita  definitur  , ut  quicquid 

* ♦ t ' > dy 

pro  x fuerit  pofrtum  , indeque  valores  quantitatum  y , — , 

ddy  • • . / • -V  — **■ 

— — , fubfiitutj,  fcmpsr  rcfultet  aequatio  verum  valorem 

ipfius  f exhibens . Quo  hoc  clarius  percipiatur , ponamus  efle 
y — x*—  + 4;  erit 

n - ^ = 3*  — 2 ; & —r~  = 1 . 

**  3 * - 6,x>. 


-I.D 


4*  + 3 i 

3. 


tdx' 
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Quibus  v.iloribus  fubfHtutis  oritur: 
o = x* — zxx  + 3*  ~ 4 + (/ — at)  ( 3xx  — 4*  + 3) 

. + (/—*)*(  3*  T*)  + (/—•*)* 

feu  multiplicationibus  a£lu  inftitutis : 

— 3 f~  4 = 0 

oritur  fcilicet  aequatio  fimilis  ipfi  propofitae , quae  propterea 
ea  filem  continet  radices - 

229.  Quanquam  autem  hoc  modo  ad  novam  aequatio- 
nem non  pervenitur,  ex  qua  valor  radicis  / facilius  definiri 
queat ; tamen  hinc  ingentia  fubfidia  ad  inventionem  radicum 
deduci  poliunt.  Si  enim  pro  x afluimus  fuerit  valor  iam 
proxime  ad  quampiam  radicem  aequationis  accedens , ita  ut 
f — x fit  quantitas  valde  parva , tum  termini  aequationis : 

0=,+<hf]± 

dx 


, (f~*Yddy  (f~x )id}y  , # 

4 7— r — 77— 1 &c. 

2ax%  6dx* 


vehementer  convergent,  haneque  ob  caufam  non  multum  a 
veritate  aberrabitur,  fi  praeter  binos  terminos  initiales,  reli- 
qui reiiciuntur . Erit  ergo  fi  pro  x iam  valor  cuipiam  ae- 
quationis^— o radici  prope  aequalis  fuerit  aflumtus,  proxime 
(f-x)dy  ydx 

o = y + feu  f —x — , ex  qua  formula  etfi 

dx  dy 

non  verus , tamen  admodum  propinquus  radicis  f valor  re- 

Eerietur,  qui  deinceps  denuo  loco  x fubftitutus  , multo  ad- 
uc  propiorem  valorem  pro  f fuppeditabit ; ficque  continuo 
propius  ad  verum  radicis/  valorem  accedetur. 

230.  Hinc  igitur  primum  radices  omnium  dignitatum 
ex  quibufeunque  numeris  extrahi  poliunt.  Sit  enim  propofi- 
tus  numerus  s"  -f-  b ex  quo  radicem  poteftatis  n extrahi 
oporteat . Ponatur  x"  — a’  -f-  b feu  * " — a"  — A — o , 
ut  fit  ,y  sss  x ■ — a ■ — k ; erit 

J±-nsen-, . dd>  , . d'y 

dx  ’ 2 dx*  , 1.2  / 6dx'  1.  2.  3 

&c. 

Kkk  2 


Hinc 
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Hinc  fi  radix  quaefita  ponatur  =/,  ut  fit  f—V  (-»'+  b)  erit: 

o = K'-a’-k+n(f-x)x*-'  + —~  {f-x)'x— * + & c. 

1.3 

Si  igitur  pro  x iam  ftatuatur  numerus  ad  valorem  radicis 
quaefitae  / prope  accedens,  quod  fiet  ponendo  x = x,  fi  qui- 
dem b fit  numerus  tam  parvus,  ut  4"+^<(x+i)'';  erit 

b 

b = naa~l  (/  - a)  proxime,  idepque  f=a-\ , undo 

HA 

valor  radicis  multo  propius  cognofcetur.  Sin  autem  adhuc 
tertium  terminum  affumere  velimus , ut  fit 

. , . , n(n  — i)  . _ . 

bx=ng*—l(f-a)-\ ■.#■-*  (/-#)* ; fiet 

I • 2 

/e  / a a z b \ . 

— a ± V(  — -| — - r ) feu 

n-i  '■(fl-i)* 

(«  - 2) X 4*  V"  [ JX  -|-  z(n-  1)  b :na*-l~\ 

” — 1 

Quare  ope  extra&ionis  radicis  quadratae  valor  yaJicis  / adhuc 
propius  reperietur. 

E X jEM  P LU  M. 

Jgu  a eramus  radicem  quadratam  ,ex  numero  quocunque  c , feu 
■fu  xx  — c =r  y . 


Ponatur  ergo  numerus  radici  proximus ~ a,  & b = c — aa , 
pb  /ta  -}-  b c , & 
r , c-aa_c±aa 


idici  proximus  = 
ia  eri  »^=3,, 


fiet  pripr  formula 


f=:a+'- — — = ; altera  vero  dat  /=Vr,  quae  eft 

24  24  • • • 

. •,  ' ■ * . • t . e 4-  xx 

ipla  radix  quaefita.  Cum  igitur  fit  proxime  radix  = ~ff  ’> 

hic  ipfe  valor  pro  a feribatur  , eritque  propius  radix 

/cc  -4-  6 a ac  -f-  s* 

— — . Sit  verbi  gratia  t = 5:  erit  ex  priori 

44(c  + 44) 


Hinir°H  hi'  f 
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j **  • 

formula  f — j . Ponatur  ergo  4 = 2;  erit  /=2,25; 

2 4 2 

nunc  ponatur  4=2,25;  ^et  /=2,23(5111 , flatuatur  porro 
4 = 2,235  in,  erit  /=2,23^0^7^,  qui  valor  iam  minime 
a vero  difcrepat . 

231.  Simili  autem  modo  radix  cuiufcunque  aequationis 

yda 

inveniri  poteft  proxime  ope  aequationis  f — x - — , 

poftquatn  fcilicet  pro  x aflumtus  fuerit  valor  parum  a qua- 

piam aequationis  radice  difcrepans  . Ad  huiufmodi  vero 
valorem  pro  x inveniendum,  iubili  tuantur  fuccedive  pro  x 
varii  valores , inter  eofque  is  eligatur , qui  funflionis  y mi- 
nimum hoc  eft  cyphrae  proximum  valorem  indicat.  Sic  ii 

fit  7 = x3 — ixx  4-  ix  — 4 , 

pofito  x — o fit  y — — 4 
x = 1 ...  . y = — 2 
x — 2 . . . y = + 2 

unde  videmus  radicem  contineri  inter  valores  1 Jt  ij  ipfiusjv. 

dy  . 

Cum  ergo  fit  — = 3** — 4^+3,  habebitur  pro  radice 

f aequationis  x 5 - 7-xx  -f-  3*  - 4 = o invenienda  haec  aequatio  : 
ydx  x 5 — 2xx  + 3»  — 4 

J ~ X r-j-  = X — . 

dy  ixx  — 4*  + 3 

, ‘ . 2 
Sit  ergo  at  = 1 : fiet  /=  2 -f*  — = 2 . Nunc 

2 


Sit  ergo  x — — 


, , 2 12 

* = 2,  fiet  /=  2—  — = — . 

7 7 

, r ia  104  2812  „ . .. 

erit  / = = =1,053.  Si  ulterius  progredi 

7 1701  1701  r 


ponatur 
12 
7 


velimus,  logarithmis  commodius  utemur. 

Ponatur  ergo  4=1,553,  eritque 


Ix 


1 


1 
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lx  — 0,  218272P 

I * = 1,  ^53300’ 

/*’ =0,4355458 

| **  = 2, 73240^ 

lx'  =0,5348187 

*!  = 4,5I<^73 
3X  =4,959000 

|xi  =4,515573 

9t  47567 J 

jxx-l-3  =ir,  197*17 

2XX44  — 9,454818 

4x=  5,5x2000 

num.  0,010855 
/num.  = 8,0355298 

den.  = 4,585227 

/den.  =0,5513508 

* = 1,553000 

l fracl.  = 7, 3742590 

1 • • . _ t 

; fraftio  =s  0,002357 
/=  ^6^0611 

t • 

* , i 

232.  Citiores  autem  approximationes  ex  generali  ex- 
preflione  deducere  poterimus  . Cum  enim  pofita  funflione 
quacunque  y = o , n radix  liuius  aequationis  fuerit  x —f, 
invenerimus  effe ; 

, v , c 

0 y ■» — 7 — ■ » jt  ~ • — zt~. — + &c- 

dx  2 dx2  6dx * 

fit  / — x = s,  ita  ut  fit  radix  /=*  + *,  atque  ponatur 

dy  dp  dq  dr 

— =/>;  j-—qi  -r=r;  T=!'>  em: 

d x d x d x d x 

%'q  z*r  x*s  xft 

o—S  + zp-l - + — ^ "I +&c* 

2 6 24  120 

in  qua  aequatione  fumto  pro  x valore  quocunque , ex  quo 
fimul  y , p , q , r , s , &c.  determinantur  % inveniri  debet 
quantitas  % , qua  inventa  habebitur  aequationis  propofitae 
/ = o,  radix  /=x  -f-  * . In  id  ergo  eft  incumbendum,  ut 
quam  commodillime  ex  hac  aequatione  valor  incognitae  * 
eruatur . 

233.  Fingatur  pro  a feries  convergens  haec: 
a~A-f*B-j-C-t*D  + E-t-  & c. 
atque  fe£la  fublticutione  erit: 
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y = y , 

p*  = Ap+  B p + Cp  +Dp  -f-E  p *f  &c. 
T^a*=  +tA‘j  + A%  + AC^  + AD^  + &c. 

+ IBB-7  + BC?  + Scc. 
irz  3 = iA»r+!A»Br^AlG-  + &c. 

+1ABV  + &c. 

r4«4=  4AV+’A3Bj  + &c. 

.£5'*’=!  ' ‘ • ,-iAV  + &c. 

Unde  obtinentur  fcquentes  aequationes: 

A = _r 


b -z~m- 

2p * 

C = 

2pi 

D = _£t\ 

B/<7  I 2p  * 2 4^)  3 

&c.  ideoque  erit: 

y y3^  5>  -*^r  3 

t>4  S,,7  "f" 


+ 

+ 


y !r 

6p* 

5vy 

llp* 


v*f 


)4> 


- &C. 


P 2pl  2 pi  ^ 6p*  8 pl  T 126*  240« 

EXEMPLUM. 

S/>  propoftta  haec  at  quatio  x*-f-2X  — 2 = 0. 

Erit  ergo  / = **«  -f  2 * — 2 ; 
dy 

— = f=  5*1+2 

A = , = So>,  . it 

</* 

Ponatur  autem  nunc  x = 1 , quia  hic  valor  parum  a radico 
difcrepat,  erit  : 

>—  1 > P — 7 7 = 20;  r—60)  1=120.  unde  fiet : 


dp 

-7-  — a — 20*J 
dx 


= J =120* 


&c. 


- - - 200  ^ 


10 

7J 


10  5.1000 

7*  77 


500 

7* 


7J 

feu 
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130  1745 


Scc.  eriique  ergo 

7 r 7 5 7\ 

x = — o,  18,  & radix  f—  o,  82,  qui  valor  fi  denuo  lo- 
so  x 'fubflitueretur , prodiret  radix  maxime  verae  propinqua. 

234.  Invenimus  ergo  feriem  infinitam,  quae  cuiufvis 

aequationis  radicem  exprimit : ea  autem  hoc  laborat  incom- 
modo ut  tum  lex  progreflionis  non  pateat , tum  ipfa  nimis 
fit  perplexa  atque  ad  ufum  non  fatis  accommodata.  Alio 

igitur  modo  idem  negotium  fufeipiamus , feriemque  magis 
regularem  inveiligemus , cuiufcunque  aequationis  propofitac 
radicem  exprimentem . 

Sit  ut  ante  propofita  aequatio  y = o v exiflente  y 

funftione  quacunque  ipfius  x ; & quaeftio  huc  redit  , ut 
valor  ipfius  x definiatur  , qui  loco  x fubflitutus  fun£lio- 

nem  y reddat  nihilo  aequalem.  Cum  autem  y fit  funflio 
ipfius  x,  viciflim  * tanquam  fun£lio  fpe£tari  poterit  ipfius 
y , atque  hac  confideratione  adhibita  quaerendus  cft  valor 

ipfius  iunflionis  x,  quem  induit,  cum  quantitas  y evanefeit. 
Si  igitur/  ponatur  defignare  illum  iplius  x valorent,  qui 
erit  radix  aequationis  y — o , quoniam  x abit  in  /,  fi  flatu- 
atur^  = o,  erit  per  ea  quae  fupra  funt  demottflrata: 

, ydx^y'ddx  yJd*x  y*d*x  ^ 

dy  zdy1  6dy * 24 dy* 

in  qua  aequatione  flatuitur  differentiale  dy  conflans . Si  igi- 

dx  dp  dq  dr 

m po,B,u, «cc. 

erit  his  valoribus  introilu£lis  , ut  confideratio  diiferentialis 
conflantis  exuatur : 

/=  X — py+  L qy*  — Lry’  + —sy* — ty { + &c. 
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235.  Tributo  ergo  ipfi  x quocunque  valore , fimul  valores 
ipfius  y , atque  quantitatum  p , q , r , s , & c.  determinabun- 
tur; hifque  inventis  habebitur  feries  infinita  valorem  radicis 

/ ex- 
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f exprimens . Sin  autem  aequatio  y =.  o plures  admittat  ra- 
dices, tum  eae  prodibunt,  fi  pro  x diverfi  valores  adimun- 
tur : quia  enim  y eundem  valorem  induere  potelt , etiamli 
ipli  x diverft  valores  tribuantur,  mirum  non  elt  eandem  fe- 
riern  faepenumero  plures  valores  fuppetlitare  pofle ..  Qua  igi- 
tur bis  cafibu;  ambiguitas  tollatur,  fimulque  feries  conver- 
gens reddatur , pro  x afliimi  debet  valor  iam  prope  ad  valo- 
rem eius  radicis , quae  quaeritur , accedens . Hoc  enim  modo 
valor  ipfius  y fiet  admodum  parvus,  lerieique  termini  vehe- 
menter decrefcent , ita  ut  paucis  terminis  tumendis  iam  latis 
iuilus  valor  pro  / inveniatur.  Hic  igitur  valor  fi  deinceps 
loco  * fubftituarur , quantitas  / multo  minor  evadet , fericfque 
multo  magis  converget;  liQcque  modo  ftatim  radix  / tam 
exa&e  innotelcet , ut  error  luturus  fit  minimus . Hincque 
fumma  huius  exprelhonis  praerogativa  prae  ea,  quam  ante 
elicueramus , mani  fello-  perfpicitur . 

23  6.  Ponamus  extrahendam  e (Te  radicem  poteflatis  n ex 
numero  quocunque  N.  Sumta  igitur  proxima  poteflate  expo- 
nentis »,  numerus  propofitus  lacile  refolvetur  in  hanc  lor- 
mani  N = <i’’  + b . Erit  ergo 

*■  = a’ + />  & y = xx  — a " — b\  unde  fit: 

_ dx  t 


dy  — nx  dx  ; & 

4,  = -fcl '1±  ; * 

r nx"  ’ 

<^Xw-0£, 

7 nnx'” 


dy  ^ „#«-« 

dp  _ n- 1 

dy  ^ nnx  * 

_ r _ (»-i)(*"-0 

dy  »’*  !«“• 


j _ ('>-i)(2n-i)(3n-l)dn  _ ^ (»-l)(2»-l)(3»-i) 

n5**'  ’ »4*41-1 

Scc. 

Ponatur  nunc  x — t^  eritque  y — — b , atque  radix  quae- 

n 

fita  /=  V (i** -f- £)  hoc  modo  exprimetur: 

Lll  fz st 
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/=*  + ' 

J na  n . 


(n-l)bb  (n- I )(  ln- i ) b 1 


+ &C. 


.2  n.alm~l  n.2n.^n.alr- — ‘ 

(n-i')(in~i)(^n-i)b* 

n.  2n.  yi  .4 n.a*n~l 
ficque  prodit  eadem  feries  , quae  vulgo  per  evolutionem  fci- 

nomii  (*"  + £)"  erui  folet. 

237.  Poliquam  ergo  in  afluali  extraflione  radix  proxi- 
me vera  a fuerit  inventa,  fimulque  rcftduum  b fuerit  reper- 
tum , tum  ad  radicem  infuper  addi  oportet  valor  fraitio- 

b .... 

nts  — — - , quo  propius  vera  radix  obtineatur.  Erit  au- 

N — b 

tem  an~' — — ■ — , ob  N = At  vero  hoc  modo 

a 

radix  iufio  maior  invenietur  , quoniam  tertius  terminus  fub- 
trahi  debet.  Quo  igitur  per  diviftonem  reftJui  b radix  mul- 
to propius  ad  verum  accedens  inveniatur  idoneus  divifor  de- 
.bet  inveftigari , qui  fingatur  eiie  j^ab^bbb^  jb 5 4.  &c. 
Cum  igitur  debeat  efle: 


na  n~l  -f-  o.b  -f-  &b  * + yb  1 ~h  &c. 
b (n-i)bb  (n-i)(2n-i)(3»-l)b*+ ^ 

na*~l  2 »*aM— 1 6niai'~  * 24  n*a*x~t 

fiet  multiplicatione  per  na n—I-\-«b  + Gb*  + }b*+  &c.  in- 

fiituta:  b s=  b 


{n-  1 )bb  (n-l)(2*— I )b  > 

2 na’  6n2al“ 

1 ab1  (n~ 1 )*b » - 

nam~‘  2 n1at’’~i 

Gb\ 


(»-l)(2*-l)(3»-I>4 


24  n3a,“ 

(»-l)(  2 n-  l)*b* 
6n  * 1 

(»~0  Sb' 

. . in' a lm~l 

y b 4 

na  *-• 


-j-  &c. 
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Hinc  deducuntur  fequentes  determinationes: 


44} 


a — 


7 = 


>1-  I 

V 

1 

2 a 

* 

(«ri)a 

(»-l)(2»-l)  _ 

(n-i^(n-f-l) 

2 na" 

6 n a " + • 

12  na’~h' 

(n  -I  )$ 

(»-l)(2»-t)* 

(n-i)(2n-t)(jv  -1) 

2 na' 

6 nn  a ** 

24»j.jm  +* 

fcu  7 =5 


0-i)("+i) 


24 

Fratlio  ergo  ad  radicem  iam  inventam  a infuper  addenda  erit: 

(n-i)b  (nn-i)bb  (nn-i)b* 

a» "~l  H v- 1 — — 

24«/»I,,+“ 


2 a 12  na * 

238.  Quod  fi  ergo  radix  quadrata  extrahi  debeat  ex  nu- 
mero N,  atque  inventa  iam  fit  radix  proxima  = a , cum 
refiduo  = £,  aJ  radicem  inventam  inluper;  addi  debet  quotus, 
qui  oritur,  fi  refiduum  b dividatur  per 
b bb  b* 

2 a -i f*  — - — — Scc. 

2a  8*1  id<J5 

Sin  autem  radix  cubica  extrahi  debeat  , tum  refiduum  b di- 

. . b 2 bb  b 1 , 

vidt  debet  per  3 a 1 -f-  — -J — &c.  quarum  for- 

mularum ufum  in  his  exemplis  declarabimus. 

EXEMPLUM  I. 

Extrahatur  radix  quadrata  ex  numero  200. 

Ponatur  N z=  200 , & cum  proximum  quadratum  fit  196 , 
erit  a =14,  & refiduum  b — 4,  quod  propterea  dividi 

debebit  per  28  4-  — — — . — - — f-  — - — - , eritque  ereo 
F 7 7 196  7.196.9%'  ^ 5 


divifor  = 28,  142135,  per  quem  fi  4 dividatur,  obtinebitur 
fraftio  decimalis  ad  14  addenda , quae  iufta  erit  ad  10  figu- 
ras & ultra.  Lll  2 , EXEM- 


'\.:- 
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EXEMPLUM  II. 

Extrahitur  radix  cubica  ex  numero  N ~ io. 

Proximus  cubus  eft  8 , Sc  reliduum  =2,  unde  <7=2 

& b — 2,  atque  divifor  = 12  4*  1 — -7  = 12,^444. 

18 

Quare  radix  cubica  quacfita  erit  proxime  = 

2 10000 

12 >9444  /4722  . - 

239.  Series  pro  radice  inventa  etiam  confiderari  poteft 
tanquam  recurrens  orta  ex  quapiam  fraiiiotie , hoc  enim 
modo  plures  termini  feriei  ad  muiro  pauciores,  qui  numera- 
torem 8c  denominatorcm  fraflionis  conftituant , revocabun- 
tur. Sic  levi  attentione  adhibita  perfpicictur  fore  proxime: 


(a  + b)  • 


. « + l . 

a -f- b 

2 


atque  adhuc  propius 


a-i-——b 
, »+2  , , (»4-  004-2)  ,, 

,r*a  H ab  + bb 

04 -*)•  = -■ i—, T — “ • 

eia  — — — ab  -f-  * b b 

...  % 12 

Simili  modo  plures  terminos  introducendo  fraftiones  adhuc 
accuratiores  obtineri  poliunt : 

04 -b)'=a”. 

,1  4-  ” a » 5 + + ^ 4-  ^ 

2 r.  10  12  0 . 

<3-£.z±,xi+£ziiiLZ±}  ab  * - 

2 'UO  120 

Quin  etiam  huiufmodi  forma  generalis  exhiberi  potefl , ad 
quam  commode  exprimendam  fit; 

-.  ...  , • 1.'..  A =; 


Digitized 


CAPUT  IX. 


443 


^ m(n  -f-  m) 

1.  2 m 

_ ( m — i m~ ' l) 

2 


B = 


tn  *—•»>) 

%=- 

X.  2M 

, , A * 

(im  — i;  2 (2  m — i) 


„_(»i-2)(»  + >"-2)n  I (m  — i){n~m  + i)  ^ 

L,  — — ■ — : r-  “ i? — : r 20 

3 (2W  — 2) 

25  - (”*—  3 )(”  m 3)  e 

4 (*»  — 3) 

&c. 


D — 


3 (2m-  2) 

(w  — 3 )(»+"»— 3). 


4 (2»  — 3) 

&G 

His  autem  valoribus  determinatis  erit : 

_•  m a'u  + A-»  m~'  b + B-*®— * b 1 > b 3 + &c. 

^ ' am  — b+<&an-*b'—<Zan'-\bi+  &C. 

240-  Si  igitur  hic  pro  » fubdituatur  numerus  fraclus , 
iftae  formulae  ad  extraflionem  radicum  apprime  erunt  ac- 
commodatae. Sic  ii  radix  quaecunque  poteftatis  n extrahi  de- 
beat ex  forma  <*”-}-£,  fequentes  formulae  in  ufurn  vocari 
poffunt : 

2*.»  + {n — \ b 

. m.,y I2«1<1”4-(5w(2w-f  i^^-f  (2«  4-  l)(«4  i')bb 

12»*  *s"4-tf»(2«-  j)a"b-f-(2n~ l)(»  -l)bb 
Sin  autem  ponatur  «”  + i>  = N,  ut  fit  <s"  = N — b ; erit 
( 2»N  — (»— 0* 


(--+'0' 


'■  1 2»  : N 1 - 6n[zu  - x)Ni  -f-  (2»-  l)(«-  l)bb 

I2«1Nj-(J»(2»4  i)N^  + (2»4-  i)(»4.i)W 
241.  Formula  igitur  generalis  pro  radice  cuiufque  ae- 
quationis invenienda  in  aequationibus , quae  ex  pluribus  ter- 
minis conflant,  eundem  praedat  ufurn,  quem  folita  regula 
binomii  ad  refolutipnem  aequationum  purarum  xn  =c  affer- 
re fole: , atque  adeo  hoc  cafu  in  regulam  illam  iplam  abit. 

Sin 
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Sin  autem  aequatio  fuerit  aflefla  vel  etiam  tranlcendens,  ex- 
preHio  noflra  generalis  femper  aequali  fucceflu  in  uluni  voca- 
tur , feriemque  praebet  infinitam , quae  valorem  i radicis  exhi- 
bet . Quamobrem  cum  in  hoc  negotio  fumma  vis  illius  for- 
mu.ae  generalis  confidat , eius  ufum  hic  aliquanto  fufius 
o! tendamus.  Sit  igitur  propofita  haec  aequatio  alfefla  tribus 
terminis  conflans : 

-f-  cx  = M , 

denotantibus  r S:  N quantitates  quafcunque  datas.  Ponatur 
«"-f-rar  — N=^,  erit  dy  = (».*■’—  + e)dx  , 

hinc^tie  fiet  />  = — 1 - tu:il  eft  . 

nxn  ’ -f  c 

ct  I ) v **  1 U .v  n ' h — i ^ .v  " — * 


dp  = — 


8c 


-f-c) 

Simili  modo  ob  rs  — • s — ii  . &r  . 

’ dy  ’ * IVcnctLir  • 

r __  iX*»-  >/>,  - i y„  - 2)  C.V  — ? 

A*  1 -f-  * 

_ n'l  2,,-lY lf44;>IC»-i)(«-2)f 2«-i)rje* V*x 

( «*’'—»  -f-  f)7 

»,(«-lX2»-l)(3»-lX4v-I>*'-‘.»’(»-1)(»-2)'2r»-lV29»-Il)r*»»-7 

+ Zl;i2-i"~2X2"-  *)(»»-  2g>,*,-‘  -»(«-i)(i?:2)(n-3)(>;  - 4) f > * "•« 

(»*"-■  -f-c)»  &c. 

Quibus  valoribus  inventis , erit  aequationis  propofitae  radix 

f—  *—?y  + -qyy \ ry  3 + — sy*—  ——  /v  * + &c. 

O 24  120 

quicquid  enim  pro  * fubflituatur , unde  fnnul  litterae  y,p, 
'1  y rf  &c’  valores  determinatos  induunt,  fumma  leriei  aequa- 
bitur valori  unius  radicis. 

EXEMPLUM  I. 

Sit  propoftta  haec  aequatio  x»  -f*  2X  — 2. 

Erit  c— 2,  N = 2 , & n—Z,  atque  y — x^-\-i*—  2. 

Po- 
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_ . „ i 6 7S 

Ponatur x — 1 , erit y = 1 , & » = — :q  = • r = — • 

r 5'?  5 1 * 54’ 

16.90  . . 

&c.  atque  aequationis  radix  erit: 

77I°72' 

Ponatur  nunc  * =0,77,  & quia  eft  ^ = + 2*  — 2 • 

1 

/ = — r=9oxxf>t~  i2/>sj  atque 

* = ” zi6op7xi  ±71cp7>e.  habebitur  logarithmis adhibendis: 


/x  = 9 , 8864907 
/*»=  p,  7729814 
/«1=9, 6594721 


* = O,  77 

*,==  o,  5929 

*,a=  °>  45^533 
2*  = i,54 


*3+2*  = 1,996533 
Ergo  y = -©,  003467 
/~7=  7, 5399538;  3**+ 2 = 3,  7787  * 

(P  = 4226575;  /(3.vx+2)=  c,  3773424 

/■>—  6,  9626113  ; - py—  0,00091 7 511 

//>’=i  8,  2679725 
/x  = 9,  8864907 
/3  = 0,4771213 
b2~  5, 0799076 

3>  7 1 r4P2  2 — J «7_yy  =r  0,000000514. 

Ergo  radix  / = o,  770916997 , quae  vix  ia  ultima  figura  a 
vero  aberrabit. 

EXEMPLUM  II. 

Sit  propoftta  aequatio  x 4 — 2XX  + 4X  “ 8. 

Ponatur  j = x4  — 2x*  + 4* — 8,cn‘t  dy  = ±dx (x 3 — x+  1) 

2 . elf>~  ~ 3iV*  1 -Er"o 

dx  4(x’ x+  1)» 

dq  _ 2 I«4 12**  — 6*+  3 

i6(*; — .v  + ij4 


^ 4(x’  — x+i)’ 

_ — ixx  + 1 

‘l  16(*1 -T-fj y*  Tx 
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2 1** — I 2XX  — 6*4*  3 


& >•  = 


—-i : fcc. 


64'ur  J — x+  i ) 
ex  quibus  erit  radix  aequationis  propofitae: 

r_ x y (3**-  i)yy  _ (7**-4**-2»+i)y»  _ 

* 4(*>-*-|-iJ  3z(*,-*-f*i)s  I28!*j  — x-f-i)* 

Oportet  ergo  ipll  x idoneum  valorem  tribui,  quo  feries  i Ida 
fiat  convergens.  Primam  autem  perfpicuum eft , fi  ipfi  x tri- 
bueretur talis  valor,  quo  fieret  x* — *+i=o,  uun  omnes 
feriei  terminos  praeter  primum  evadere  infinitos , neque  adeo 
exinde  quicquam  concludi  polle . Convenit  ergo  ipfi  x eiuf- 
modi  valorem  a dignare , quo  & y fiat  exiguum  Sc  x5  — x 4- 1 
non  admodum  parvum.  Sit  rsi,  erit  / = — 5,  8c 

< 2 ^ II’?  <2^-12^ 

-&c.  ubi  cum  tres  termini  — 4* 

4 16  54  4 16  6 4 

congruant  cum  progredione  geometrica,  cuius  fumma  e.d 

erit  circiter  J — — . Statuamus  ergo  x = - , erit  y — i 
9 2x0 


& x’ 


— x -f- 1 = ~ , unde  fit : 
o 

/=±  + ‘ — L+_i£L. 

2 8 64  256.529 


&c.  = 1 , 6 1 


Ponatur  nunc  x — 1 , 6 1 ; erit : 


/x  = o,  2068259 
lx'~  o,  4136518 
Ix  3 = o,  6204777 
/*4=  O,  8273036 

/-/  = 8,40X6934 
U = o,  5518502 

U = 7,8498432 


x = i,tfi 
*>=  2,5921 
*3  = 4,  I732*! 
*♦=  6,718983 
hinc 

y =-0,025217 

« = 3,5<J*8. 


fit  *’-*4- 1 = * 


/4  = 
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4 = 0, 6020600 


■ l~  — 7>  2477832 

1/  4 

*[3xx - 1)  ~ o,  830 9926 
ly'—6 , 8033858 

, 7><*3437?4 

/g  »rr  1 , 85^08 

5, 9788283 
/32  = x , 50^1^00 
4,  4738788 


_-y 

4* 


= o,  0017892 


3**  1 = 8, 7783 


(3XX—1 V* 

— = o,  000002978 


Ergo  /=  1 , 81 17882  . 

< 242>  Methodus  haec  inveniendi  radices  aequationum 
proxime  aeque  patet  ad  quantitates  tranfcendentes . Quaera- 
mus numerum  #,  cuius  logarithmus  ex  quocunque  canone 
de  fu  mp  tus  ad  ipfum  numerum  datam  habeat  rationem  ut  1 
ad  n,  atque  habebitur  ifta  aequatio  x — nlx—o : fit  au- 
tem k modulus  horum  Jogarithmorum , ita  ut  ifti  loga- 
rithmi  obtineantur,  fi  logarithmi  hyperbolici  multiplicentur 

per  k,  erit  d.lx— . Ponatur  ergo  x — nlx~y , fitque 

yvalor  ipfius  x quaefitus,  qui  reddat  x — nlx.  Cum  igitur  fit 

. , , kndx  dx(x-kn) 

— nlx,  erit  dy—dx = — 1 & 

x x 

d*  x . kndx 

7r=P=7^Tn-  “,,de  ♦=— “*» 

dp — knx  , iknxdx  + k 1 n 1 d* 


dy  * (x-kn)' ' 


fy  — 


(#  — k»)* 

&c.  Quare  fiet : 


/=* 


dq k»x{2  x-\-kn) 

dy~~'  ~ ~(x  — k*)' 

X y knxyy  knxy  3 (2*  kn) 

6(x  — kn)  * 


x — kn  l(x  — kn)* 

Mmm 


— &c. 


In- 
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Infra  autem  oftenJemus  hoc  problema  folutionem  non  ad- 
mittere, nifi  fit  k»>  e , exiftente  e numero  cuius  logarith- 
mus  hvperbolicus  eft  = r,  feu  debet  efle  £»>  2 , 71828x8. 
EXEMPLUM. 

Quaeratur  numerus  praeter  IO  , cuius  logarit  bmus  tabuit  aris 
aequetur  decimat  parti  ipftus  numeri : 

Quia  de  logarithmis  tabularibus  quaeftio  inftituitur,  erit 
k = 0, 43429448190325  , atque  ob  »=  10  habebitur 
£»  = 4,3429448190325.  Fa£to  tam  *=x,  erit  7=1, 

fietque  1714724 


— &c. 


.3  >342?  (3  > 34IP)3 

ficque  proxime  erit  /.=  1,37.  Statuatur  ergo  « = 1 , 37, 
erit  /*  = o, 136720567156406 , & ob  y = «—  10/*, 
erit  y = o,  00279432843503..  & 

— u + £»=  2, 9729448190325.  Fiat  .ergo 
In  = o,. 1367205 
tj  = 7, 44^773 


7,5829978 
/(£»  — *)  = o,  4731866 

. 7,1098112  — -7-  = o,  0012S769- 

* 

Deinde  cum  fit  tertius  terminus  —"-j' — = — — . -~- 


erit : 


— KV 

/ = 7,  1098x12 


* - £» 

/7  = 7>44<S2773 

Ikn  = o, 6377842 

. 5,i^38727 

l{kn  •—*)*  = 0,94^3732 

4,  2474^5 

/2=0,  3010300 

/ tert.  term.=  3 , 9464695 
I.  ternu  *=  x , 37 


II. 
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III.  term.  = o,ocooojSS 


45* 


/=1,37128857  , 

//=0,137128857. 

243.  Si  aequatio  fuerit  exponentialis,  ea  ad  logarithmi- 
cam  reduci  poterit ; ita  fi  quaeratur  valor  ipfius  * , ut  fit 
x*  = a,  erit  xlx  — la.  Quare  pofito  y = x/x  ■ — la , fiet 

d x I 

dy  = dxlx  dx  , & - - Tumque 

dy  1 + lx  1 

, _ — dx  dp  — 1 

! «(i-f-/*)*’  dy  ^ »^1 +/*)*’ 


dq  — 


<!+/*) 


d 

dy 


dx  3 dx 

1 acx( I -J-/x)4  ’ 

xx'l -f-/xj4  Xx(l  5 ’ 


ideoque 
porro  erit 


— 2 dx 

10  dx 

I5i/x 

~ x*(l-j-/x)4 

x 3 ( 1 +■  /x) 5 

x3(l  + /x)‘’ 

ergo 

2 

IO 

*5 

& 

x 3 ( 1 -f-  lx) J 

x3(i+/*)‘ 

X5(l+/x)7’ 

6 

l 

105  4- 

105 

*4(i  4/xj14 

' X«(l+/x)7 

X4(  I-f-/*)8 

x+(l4-/x)» 

— 24 

196  700 

1160 

P45 

X'(ljJxj7  X’ 

ifl-L/x/  xs(i|/x) 

» x^I-J-Zx)**  XS  (iq./x)  ‘ 

inc  ergo  fi  verus  valor  ipfius  x fu  =/, 

ita  ut  fit 

= a ; erit  : 

> 

y_  ■ ■ 

yy  y5 

57 4 

7y 5 

14/x  2xfl+/x)»  2xx(lf/x)J  8x3(lq./x)7  8x  + (l4_/x)» 


5 V' 


yyt 


tfx/l+Zx)4  l2X>(l-(./x)<  8x  + (l4-/x)* 

M m m 2 — 
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l* 

12*1(1+/*)« 


y'_ 

3*4(i  +lx)f 
ll 

&C.  20x  ♦ ( 1 + /*)  * 

Haec  ergo  expreffio  in  infinitum  continuata,  quicunque  va- 
lor  pro  * (fatuatur,  fumto  y — xlx — la  verum  ipfius  f 
dabit  valorem.  Sic  (i  ponatur  x e=  i , erit  y — — la , & 

f—  i+la-  + 2(-Uj  3 - P(^4  + 11^  _ g*5(^j*  _ &c 

* 3 8 15  144 

ubi  notandum  eft  efle  la  logarithmum  Jiyperbolicum  ipfius  a. 
EXEMPLUM. 

Quaeratur  numerus  f,  ut  fit  ff  =5  100. 

Cum  fit  a ^ 100,  & yz=.xlx  — /<»—*/* — /i 00,  quia 
patet  efle />  3 & <4,  (fatuatur 

eritque-  /at  = 1 , 25276276847 
xlx=  4,  38467038772 
,/ioo=  4,  60517018577 
/=2-0,22047777627 
1 + /*=  2, 25276276S47 
H inc  erit  logarithmis  vulgaribus  adhibendis : 
l—y—  p,  3434083 


/(1  ■+/*)  = o,  3527156 
8 , 7706727  » 
//*==  8, 6808166 
3/(1  + /*)=:  1,0581468 

= 7,62866p8 

lix—  ly  2=  O,  8450P80 


— y 

— ^-  = 0,07787^7 


6,  783 57*8__Z___  = o,  0006075 


Ergo  proxime  erit  jf=  3,  5772722,  fequentibus  vero  infuper 
terminis  fumtis  erit  /=- 3,  5P72852  . 

244.  IPraotej  ea  autem  calculus  differentialis  infignem  ha- 
- bet 
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tet  ufum  in  refblutione  aequationum,  fi  quaepiam  relatio, 
quae  inter  radices  intercedit,  fuerit  cognita.  Sit  propofita 
aequatio  y = o,  in  qua  fit  y funftio  quaecunque  iplius  x. 
Si  iam  verbi  gratia  conflet , duas  huius  aequationis  radices 
inter  fe  differre  quantitate  data  a hae  duae  radices  facile  in- 
venientur fequcntt  modo.  Denotet  x harum  duarum  radicum 
minorem  , erit  maior  sc  x -f-  u,  quare  cum  fuuflio  y eva- 
nefeat , fi  x fignificet  unam  ex  radicibus  aequationis  y ~ o , 
evanefeet  quoque  y , fi  loco  x ponatur  x + a . Quocirca  erit : 
adya'ddy  *>d'y 

°=r+-^+77x-  + T/x-r+!k(' 

Unde  cum  fit  y = o erit  quoque 
dy  , addy  t a'd'iy  a*d*y 

° = 7*  +77P  + «7T  + T *“• 

quae  duae  aequationes  fimul  funuae  per  methodum  elimina- 
tionis dabunt  valorem  illius  radicis  x , quam  alia  radix  fu- 
perat  quantitate  a. 

E X E M P L U M. 

•Sit  f, rofofita  haec  aequatio 
X s — 24X  3 4-  49XX  — jd  = o, 
quam  undecunque  confiet , habere  duas  radices  unitate  differentes. 
Pofito  y = x 5 — 24* 3 -f-  49XX  — 36  erit : 
dy 

— 5*» — 72ar*  + ji8af 


dx 
ddy 

2 dx 
d ’y 

6dx  3 
d*y 

24  dx* 
d'  y 

120 dx  s 


= IO*3  — 7IX  + 49 


= 10*’  — 24 


TTJI 7 = 5* 


lam  ob  4 = 1 erit : 


At  eft 


CAPUT  n. 

A . . . 5*44-  l°v5  — 6ix'  -f-  Ji»  f-  23  e=o. 

B . . . *5  — '24v!  -f" 49** — 3<*  =o. 

Multiplicetur  fuperior  per  x & inferior  per  5X  alteraque 
ab  altera  fubtracla  relinquet  r 

ioa.'4+53*J — 2i4v’  -f-  26*  4- 180  = o feu 
C . . . 5*4  +■  2p*  » — I07AT*  4-  t iv  + po  = o 
a qui  prima  A fubtraSU  relinquet  t 
D . . . ipv*  — 45 *l  — 18*  4"  64  = o 
D . 5-«  ► . p5*4  — 225»’  — po*1  4"  322V=  o 
A . i p . . . P5x4  4-  190* 3 — 1178**4-  589*  4-  404  = 0 


E 415*5 — 10S8.V1  4*  2<Sp*  4-  4p4  =0 

D.415 7885*5  — 18675*’ — 7470*4-26560  — 0 

E . ip 7885*5  — 20672«*  4~  5 1 11*  4~  P3S6  — o 

F - 1777* * — 12581*  4- 17174  =0 

D . 247  . , . . 4673*  * — 1 1 1 1 5v 5 — 4446*  + 25808  = o 
E . 32  . - . 132S0*3  — 34S itu: 1 4-  S6cS*  4"  15808  = o 
8587**  — 23701**  4-  13054*—  o 
G 8587**  — 23701*  4"  13054  = o 


F. 8587  . . . 17148237*’ — 108033047*+- 147473138  = 0 

G.  1 pp7-  . . 17148237*’ — 47330877*4*  2^088838  = 0 

60702150*  — 121404300  = 0 
Ex  qua  aequatione  fcquitur  * = 2 , 

ac  propterea  quoque  radix  aequationis  erit  * = 3 , quorum 
uterque  valor  aequationis  fatisfacit. 

245.  Poteft  autem  haec  operatio  abfolvi-  fine  fubfidio 
calculi  differentiatis , propterea  quod  eadem  aequatio , quam 
calculus  differentiatis  fuppeditavit , prodit  fi  in  ipfa  aequatio- 
ne propofita  ponatur  * 4- « loco  x . Ceterum  vero  haec 
methodus  eliminandi  nimium  eit  operofa,  8c , fi  aequationes 
effent  altioris  gradus,  labor  penitus  foret  infuperabilis ; ex 
quo  multo  minus  iti  aequationibus  tranfeendentibus  locum 
habere  poteft . Quod  fi  autem  ponamus  duas  aequationis  pro- 
pofitae  y—  o radices  inter  fe  elle  aequales' , tum  ob  a=z  o, 

aequa- 
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d y 

aequatio  differentiatis  abit  in  hanc  ~-  — o.  Quoties  ergo  quae- 

d x 

piam  aequatio  y—  o habuerit  duas  radices  aequales,  toties 

d y ' 

erit  ~—o;  atque  hae  duae  aequationes  coniunflae  praebebunt 
eum  ipfius  x valorem  , cui  binae  radices  funt  aequales.  Un- 
de viciffim  fi  ambae  aequationes  y — o & ~ — o commu- 
nem habeant  radicem,  ea  erit  radix  duplex  aequationis  y — o. 
£ venit  autem  hoc , fi  poflquam  quantitas  * ope  duarum  ifla- 
• d y t 

rum  aequationum  y~  c A — = ° penitus  fuerit  eliminata , 

perveniatur  ad  aequationem  identicam . Sic  fi  proponatur  ae- 
quatio: ' x3  — zxx — 4x-f-8  = o 

erit  quoque  jxx — 4* — 4 = 0,  cuius  duplum  ad  eam  addi- 
tum dat  * ’ -f  4xx  — 1 ix  — o feu  xx  -J-  4*  — x 2 = o cuius 
triplum  eft  3 xx-\-i?.x — 36  = 0 
fubtrahatur  ^xx  — 4* — 4—0 


1 6x  — 3;  = o 

X 2 ZiZ  O 

Cum  ergo  prodierit  x=^zt  fubfli ruatur  hic  valor  in  una 
praecedentium  3**  ~ 4X  — 4 = 0,  8c  prodibit  aequatio  iden- 
tica  12  — S — 4 = 0 , unde  colligitur  aequationem  propofi- 
tam  x 1 — 2xx — 4* +8=0  duas  habere  radices  aequales; 
nempe  2. 

246.  Si  igitur  habeatur  aequatio  algebraica  quotcumque 
dimenfionum : 

x-  -f  A *»-  1 -f  + Cx*“3  + Dx"r+  + &c.  = o 

quae  duas  habeat  radices  inter  fe  .aequales  , erit  quoque 
nx”  ““'-f-  («-1  )A*  ” ~ *4(?/-2  )Bx " — 3+ (»  -3  )C*  * _ t4.(»-4)D*”~s 
-f-  &c.  = o . 

Scilicet  illius  aequationis  radix  duplex  fimul  erit  radix  iftius 
aequationis . Multiplicetur  illa  per  n , ab  eaque  liaec  per  x 
multiplicata  fubtrahatur  , prodibitque  haec  nova  aequatio : 
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Ax'-'  -\-zBx’~'  + 3C*"-3  4-4^*'  4 + &c.  = o.  Nunc 

addantur  prima  per  « & haec  per  b multiplicatae  erit  : 
ax  •'■\-{aJrb)kx  “ - " ” * +-('+?  ^)C*  * ~ J+  &C-  ==  O 

quae  aequatio  cum  ipla  propofita  coniunita  monftrabit  radices 
aequales , fi  quas  habet  propofita  . Cum  igitur  quantitates  a & b 
pro  lubitu  alfumi  queant,  coefficientes  a , a + b,  « + 26,  &e. 
progrelfioncm  quamcunque  arithmeticam  repraefentant . Quam- 
obreni  fi  aequatio  quaecunque  habeat  duas  radices  aequales , 
eae  invenientur , li  finguli  aequationis  propofuae  termini  mul- 
tiplicentur per  terminos  cuiufvis  progrelfionis  arithmeticae  ref- 
pecdive;  nova  enim  aequatio  hoc  modo  refultans  eam  radicem, 
quae  in  propofita  bis  ineft , quoque  continebit . Sic  aequatio : 
**  + A*,  — * 4-Ba?  ” “ * + C#"~,+  D*“— ♦+  &c.  = 0 
fi  eius  termini  multiplicentur  per  progreflionem  arithmeticam 
hanc  : « ; • + b ; a + zb  ; • +■  3^  ; • + 4^  > &c. 

prodibit  nova  aequatio  haec: 

*x"  -\-(a±b)AxH~ 1 -^-(a^.zb)Bx“~  2-J-(<,-l-3^)^**T~  ^ &c*^° 
quae  cum  illa  coniunfda  radices  aequales  oftendet . Haecque 
eft  regula  fatis  cognita  inveniendi  radices  aequales  cuiufcun- 
que  aequationis. 

147.  Si  aequatio^  = o tres  habeat  radices  aequales  non 

. d y . ddy  r 

folum  erit  -f-  = o , fed  etiam  erit  — — = ° ; 11 

dx 

quidem  pro  x ftatuatur  eius  radicis  valor , quae  in  aequatio- 
ne y = o ter  ineft . Ad  hoc  oftendendum  ponamus  aequatio- 
nem y = o tres  habere  radices  huiufmodi  *,*  + *>  & 
x 4*  b,  quae  primum  intervallis  finitis  a & b a fe  invicem 
diferepent ; & quia  y evanelcit,  fi  loco  x tam  x-ha,  quam 
x + b fcrib&tur , erit : y *=  o 

. .+'A+ i±w+‘A^+'2l2+lcc=o 

dx  zdx 1 6dx*  24 dx* 

bdy  b 1 ddy  b*dxy  b*d*v  . - 

v 4- 4- H 4- h tscc. ==  ® 

dx  zdx*  6dx 5 24  dx* 

a qui- 
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a quibus  binis  pofterioribus  fi  prima  fubtrahatur  erit : 

-f-  &c.  = o 


ii 

t 

addy  ^a*d)y 

4, 

a*  d*y 

dx 

T 

2 dx*  6dx * 

1 

24  dx 4 

dy 

bddy  j b1  d' y 

1. 

b*  d*y 

dx 

T 

2 dx 1 6 dx* 

T 

24  dx* 

Subtrahantur  quoque  hac  a (e  invicem  , divifioneque  per 
.1  — b iiiila  erit : 

ddf  ( a\.b)d*y  (na  4.  ab  J.  bb)  d 4 y 

• — ; — ■ -f- ; H ; T &C.  = O . 

zdx'  6dx*  24  dx* 

Ponitur  iam  a = o Sc  b~  o,  ita  ut  tres  illae  radices  inter 
fe  fuit  aequales , eritquc  ob  terminos  evanefcentes : 
dy  ddy 

r = »i  s=»;  & *;=»- 

248.  Quoties  ergo  aequatio  y = o , tres  habeat  radices 
aequales  puta  /,  /,  tum  illa  quantitas  f erit  quoque  ra- 

dy  # 

dix  non  folum  huius  aequationis  — = o fed  etiam  huius 

dx 


ddy 


— — = 0.  Hinc  manileftum  eft  , cum  f fit  radix  communis 
dx*  ’ J 

dy  . . ddy 

aequationis  — = 0,  Sc  eius  difterentialis  — = o ,.  eam  in 


dx 1 


dy  f ] 

aequatione  — = 0,  bis  ineflfe  debere,  per  ea  quae  ante  de- 


binis  radicibus  aequalibus  ofiendimus . Quare  fi  aequatio : 
x"  + A *•— • + B'*  — * + C x"-t  -f  D*"- ♦ + &c.  =0 
tres  contineat  radices  aequales  /,  f,  /,  fi  eius  termini  per 
terminos  progreffionis  arithmeticae  cuiufvis  multiplicentur , 
tum  aequatio  refultans  binas  habebit  radices  aequales  f Sc  f: 
quamobrem  ea  denuo  per  progreffionem  aritlxmeticam  quam- 
cunque multiplicari  poterit,  ut  prodeat  aequatio  eamdem  ra- 
dicem f femel  comp)e£lens.  Obtinebuntur  ergo  tres  aequa- 
tiones communem  radicem  f habentes , ex  quarum  combina- 
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tione  haec  ipfa  radix  facile  elicietur.  Si  enim  eiufmodi  pro- 
greffioues  arithmeticae  eligantur , quarum  vel  primus  vel 
ultimus  terminus  fit=o,  tum  aequatio  prodibit  uno  gradu 
inferior,  ficque  eliminatio  eo  facilior  evadet. 

24p.  Simili  modo  oflcndetur,  fi  aequatio  _y  = o qua- 
tuor  habeat  radices  aequales  f,  /,  J\  f\  tum  polito  x ~ f 

non  folum  fieri  y = o, o,  & ^-^  = 0,  fed  etiam  fo.e 
J dx  . dx'  ’ 

— Scilicet  uti  aequatio  y — o quater  continet  ra- 

d y 

dicem  x—f\  ita  aequatio  — eandem  radicem  ter;  aequatio 

dx 

ddy  . d 5 v 

vero  — — =0  bis,  & aequatio  — — — o lemel  complefletur . 

dx  * dx 3 

Hoc  quoque  facilius  perfpicietur,  fi  perpendamus  funilionem  y 
hoc  cafu  huiufmodi  formam  (* — f)*  X habere  debere,  deno- 
tante X funflionem  quamcumque  ipfius  x.  Hac  forma  alfum- 

:^  = (*-/) 3 (4X  + ^ dx  'X') ’ ide0(iue  P2r  (*  '/) * 


ta  erit: 


dx 


divifibilis.  Similiter  porro  habebit  faflorum  ( x -f)  * , 

& faflorern  x - f ; ex  quo  perfpicuum  elt , fi  radix 

x —f  in  aequatione  y = o quater  infit , eam  in  aaquatione 

dy  . -.ddy  ,.  . d*y 

■j^  — q ter  , in  aequatione  = o bis , atque  m =1  o 

femel  adhuc  inefTe  debere. 


CA- 
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DE  MAXIMIS  ET  MINIMIS. 


250. 

Si  funflio  ipfiu<:  x ita  fuerit  comparata , ut  credentibus  va- 
loribus  x ipfa  continuo  credat  vel  dccredat , tum  illa  fun- 
flio  nullum  habebit  valorem  maximum  minimumve . Qui* 
cunque  enim  huius  futdlionis  valor  con fideret ur , fcquentes 
erunt  maiores,  praecedentes  vero  minores- Huiufniodi  fun- 
6lio  ell  x*  -hx,  cuius  valor  credentibus  x continuo  crefcit , 
decrcfcentibus  vero  x continuo  decrefcit ; maximum  ergo 
haec  funclio' valorem  alium  induere  nequit,  nili  ipfi  x va- 
lor maximus , hoc  ell  infinitus  tribuatur ; fi  n>  i lique  modo 
minimum  obtinebit  valorem,  fi  ponatur  x — — ©o-  Nifi 
autem  funilio-  ita  fuerit  comparata,  ut  credente  x continuo 
credat  decredatve,  maximum  vel  minimum  alicubi  habebit 
valorem ; hoc  ell  eiufmodi  valorem,  qui  fit  vel  maior  vel 
minor,  quam  antecedentes  8c  fequentes.  Sic  illa  funclio 
xx  — zx  + 3 minimum  valorem  induit , fi  ponatur  x = 1 , 
quicunque  enim  alius  valor  ipfi  * tribuatur,  perpetuo  tun* 
flio  maiorem  adipifcetur  valorem . 

251.  Quo  autem  natura  maximorum  ac  minimorum  cla- 
rius perfpiciatur , ponamus  y eiufmodi  elfe  fun&ionem  ipfius 
x,  quae  maximum  obtineat  valorem,  fi  ponatur  x~f\  at- 
que intelligitur , fi  x ponatur  five  maius  five  minus  quam  /, 
tum  valorem  ipfius^  inde  oriundum  minorem  fore  illo,  quem 
induit  fi  ponatur  x — f.  Simili  modo  , fi  pofito  x =f, 
funilio  y minimum  obtineat  valorem , neceffe  efl  ut , five  # 
ponatur  maius  quam  f five  minus , femper  maior  ipfius  y 
valor  refultet : haecque  ell  definitio  maximorum  & minimo- 
rum abfolutorum.  Praeterea  autem  quoque  funilio  y maxi- 
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mum  valorem  recipere  dicitur  polito  verbi  gratia 
dummodo  i ite  valor  maior  fuerit  quam  proximi  (ive  fequen- 
tes  five  antecedentes,  qui  oriuntur,  fi  x aliquantillum  five 
maius  five  minus  quam  f ftatuatur ; etiamfi  aliis  valoribus 
loco  x fublti tuendis  lanitio  y maiores  forte  valores  recipiat.. 

Similiter  funflio  y minimum  valorem  recipere  dicitur  polito 
x—fy  dummodo  ille  valor  minor  fuerit  iis,  quos  induit, 
fi  loco  x valores  proxime  five  maiores  five  minores  quam  f 
fubflituantur . Atque  in  hac  pofleriori  fignificatione  iliis  ma- 
ximorum & minimorum  vocabulis  utemur. 

252.  Antequam  autem  modum  offendamus  haec  maxi- 
ma & minima  inveniendi , notari  convenit  hanc  invelligatio- 
nem  proprie  in  iis  tantum  iplius  x functionibus  locum  ha- 
bere , quas  fupra  uniformes  vocavimus , Sc  quae  funt  ita 
comparatae,  ut  pro  fingulis  .ipfius  * valoribus  fingulos  pari- 
ter valores  recipiant,.  Biformes  autem  .&  multiformes  funftio- 
nes  vocavimus,  quae  pro  fingulis  valoribus  ipfius  * binos 
plurefvc  valores  inducunt , cuiufmodi  lunCtiones  funt  radices 
aequationum  quadraticarum  & plurium  dimenfionum.  Si  igi- 
tur y huiufmodi  fuerit  .fundlio  ipfius  x vel  biformis  vel 
multiformis,  tum  proprie  diei  nequit,  eam  pofito  x—f 
valorem  five  maximum  five  minimum  induere : quoniam 
enim  pofito  x—f  vel  duos  plurefve  valores  fimul  obtinet, 
atque  praecedentes  aeque  ac  fequentes  fint  numero  plures, 
diiudicatio  maximi  miuimive  non  tam  facile  inffituitur:  nili 
forte  omnes  funidionis  y valores , qui  fingulis  ipfius  x va- 
loribus refpondent , fint  imaginarii  praeter  unum ; quo  cafu 
huiufmodi  fuuiliones  fpeciem  funClionum  uniformium  men- 
tiuntur . Primum  ergo  functiones  uniformes  harumque  fpe- 
ciem meutientes  contemplabimur,  tum  vero  quomodo  iudi- 
cium  ad  multiformes  accommodari  debeat , indicabimus . 

253.  Sit  igitur  y funftio  ipfius  x uniformis,  quae 
propterea  , quicunque  valor  pro  x fubflituatur , femper  unum 
recipiat  valorem  realem , denotetque  x eum  valorem , qui 

fun- 

* * 

. . I 

J 

I 

. ' I 
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fun&ioni  y maximum  minimumve  valorem  inducat  . Priori 
ergo  cafu,  five  loco  x fubftituatur  x -f- « five  * — <*,  valor 
ipfius  y minor  erit,  quam  fi  « = o,  polteriori  vero  cafu 
maior . Cum  igitur  polito  * + « loco  x funitio  y abeat  in 
*dy  «'ddy  a>d*y 

y — ; — I — ■—  + “T  + &c- 


dx  ' zdx1  6dx% 
at  poftto  x — * loco  x 
v d y ' « 'ddy  « 3 d*  y 


xn 


dx 


-f f-  & c. 

2 dx  '•  6dx 3 


y>  y + 
y>  y — 


necelfe  ell  ut  cafu  maximi  fit 

*dy  x1  ddy  «'>d*y 

. f ■ I ' f c*cc» 

dx  zdx1  6dx 1 

« dy  a 'ddy 

— ■ — 4- . -f-  occ. 

dx  zdx1  6dx 3 


& 


In  cafu  autem , quo  valor  ipfius  y fit  minimus  erit : 


y <y  + 


ady  ( a1  ddy  *'‘d*y 


y <r 


dx 

*dy 


+ ~u~  + ~j— + &c' 


+ 


'ddy 


:3</3  : 


+ &C. 


dx  zdx1  6dx 3 
2 54.  Quoniam  haec  evenire  debent , fi  * denotet  quan- 
titatem minimam fiatuamus  * tam  parvum,  ut  eius  pote- 
llates  altiores  reiici  queant ; debebitque  tam  pro  cafu  maxi- 

a.  d y , * d y 

nti  quam  minimi  efle  — — = o . Nili  enim  — ■ — 

dx  dx 

elfet  = o , neque  valor  ipfius  y maximus  neque  minimus  efle 
pollet.  Hinc  tam  pro  maximis  quam  pro  minimis  invcltigandis 
haec  habetur  regula  communis , ut  differentiale  propolitae  y 
nihilo  aequale  ponatur,  eritque  ille  ipfius  x valor,  qui  fun- 
ctionem reddit  vel  maximam  vel  minimam , radix  illius  ae- 
quationis . Utrum  vero  valor  hoc  modo  inventus  ipfius  y 
luturus  fit  maximus  an  minimus , incertum  relinquitur ; quin 
etiam  fieri  potell,  ut  y neque  maximum  neque  minimum 

fit 


fit  futurum:  tantum  enim  invenimus  utroque  cafu  fore  ~ = o, 

d x 

neque  viciffim  affirmavimus,  quoties  fit  — ^ = toties  qtio- 

d x 

que  valorem  pro  y prodire  vel  maximum  vel  minimum. 

255.  In  teri  in  tamen  ad  cafus,  quibus  valor  ipfius 
vel  maximus  vel  minimus  evaJat,  invcftigundos  haec  prima 
operatio  indi  tuenda  eft , ut  diflercntiale  fun&ionis  prupofitaa 

d y 

nihilo  aequetur,  atque  ex  aequatione  — = o omnes  ipfius  x 

d x r 

valores  eliciantur.  Quibus  inventis  deinceps  difpiciendum  erit , 
utrum  iis  funflio  y maximum  induat  valorem,  an  minimum, 
an  neutrum ; oftendemus  enim  fieri  polle , ut  neque  maxi- 

. . dy 

mum  neque  minimum  locum  habeat,  etiamfi  fit  — = 0.  Sit 

dx 

f valor  feu  unus  ex  valoribus  ipfius  x,  quem  obtinet  ex 
d y . 

aequatione  --=0,  hicque  valor  fubfiituatur  in  expreffionibus 
d d y d'y 

7T7’ 


&c. 


. d d y 

fiatque  hac  fubftitutione  — - — p ; 


d'y  • d*y 


dx' 


’ dx  * 


r & c.  Abeat  autem  funftio  ipfa  y pofito 

f loco  x in  F , atque  fi  loco  x ponatur  / + a , ifta  fun- 
ftio  abibit  in 


F -f~  — a'  p -J a > » -f-  — a ♦ r +•  &c. 

2 6 24 

fin  autem  loco  x ponatur  f — a prodibit 

_ , 1 1 .1 

F + — a*p—~ — — a *r — &c. 

2 r 6 24 

unde  patet , fi  t>  fuerit  quantitas  affirmativa , utrumque  valo- 
rem maiorem  fore  quam  F,  faltem  fi  a quantitatem  valde 

parvam 


1 


CAPUT  X. 


4*J 


parvam  denotet , ac  propterca  valorem  F , quem  funflio  y 
induit  polito  x—f,  tore  minimum.  Sin  autem  p fit  quan- 
titas negativa,  tum  valor  x—f  funilioni  y inducet  valorem 
maximum. 

2 ;j<5.  Quodfi  autem  fuerit  p — o,  tum  fpeclari  de- 
fiet valor  iplius  q , qui  fi  non  fuerit  ==  o , valor  ipfius  y 
neque  maximus  erit  neque  minimus;  nam  polito  * = 


/+a 


enc 


F +-  a * <7  > 

» O 


F a»  q < F. 

6 1 


F & pofito  x — f — a erit 
Sin  autem  quoque  fuerit  q — o , ad 


quantitatem  r erit  refpiciendum , quae  fi  habuerit  valorem 
affirmativum  valor  funaionis  F , quem  recipit  pofito  x—f , 
eric  minimum ; lin  autem  r habeat  valorem  negativum , erit 
F maximum.  At  fi  quoque  r evanefeat  iudicium  ex  fequentis 
litterae  t valore  erit  petendum,  quod  fimile  erit  illi,  quod 
ex  littera  q formavimus.  Scilicet  fi  s non  luerit  = o,  tun- 
ilio  F neque  maximum  erit  neque  minimum ; fin  autem  fit 
quoque  i-o,  tum  fequens  littera  t , fi  habeat  valorem  af- 
firmativum indicabit  minimum  , lin  autem  habeat  valorem 
negativum,  indicabit  maximum.  Verum  fi  & haec  littera  t 
evanefeat,  tum  in  iudicando  ulterius  ell  procedendum  eodem 
prorlus  modo , quo  in  calibus  praecedentibus  fumus  ufi  . Sic- 

dy 

qje  de  qualibet  radice  aequationis  — = o indagabitur,  utrum 

funilioni  y inducat  valorem  maximum  an  minimum , an 
neutrum ; atque  hoc  niodo  omnia  maxima  & minima , quae 
quidem  fuuitio  y recipere  poteft , invenientur. 

dy 

257.  Si  ergo  aequatio  A-  — o duas  radices  habeat  ae- 
quales , ita  ut  faclorem  habeat  quadratum  ( x — f) 1 , tum 
pofito  # =/  fintul  ~j~~-  evanefeet , eritque  p = o , non  au. 

tem 
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tem  q.  Hoc  ergo  cafu  funflio  y neque  maximum  neque  mi- 
nimum valorem  induet.  Sin  autem  aequatio  ~ — o tres  ra- 

(J  d 

dices  habeat  aequales,  feu  ~ favorem  cubicum  (x  — /) ! r 


_ r . dd  y _ </5  V . d*V 

tum  ponto  *—fy  net  — o & ^-;  = o;  non  autem  . 

Huius  ergo  termini  valor  fi  fuerit  affirmativus  indicabit  mi- 
nimum, fin  negativus,  maximum.  Iudicium  ergo  ante  exoli- 

catum  huc  redit,  ut  fi  expreflio  ftilorcm  habuerit  (*-/)’  T 


exifiente  » numero  impari , funclio  y , fi  in  ea  ponatur 
x=f,  valorem  iit  acceptura  vel  maximum  vel  minimum;: 
fin  autem  exponens  n fuerit  numerus  par , tum  fubltitutio 
x—f  neque  maximum  neque  minimum  valorem  producat » 

258.  Deinde  inventio  maximi  ac  minimi  faepenumero 
non  mediocriter  adiuvabitur  fequentibus  confiderationibus. 
Quibus  Icilicet  cafibus  funflio  y fit  maximum  vel  minimum, 
iiidem  cafibus  fiet  quodvis  eius  multiplum  ay  , fi  qaidem  a 
fuerit  quantitas  affirmativa,  itcmque  y J,  yJ,  y7,  &c.  atque 
generaliter  ay " , fi  quidem  >1  fuerit  numerus  affirmativus  im- 
par , pariter  maximum  vel  minimum ; quoniam  huiufmodi 
formulae  ita  funt  comparatae , ut  crefcentc  y crefcant , & de- 
crelcente  y,  decrefcant . Quibus  autem  cafibus  fit  y maximum 
vel  minimum,  iiidem  cafibus — y,  — ay,  b — ay,  & genera- 
liter b — «y"  exifiente  n numero  affirmativo  impari,  fiet 
ordine  inverfo  vel  minimum  vel  maximum.  Similiter  quibus 
cafibus  y fit  maximum  vel  minimum,  iiidem  cafibus  formulae 

a n a a 

hae  — , — , — , Sc  generaliter  — ±b , denotante  a 

y y'  y'\  r 

quantitatem  affirmativam  & n numerum  affirmativum  impa- 
rem , fient  inverfo  ordine  vel  minimum  vel  maximum ; fin 
autem  a fuerit  quantitas  negativa,  tum  ifiae  formulae  maxi- 
mum impetrabunt  valorem , fi  y fuerit  maximum  , & mini- 
mum , fi  y fit  minimum.  259. 
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25$».  Ad  pateftates  ■ autem  pares  haec  non  item  traduci 
poiTunt  : quoniam  enim , fi  y valores  recipit  negativos  , cius 
potekates  pares  y*,  y4,  & c.  valores  affirmativos  inducunt , 
fieri  pote  fi , ut  dum  y minimum  valorem  negativum  fcilicet 
recipit,  eius  potettates  pares  fiant  maxima.  Huius  igitur  con- 
ditionis ratione  habita  affirmare  poterimus , fi  y fuerit  ma- 
ximum vel  minimum,  exiffente  eius  valorc  affirmativo,  tunt 
eius  poteftates  pares  y*  , y 4 8<c.  quoque  lore  maxima,  vel 
minima.  Sin  autem  valor  ipfius  y negativus  fuerit  maxi- 
mum , tum  eius  quadratum  yy  accepturum  efle  valorem  mi- 
nimum , & contra  fi  vuior  ipfius  y negativus  fit  minimum , 
tum  y’,  y4,  &c.  fore  maximum . Quodfi  vero  exponentes 
ipfius  y pares  fuerint  negativi ,.  tura  contrarium  eveniet . Ce- 
terum quae  hic  de  exponentibus  paribus  & imparibus  anno- 
tavimus, ea  non  folum  pro  numeris  integris  valent,  feJ 
etiam  pro  fraftis,  quorum  denominatores  funt  numeri  im- 
pares; in  hoc  enim  negotio  fraftiones 

....  x 4 2’  4 * „ 

numeris  imparibus  ..  at  — , — , — &c.  numeris  pari-- 

. 1 3 5 5 7 

bus  aequivalent . 

160.  Sin  antem  denominatores  luerint  numeri  pares , 
tum , quoniam  fi  y negativum  habet  valorem , eius  potefta- 
i x 

tes  y *;  y4;  & c.  fiunt  imaginariae;  hoc  tantum  de  iis  affir- 
mari poterit,  fi  valor  iplius  y affirmativus  fuerit  maximum 

...  » i *'  . 

vel  minimum,  tuin  qucrque  y»; y»;  y4;  &c.  fore  pariter 

— - — -i 

vel  maxima  vel  minima ; contra  autem  y y x,  y %8cc. 
minima  vel  maxima.  Quia  autem  haec,  irrationalia  fimul 
geminos  valores  habent , alterum  affirmativum  , alterum  ne- 
gativum , de  negativis  contrarium  erit  tenendum , quod  hic 
ele  affirmativis  diximus . Sin  autem  valor  ipfius  y negativus 

O o o evadat 
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evadat  maximum  vel  minimum  , tum  quia  huiufmodi  pote- 
flates  omnes  fiunt  imaginariae , neque  maximis  neque  mini- 
mis annumerari  poterunt  . His  igitur  fubfidiis  inveffigatio 
maximi  & minimi  faepe  admodum  reddetur  facilis , quae  alias 
futura  cflet  vehementer  difficilis.  : • •'*'  ■'  t - 

z6i.  Quoniam  haec  proprie  ad  funfliones  rationales, 
quippe  quae  fiint  folae  uniformes,  pertinent,  primum  funftio- 
nes  integras  evolvamus , atque  maxima  minimaque  quae  in 
ipfis  occurrunt  indagemus . Cum  igitur  huiufmodi  funfliones 
ad  hanc  formam  referantur:  *• 

*'  + Ax- • + Baf’~*  + C^'-i  + &c.. 
jjrimum  patet  earum  valorem  maiorem  fieri  non  pofTe,  quam 
jt  ponatur  x — oc  ; tum  vero  fi  x~  — oo  valor  huius 
formulae  prodit  r ce",  fi  » fit  numerus  par,  at  — oo"fi 
n fit  numerus  impar,  qui  propterea  valor  erit  omnium  mi- 
nimus . Dantur  autem  praeterea  faepe  alia  maxima  & mini- 
ma eo  fenfu  , quem  his  vocibus  attribuimus,  quae  fequenti- 
bus  exemplis  illuftrabimus - 

EXEMPLUM  I. 


Invenire  valeret  ipjtus  x,  quibus  haec  funttio  (x — a)" 
jir  maximam  vel  minimum  . 

dy 

Pofito  (x  — erit  --=»(,* — a)n  ',  quo  pofito 

dy 

no,  fiet  x — a.  Cum  icitur  --  fa&orem  habeat  (x  — 

ax 

ex  §.  257.  intelligitur  y maximum  minimumve  efte  non  pof- 
fe  , nili  fit  n — • 1 muticius  impar,  fcu  n numerus  par.  Quia 
autem  dum  fit 


d n y 

— =»(»—!)  (»  — 2)  . . I 

hoc  eft  numerus  affirmativus,  fequitur,  valorem  ipfius  y po- 
fmt  x — a proditurum  efie  minimum.  Quod  quidem  facile 
patet  ; nam  pofito  x — a fit  y — o ; & fi  *•  ponatur  vel 

maius 
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malas  vel  minus  quam  a , ob  n numerum  parem , accipiet  y 
valorem  pofitivum  hoc  eft  nihilo  maiorem;  lia  autem  n fue- 
rit Humerus  impar,  tum  funflio  y~(x — a)"  neque  maxi- 
mum neque  minimum  admittit . Perfpicuum  autem  porro  efl 
hoc  idem  valere,  fi  n fuerit  numerus  fraflus  five  impar  fi- 

. i . . . ..  i > *•-  /i  t • >■  • i . 

ve  par.  Scilicet  (as — a\  y fiet  pofito  x~s  minimum,  fi 
y.  fuerit  numerus  par ' & v impar ; (in  autem  uterque  fuerit 
impir,  neque  maximum  dabitur  neque  minimum. 

EXEMPLUM  II. 

Invenire  Cafus  quibus  velor  huius  formulae  xx  -f-  3X  -f-  2 
jit  maximum  vel  minimum 

• 1 ; • . c ^ . ' d dy 

Ponatur  xx  -f'  3*  -f  2 —y  , erit  — = zx  -f  3 , — ; — = x . 

dx.  zax  * 

Statuatur  ergo  zx  + 3 = o , fiet  x = — f;  qui  cafus  utrum 
maximum  an  minimum  producat  , cognofcetur  ex  valore 

■■  j --=  1 , qui  cum  fit  affirmativus,  quicquid  fit  x , indicat 

minimum.  Pofiro  autem  x — — f fit /=  — & fi  alii 

quicumque  valores  ipli  » tribuamur  , valor  ipfius  y inde 
oriundus  perpetuo  maior  erit  quam  — j.  Ex  natura  quo- 
que ipfius  formulae  xx  +-  jx  -f-  2 pcrfpicitur,  eam  minimum 
valorem  habere  debere ; nam  cum  in  infinitum  excrefcat  five 
ponatur  * z -foo  five  x = — 00,  necefle  eft , ut  quifpiam 
valor  ipfius  x ipli  y omnium  minimam  quantitatem  inducat . 

E X E M P L U M III. 


Invenire  cafus  , quibus  txprejfio  haec  x — axx  + bx— -c 
maximum  minimumve  valorem  accipit . 

d y 

Pofito  y — x 1 — atx  -J-  bx  — c ; erit  — — $xx  — zex  + h 

a m 


& 


d'y 

6 dx* 

O 


00  2 


Statuatur  ergo 

■dr 


/ 


I 


— 3**  — 2**4  b—o;  erit  * = 
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cx  quo  intelligitur,  nili  fit  <*>  36,,  formulam  propofitam 
neque  maximum  neque  minimum  elfc  habituram . Sin  autem 
fu  aa^ib,  duobus  cafibus  fit  maximum  vel  minimum. 

"Hinc  vero  oritur  — 3 b) , unde  intelligitur 

.2  d * 3 

, * 4 V (a* 3^)  . , r 

nifi  fit  <m=  zb,  valorem  .•*=.— . reddere  for- 

mulam ^ = x 1 — gxx  + bx  — c minimam  alterum  vero 
x ^ ^aa- — maximam . Quanti  autem  futuri  ifti  fint 

ipflus y valores , cum  fit  3**- iax+b—o  feux»-y  axx  4 \ tx=o; 

• *aa  , *b 

.erit  y =?=  -Txxx-f-f^x-r  & ob  \ axx x-j =0  , fit 

9 9 

/=»(3  *-«;«+—*— — — — + Z7 

4 — c,  fivey  = -~+  — — (>-3*)',  ubi  figuum 

9 :2?  i.  . 27 

fuperius  valet  pro  minimo,  jnierius  autem  pro  maximo.  Ke- 

d_dy 

Jiat  ergo  cafus  quo  a a ~ zb  , in  quo  cum  fiat  = o , fe- 

quens  vero  terminus  — -A=  I,  non  fit  ^=0,  fequitur  lio: 
1 • odx3 

cafu  formulam  propofitam  neque  maximum  neque  mlninjum 
efle  recepturam  . 

EXEMPLUM  IV. 

Invenire  caf»s  quibus  haec  funftio  ipfius  x ; 

X ♦ — 8xJ  4 2 2X* ,24X  + 12 

fit  maximum  vel  minimum  . 

Pofito  yt=n*  — 8»s  — 24*-f-n;  erit 

dy 
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— — 4*’— »24xl  + 44x—  24 
dx 
ddy 

— zxz6x' — iAx  + 12 

2 dx  1 


Statuatur  nunc  4*J  — 24**  "t*  44*  24  — 0 k*u 

dx 

xi—  tx*+  lix—  6 =0  , orientur  tres  valores  reales  pro 

d dy 

„;!.*=  i ; II.  *=1  ;III.  *=  3-  Ex  primo  valore  fit —=4, 
ideoque  pofito  x = 1 funaio  propofita  fit  minimum . Ex  fe- 
cundo valore  * = 2 fit  ^-=-2,  ideoque  funaio  propofita 
2aic%  ddy  .1 

maximum  . Ex  tertio  valore  * = 3 fit  ^7  = + 4 j ideoque 

funaio  propofita  iterum  minimum . 

EXEMPLUM  V. 

Propofita  ft  haec  funSi»  y = x * — 5x«  + 3X’  + 1 > » 

quibus  cafwus  fiat  maximum  ntimmumvc  quaeri tm  . 

Cum  fit  — = 5*4 — iox’  + 15**  > formetur  aequatio 
dx  _ - j 

*4—  4v5+  3**  = o,  cuius  radices  funt  I.  « II.  x o; 
III.  x = 1 ; IV.  * = 3.  Quoniam  prima  & fecunda  radi- 
ces funt  aequales , ex  iis  neque  maximum  neque  minimum 

fequitur,  fit  enim  ^ = 0,  at  ^ non  evanefeit.  Tertia 

radix  autem  x = 1 , ob  ^^7  = io*3  3°*‘  I5X 

praebet  = - 5 , hocque  ergo  cafu  funaio  fit  maximum . 
2dx'  t. 

Ex  quarta  radice  * = 3 6*  ^7==  43»  idcoclue  funflio  Pr0' 

. 2‘ * EXEM- 

pofita  minimum . 
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EXEMPLUM  Vr. 

Invenire  cafius  quibus  baec  formula 
. y = lex*  — I2X*  ~h  15X4  — 20X3  -f-  20 
fit  maximum  vel  minimum  . 
d y 

Erit  ergo  ~ = do* 5 — 6ox*  +■  6ox 3 — 6ox 1 , 

ddy  d*  , , 

= 5at  — 4*»  ■+■  3#’  — 2*  . Formetur  aequatio 

6odx  * 

#5 — quae  cum  in  factores  refoljta 

fit  x2(x — i ) (xx  -f- 1)  = o , duas  habet  radices  aequales 
x = o,  & praeterea  radicem  x — i , duafque  infuper  ex 
-j- i — o imaginarias.  Cum  igitur  binae  radices  aequales 
x — o neque  maximum  neque  minimum  exhibeant , tantum 

ddy 

confideranda  fuperefl  radix  x — i , ex  qua  fit  ^ = 2 , 

cuius  valor  affirmativus  indicat  minimum. 

261.  Determinatio  ergo  maximorum  Sc  minimorum  pen- 
det a radicibus  aequationis  differentialis  ^-  = o,  cuius  pote- 

ftasfumma,  cum  fit  uno  gradu  inferior  quam  in  ipla  funSlio- 
ne  propofita  y,  (i  quidem  haec  fuerit  functio  ratio, lalis  inte- 
gra : manifeltum  eft  fi  iri  genere  proponatur  haec  funftio : 

x*+  Ax v~l  -f-  Bx" -*  -f-Cx •“I  -f-  Dor"-4  ■+•  &c.  =y 
eius  maxima  & minima  determinari  per  radices  huius  aequa- 
tionis: 

wx  1 4 (»-  i)Aat*— *4-  (»*2)Bor*— l4(n-3)Ca:*-•4-f^cc•=0• 

Ponamus  huius  aequationis  radices  reales  fecundum  ordinem 
quantitatis  difpofitas  efle  a,  6,  y,  8,  &d.  ita  ut  a fit  maxi- 
ma <0  <tt,  y & c.  Ac  primo  quidem  fi  hae  radices 

omnes  fuerint  inaequales,  unaquaeque  formulae  propofitae  y 
inducet  valorem  maximum  vel  minimum ; totque  idcirco  fun- 
ctio y habebit  maxima  vel  minima  , quo  aequatio  — ■ = 0 

ha- 
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habuerit  radices  reales  inaequales.  Sin  autem  duae  plurefve 
radices  ititer  fe  luerint  aequales,  res  ita  fe  habebit,  ut  duae 
radices  aequales  neque  maximum  neque  minimum  exhibeant ; 
ternae  vero  radices  aequales  uni  aequivaleatit : atque  in  genere 
li  numerus  radicum  aequalium  fuerit  par,  nullum  inde  refultat 
maximum  niinimuinve ; fiu  autem  fit  impar,  unum  inde  ori- 
tur live  maximum  five  minimum. 

263.  Quaenam  autem  radices  maxima  , & quae  mini- 
ma producant , fine  iiiblidio  regulae  amo  traditae  ita  defini- 
ri poterit . Cum  funftio  y pofito  x — 00  fiat  pariter  infini- 
ta , neque  valores  ipfius  x intra  limites  00  & * , ullum 
producant  five  maximum  five  minimum ; perfpicuum  ell  va- 
lores funflionis  y , dum  loco  * fucceffive  valores  ab  00  uf- 
que  ad  « fubftituantur , continuo  decrefcere  oportere;  ideo- 
que  valor  * a f co  funclioni  y maiorem  valorem  in- 
ducet , quam  valor  x — a : unde  cum  x = « maximum 
roinimumve  producat  , necelfe  ell , ut  hoc  cafu  funflio  y 
fiat  minimum  . Ulterius  ergo  x diminuendo  feu  ponendo 
* = « — a , valor  ipfius  y iterum  credet  , donec  fiat 


jf  = tT , quae  ell  fecunda  aequationis  ~ = o radix  maximum 

dx 


miuimumve  producens : quare  haec  (ecunda  radix  x = S ma- 
ximum praebebit,  & valor  x=ff — <a  minorem  efficiet  fun- 
flionem  y , quam  at  = ff , donec  perveniatur  ad  x = y , quae 
confequenter  iterum  minimum  generabit . Ex  quo  ratiocinio 


, , d y t 

perfpicitur , radices  aequationis  -L  s=  o primam  , 


tertiam 


quintam,  8cc.  minima,  fecundam  autem,  quartam,  fextam 
ucc.  maxima  exhibere.  Simul  autem  hinc  intelligitur  in  ca- 
fu  duarum  radicum  aequalium  maximum  & minimum  coa- 
lederc  , ficque  neutrum  locum  habere  . 

2154.  Si  ergo  in  funftione  propofita 
y = ar"  ~h  Ax  , — * + Bar*“  * -f-  Car'  — * -f-&c. 
maximus  exponens  « fuerit  numerus  par , aequatio 
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y , 

~ = ***-'  +(»  — i)  A*" s=o; 
dx 

erit  gratius  imparis , ideoque  vel  unam  habebit  radicem  rea- 
lem , vel  tres , vel  quinque , vel  numero  impares . Si  uni- 
ca radix  fuerit  realis , ea  dabit  minimum ; lin  tres  fuerint 
reales  , maxima  praebebit  minimum  , media  maximum , 8c 
minima  iterum  minimum ; & fi  quinque  radices  fuerint  rea- 
let,fuu£lio^  tria  habebit  minima  & duo  maxima;  ficque  por- 

• . dy 

ro  . At  fi  exponens  n fuerit  numerus' impar , aequatio  — =o 

ad  gradum  parem  pertinebit,  ideoque  vel  nullam  habebit  ra- 
dicem realem,  vel  duas,  vel  quatuor,  vel  fex,  Scc.  Primo 
safu  funftio  y neque  maximum  habebit  neque  minimum  : 
altero  cafu  , quo  duae  dantur  radices  , earum  maior  mini- 
mum , minor  autem  maximum  indicabit : quatuor  autem  ra- 
dicum prima  (quae  eil  maxima)  & tertia  minimum,  fecun- 
da vero  & quarta  maximum  producunt . Perpetuo  autem  quot- 
«unque  radices  fuerint  reales,  maxima  & minima  fc  mutuo 
alternatim  inlequuntur . 

i6%.  Progrediamur  ad  funfliones  rationales  fra£las , qui- 
bus altera  fpecies  fun&ionum  uniformium  conflituitur  . Sit 

igitur  ^>  = — , exiftentibus  Y?  & Q funftiouibus  quibufeunque 

iplius  * ; ac  primo  quidem  apparet , fi  ipfi  x eiufmodi  va- 
ior  tribuatur,  ut  fiat  Q=o,  nifi  fimul  P evanefeat , fun- 
ftionem  y evadere  infinitam , quod  utique  maximum  videa- 
tur. Nihilo  vero  minus  ifte  cafus  pro  maximo  haberi  ne- 
quit; cum  enim  fraflio  inverfa  ~ iifdem  cafibus  fiat  mini- 

p . Q 

fflum , quibus  propofita  — fit  maximum  , deberet  fraftio 

fieri  minimum,  fi  Q_evane(cit;  hoc  autem  non  femper  eve- 
nit , propterea  quod  adhuc  minores  valores , negativos  fcili- 

cet 
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regula 


cet,  imfuere  poffet . Hoc  igitur  dubio  exemto fi  ^ 
ante  data  confirmatur,  quod  maxima  & minima  ex  aequatione 

dy  QdP-MQ- 

o elici  debeant . Fiet  ergo  cafu  progofyq.^ — 

ideoque  Q,/P  - PiQ_  = o ; huiufque  aequationis  radices  effi- 
cient funilionena  y vel  maximum  vel  minimum . Atque  h 
dubium  fit,  utrum  maximum  an  minimum  docum  habeat  , 

confugiendum  eft  ad  valorem  , qui  fi  fuerit  affirmativus 

dx  . 

roinimujn  indicabit,  fih  autem  fit.  negativus  mabtimum.  Quod 
fi  vero  Sc  hic  valor  evanefeat , quod  evenit , fi  aequatio 
dv  v' 

_=  o habeat  duas  plurefve  radices  aequales ; perpetuo  ^te. 

4»  v ■ '■  - r"  'K'  — . - U‘J 

nendum  efl  radices  aequales  numero  pares  neque  maximum 
neque  minimum  producere.  * . 

EXEMPLUM  L 

■ ■ ^ x 

Invenire  cafus , quibus  funflio  fit  maximum 

■ ■ i + xx  . 1 

‘ vel  minimum  .. 

Primum  quidem  apparet,  hanc  funftionem  in  nihilum  abire  ca- 
fibus  tribus  * = ©o , » = o & * = - oo , unde  ad  minimum  duo 
recipiet  five  maxima  five  minima  . Ad  quae  invenienda  pona- 
x dy  I — x*  ddy  tfx  — 2* 1 

tur  y =• — — ; eritque  — = , & — =■  - 

i +*#  , dx  (i+xx)1  .^dx*  ( i * 

d y 

Iam  ftataarur-p  = o,erit  i — xx=ro,&  vclxz=+  i velx  = - i . 
d x 

( * ddy  4 . - ' _ 

Priori  cafu  * = ii  fit- — = : ideoque  y 

T dx*  23’  1 ■ 

ddy  4 , c '■  — • 

pofteriori  x = - i fit  — = + — j ideoque ^ rnitrim.  = -|.' 


maxim. 


Ppp 


Haec 


474 


C r A P U T X, 


^Haec  quoque  Ciclliys  inveniuntur  , fi  fra&io  propofita 

*»'  1 **  i 

— * invertatur , ponendo v = = *4 .dummo- 

I -f-  *fX  H.  X . 

<do  , recordemur  tum  quae  maxima  inveniuntur,  in  minima  & vi- 

ciflim  tranfmutari  debere.  Erit  autem  i-~.Sc  — = ~ . 

dx  ixx  dxx  x* 
dy 

Statuto  ergo  — = o, fit  xx—l  =o , indeque  vel  x = -f- 1 

d*  i i.„p  i.  - 9 r. 

*c=-i  ut  ante  . Atque  cafu  ,*=:  + i fit  — 2 

dx*  ’ 


vel 


ideoque  y minimum  , fc  formula  propofita  — maximum.. 

, ddy  - . -• 

Cafu  autem  * — - r , fit  — = -2,  unde  y maximum 

« * f M--I. 

te.  —minimum. 

E X E MPLUM  II. 

• • . r * . * — y.  . n2  * ?X  f XX  a ■ , . - \ 

Invenire  cajus  quibus  formula  — ; fit  maximum 

2+  3X-J-XX  J 


vel 


minimum  , 


xx  — 3*  + 2 . dy  - 

p°r,to  y —Tx+~U+2’  'mT»~ 

dl]y  __  — iax»  +72*  + 72  


6 x J — 1 2 

(**  4-  3*  4-  2)  * 


& _ Statuatur  ^ r=  of  fiet  vel 

dx * (**■  4-  3Af  4-  2)’  dx  ■ r 

x = 4-  / 2 vel  v — — /2  . Priori  cafu  .#  as  4 Vj , 

. ddy  48V2  + 72  _ .•  ,, 

erit  — — — . ideoque  affirmativum  , ob  de- 

dx'  (44-3^2)’  * 

nominatorem  affirmativum  1 hinc  erit  y minimum  =a=s 

4 — ■ J\^2  . • i „ . . . 

— a=  12/2  -vjiz-  o , 02J143725  . Pofteriort  afu 

4 + 3/2 


ii 


x = 
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, - c fi?  _ ~ W* .+  7*  . liC?:—  f//-),  — ., 

1 * dx*  * (♦~3Vr*)*  (4— 3/a)»  '■ 

ius  valor  ob  numeratorem  affirmativum  §c  denominatbrem 
negativum  erit  negativus  , ideoque  y fiet  maximum 

4 "f-  3^ ^ . y !;  . . nm "J  y >s'  > 

= — = — 12/2  — 17  =— 33  > P7°5*274-  -Qj» 

4 3 2 .mi  i x d,  : - s 

valor  ctfi  mmor  efi  quam  prior  malimus,  tamen  ideo  efc 

maximus,  quod  maior  fii  contiguis;  proximis*  qdi  oriuntur, 
fi  loco  n vel  aliquantillum  maiores  vel  minores  valores 
quam  — V v fubftituantur . Cum  i igitur  '/"i  ititer  limites 

■— & —■  contineatur , ‘ probatio  facile  inftimetur  lioc  modo: 

4 i'  i x i 

r.  * = 3-  fir  7 =-  ^ *=  4 cr,  0185-' 
fi  * = /afit  yzz  12  / 2- i7=-Oj  o2p4  minimum 


fi  <•=  t-  fit  y=z~~  =-q,  0*85, 


?5.  X I=a  vt  d 


. - t.  4 c . T x.  q ii  . irtJiis  i.  • 'j 

: .^.^=-35 

fi  *=-/2  (it  33  >9^  maximum'1  °“1'  ' 'u::u 

fi  *=-f  fit  /=*-«/ 

1 • d,  * 

-•EXEMPLUM  m. 

. V M*  M r.  ' 

biventri  tafiu\  fimbus  formula  XX  ‘*X  1 


formula  — fit  maximurp 

• . i x a t. 

’i  minimum  . 


Ppp  a 


x = 0 
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x — o vel  x = 2 : priori  cifu  fit  ideoque  erit  y 

maximum  = — i . Tofleriori  cafu  x=  2 fit  ~^-:=^,ideo- 

d x * 5 5 

que  y minimum  = — j etiamfi  illud  maximum  mir.us  fij 

"ZP  • ■>  . 5 ’ “ ; ‘ * | 

quam,  hoc  minimum . Probatio  parebit  ex  his  politionibus: 

71  . I !•  yf!  r r 

, '■>  fi  Xfsa-^  ; Jerit  y = - — > , 

3 " 

jj.j,i.f,ii  v.  fi  arem  r.  . y = - 1 maximum 

J_  7 

: oburi  /j:p*  nfll5r«i  •>  • * f — “r~* 


fi  x~i- 


J 

1 _ 19 

~;  -eru  7 = — 
3 y 3* 


fi  X=2 


^ \ 5 r»  u 'a  w 

y=  — minimum 

: S 

?•  -t>(t  \ 57  , — ” 

, fi  ar=2+— ; . 1 . / = — 

3 - - — -61  - -• 

Quod  autem , fi  ponatur  x ~ 1 , fiat  y — 1 , ideoque  > - r^ 
caufa  elt , quod  inter  valores  ipfius  x , 0 8c  1 contineatur 
unus , quo  fit  ^ s=^  00,.-...  rr  _ - . ; ■, 

EXE  MfL  U M rV. , 

Quaerantur  cafus  , quibus  batc  fraUio  — — — fiat  maxima 

• i i.,  "yi  J.'j  'X  xx.f.1 

■uti  mtmma. 

Tofito  yrr— — erit  -4=—— 

arir-f.'  f * dx . (ar4-**4  l,!1 

</</y  2* * + 18  a: 7 — 30* '< — itfx>4ia*  IT  , . • 

& — ^ — ; Habebi- 

dx'  . (x4 — xx4-.lj?, 

mui  ergo  hanc  aequationem:  «<+'4*4  — 4xx  -i  = 0, 
quae  icfolvitor-in  has  iduas  t ar*-'!  = q&x44  $x  * + r=r.o  x 

o,=  , •*-  ' ' " ** 


CAPUT  X.  477 

«uarnm  illius  radices  funt  x = 4- t & * = — i i haec 

vero  refoluta  dat  x*  = — , ex  qua  nulla  radix 

2 

realis  emergit.  Duarum  igitur  radicum  inventarum  prior 

ddy 

x = 4- ! facit  14,  ac  propterea  y maximum  = 1 ; 

dxx 

• ddy 

altera  radix  x=  — 1 facit  — 7-=+  14  ac  propterea  > 

d x' 

minimum  = — 2 • 

EXEMPLUM  V. 

X * — X 

Invenire  eefut , quibus  heet  fraflio  " A ; fi*  ntaximum 

- : vel  minimum  . 

— k . <J> — x*  4 2x4-f-  2x»  — 1 

Polito  y *♦-*»+ 1’  dx  (»♦-«*  4 i)  * 

& ^=2JLl^^i8^+±o1.>  Faflo  autem 
. dx*  {x*  — -**  + l)S 

— = o,  erit  x‘  — 2x4  _ 2x>  + 1 = o,  quae  divifa 

J X f'  ! 

per  xx+J  dat  x4  — 3*»+i=o,  haecque  ulterius  refol- 
vitur  in  xx  — x — 1=0  & xx  -f- x — - 1 = o , unde  fequen- 
tes  quatuor  oriuntur  radices  reales : 

.=  Ufl; 

1 -V  IU.  » = ——5  . - IV.  — ^ 1 . 

2 2 

Quae  cum  omnes  in  aequatione  x4  3**  + * — • 
.«ontineantur , pofito  xt^  jxx—  1 fret  pro  omnibus 

ddy  2x(j0-20xx)  5(1  -2xx)  5^ 1 2 ~ ***) 

Iit*  8x*  ' _ 2X>  ”"2X(3XX-I) 

- ■*  t a. 
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& v = 


X 3 X XX  I 

2XX  2* 


Pro  duabus  autem  prioribus  ex  aequatione  xx  = *-f-  i ortis 
d dy  _ — 5(^*+  x)  __  — 5(ax+  i) 

2x(3*-h2<)  2 (5x4- 3)  > 


erit  — — =■ 


& jy  = i 


Prima  igitur  radix  x = ^— dat  — = 5 2 4-  5 ) 

- * 2 dx1  - i ! + 5 V 5 


ideoque  eft  y maximum.  Secunda  radix  * = 

d_dy_  _ — 5(2— ✓ S)  __  — 5(  ^ 5 ~ 2) 
d*  * ~ Iirj  / 5-  5 ✓ 5 — 1 1 ’ 


1 — /5 


, dat 


ideoque  y — ? 


erit  quoque  maximum . Duae  reliquae  radices  dant  y—  — f 
minimum. 

2tftf.  tm.  his  igitur  exemplis  exploratio,  utrum  va- 
l°r  qui  (piam  inventus  maximum  an  minimum  producat , 

facilius  inftitui  poterit:  cum  enim  fu  — = o valor ' ter- 

dx 

. . ddy  . ' ' , ... 

11,1111  ~J~T  ’ * eius  aequationis  ratione  habita  , fimpliciui  ex- 

.....  P 

primi  poterit.  Sit  enim  propofita  fraflio  y = — - cum 


QdP  — PdQ 

QQ  ’ * 

r _ d(QdP  — PdQ)  __  adQ/QdP— PdQ) 

Q’  ' Q*  _ 

ob  QdP  PdQ  — o hic  pofterior  terminus  evanefcit , 

, __  d.jQdP  — PdQ)  _ QddP  — PddQ  ' . 

....  ~ Q‘  ; ' 

mam  vero  ludicium  ex  huius  termini  valore  live  affirmativo 
five  negativo  petitur,  denominator  autem  Q.*  perperuo  fit 

affirma-. 


fit  dy 
d d y — ■ 

pb  QdJ 
eritque  ddy 


QdP PdQ=  o J erit 

At  vero 
wfcit , 
Quo- 
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affirmativus;  ex  folo  numeratore  negotium  ita  confici  poterit,, 

d(  QdP — P dQ) 

i : ) . dx * , 

fuerit  affirmativum  , minimum  pronuncietur , fin  fit  negati- 

//  y 

vum  maximum . Sive  noftquam  inventum  fuerit  — , cuius 

d x ' , 

r ......  R dR 

forma  erit  huiufmodi  — , tantum  quaeratur  —j— ; oc  quae 

radix  huic  expreffioni  valorem  affirmativum  inducit  * ex  ea 
proveniet  minimum,  & contra  maximum.  ' 

2 67.  Si  ' denominator  fraflionis  propofitae  fuerit . 
quadratum  feu  altior  potcftas  quaecunque , ita  ut  fit 
• P - -r  QdP—  «PdQ  • « 


; fiet  ■ */  = 
QdP  — nPdQ  _ 


& , pofito 


erit 


r , ob  R zz  o , 


Q*  +> 

dy  R . . 

-/•==——■7-;  & maxima 
dx 

minimaque  determinabuntur  ex  radicibus  aequationis  R = o . 

^ , r ddy  QdR  — (»+i)R</Q 

Cum  deinde  fit  

fiet  ; cuius  valor  affirmativus  indicabit 

minimum  , negativus  autem  maximum  . Perfpicuum  au- 
tem efl,  fi  n fuerit  numerus  impr,  ob  Q.”  '+'  fiemper  affir- 

//R. 

mativum , iudicium  ex  folo  — — perfici  pofie  ; fin  autem  n 

fit  numerus  par  , adhibeatur  formula  — . Ponamus 
1 d x 

autem  porro  proponi  huiufmodi  fraflionem 


p m 


rrir  __  («Q^P - »PdQ)  P " - ' 
ern  dy  _ q^7 


Q°  ~~  y ' 
fi  itaque  ponatur 


CAPUT 


X. 


— R , aequationis  R = o radices  indi- 


4S0 

wQ/ P ~ *VdQ 
dx 

cabunt  cafus  , quibus  funflio  y fit  vel  maximum  vel 
. . ' dy  P"-‘  R ■ - 

minimum  • Cum  igitur  fit  j-  = — — -— - , erit  : 

o x O " 1 

ddy  P"-*R[(»»-i)Qi/P  — («+i)Pi/QJ  P"-,dR 

Q."  +‘ 

, ddy  P”  — 1 dK 

& ob  R = o,  fiet  quae  infuper  per 

P 1 p ....  - 

quodcunque  quadratum  ^7-  dividi  poteft , ad  iudicium  ab- 

folvendum . Praeterea  vero  quoque  aequatio  P = o dabit  ma- 
ximum vel  minimum , fi  m fuerit  numerus  par ; atque  fi-  . 

Q“ 

mili  modo  formulam  inverfam  fpeflando , prodibit  ma- 
ximum vel  minimum  ponendo  Q.=  o,  fi  n fuerit  numerus 
par,  uti  fupra  §.  257.  offendimus : hic  autem  ad  maxima 
vel  minima  hinc  oriunda  non  refpicimus , fed  tantum  ad 
ufum  methodi  explicandum  ea  indagamus,  quae  oriuntur  ex 
aequatione  R ==  o . 

EXEMPLUM  I. 

(&  *f“  ^x') m 

Proponatur  fraftio  , quae , quo  eafu  Jiat 

maximum  vel  minimum  , quaeritur  . 

( x 4-  Sx)m  r 

Pofito  y — ~ , primo  quidem  patet  fore 

a y 

y — o fi  x = — jr , & 7 = 00  fi  : quorum  ca- 

fuum  ille  dabit  minimum  , hic  vero  maximum  , fi  m 
& n fuerint  numeri  pares . Praeterea  vero  erit : 

— — [ fm-n)  Six  -\-mSy — , ideo>. 

dx  + ' que 
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que  R = (w  — »)  £§*■  -f  niS7  — • Quare  pofito 

nx  8 — mS}  . , 

R = o , erit  x — — — r—  . Deinde  ob 


dR 


— =r(w  — »)  & 8 y difpiciendutn  eft  , utrum 
d x 


P — 


--'dR +*' 

Th-iJ».  »«-H  fi1*—  « V,  m-n  ) 


k%-67\">-  — ' d R 

d x 


fit  quantitas  affirmativa  an  negativa  ; priori  cafu  formula 
propofita  erit  minimum.,  pofteriori  maximum  . Sic  fi  fuerit 

y—  , fiet  =z-x-  , ideoque  formula 

7 (*  + a)*  ’ Q :+'dx  8 

^ - fiet  minimum,  fi  ponatur  x = o.  Sin  autem  fit 
(.*  + *)* 

(*- 1)“  . Pm-'i/R  — 'Jn-my‘-"-+' 

y = » crlt  Q'  +« </#■“ »"  +*•  v x.  / o»-»)».. 

» 4-  m „ ....  .. 

8cx'— . Cum  autem  m & » ponantur  numeri  affirmativi ,. 

n — »1 

n — w-f-  *' 

iudicium  petendum  erit  ex  formula  ( n-m ) (w-»), 

( n-m ) ( m — n).  Si  igitur  fuerit  n > m , valor  eru- 
tus * = - femper  dabit  maximum;  fin  autem  fit  »<w, 

n — m 

numerus  m — n par  iabit  minimum,  at  impar , maximum  : fic 

(•*“i)5  . _ . <5*  27 

; — fiet  maximum  pofito  x — - 5;  fit  enim y — — - = -■ — * 

(*+i)*  4’  4 

EXEMPLUM  U. 

* -f-  x ) ^ 

- Proponatur  formula  y = ^ + ^ ; • 

J ' Eri‘  ri=(7^ 

Q_qq  & 


4&Z 


C A P U T X. 


. P“-«  dR  _ 

Qc  -+* ' dx 


( i + * V 


(2*+4), 


(.1  +•  xx)  3 

ubi  cum  (t -}-,*•)’  & (i  -j-xx).*  fe mper  habeant  valorem  af- 
firmativum , iudicium  relinquetur  formulae  — x — 2 , quae 
fi  fuerit  afHrmativa  minimum  , (in  negativa  maximum  indi- 
cat. At  vero,  ex  aequatione  3 — 4.V  — xx  = o fequitur  vel 
x — ~2  + \f  7 vel  x = - 2-  V 7.  Priori  cafu  fit-x-  2 = - v^7, 
icieoqiie  fractio  propofita  erit  maximum  , pofferiori  vero  cafu 
minimum  ob  — x — 2=-)-V 7.  Polito  autem  x — - 2 + V7, 
erit  t-{-.v=2: — 1 +/ 7,  & t+#*=i2 — 4 /7,  unde 


*;= 


(zJ.V^7)i(/7-i)_I7-|-7V^7 


.16 


16 


— 2 , 220 . 


Pofito  autem  x — - 2 - / 7 fiet  y = — ~°i  c95° 

2(58.  Dantur  etiam  funcliones  irrationales  & tranfeen- 
dentes  , quae  proprietatem  iunttionum  uniformium  habent , 
. Sc  hancobrem  maxima  & minima  eodem  modo  inveniri  pof- 
Junt  . Radices  enim  cubicae  & omnium  imparium  potelfa- 
tum  revera  funt  uniformes,  cum  nonuifi  .unicum  valorem 
rcalem  exhibeant  : radices  autem  quadratae  atque  omnium 
poteffatum  parium,  ctfi  revera,  quoties  funt  reales,  gemi- 
num valorem  indicant,  alterum  affirmativum  alterum  nega- 
tivum , tamen  unufquifquc  fcorfim  fpeflari  potefl  , hocque 
feirfu  etiam  maxima  & minima  inveltigari  poliunt.  Sic  fi  7 
luerit  funclio  quaecuuque  ipfius  x , ctli  V y geminum  habet 
‘valorem  tamen  uterque  fcbrltm  trufifari  poterit.  Scilicet  +/7 
maximum  vel  minimum  habebit  valorem , fi  y talem  habue- 
rit, dummodo  fuerit  affirmativus;  quia  alioquin  </  y evade- 
ret imaginarium.  Vice  verla  autem  — V y fiet  minimum 
vel  maximum , iifdem  cafibus,  quibus  +/7  fit  maximum 


• vel 
.fiet 


minimum-.  Potefias  autem  quaecunque  y " , iifdem  cafibus 
maximum  vel  minimum , iiquidem  n fuerit  numerus  im- 
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par ; at  (T  n fuerit  numerus  par , ii  tantum  cafus  valent , 
quibus  y induit  valorem  affirmativum : hifque  cafibus  ob  an- 
cipitem  valorem  gemina  prodibunt  maxima  vel  minima. 

i 6p.  Quoniam  aequatio  differentiatis  y quae  ex  potcftate 
funflionis  y ™ nafeitur , eft  — ==°  > cuius  radices  fi-  j 

m ■ s 

mul  cafus,  quibus  poteflas  furda  y"  fit  maximum  vel  mini- 
mum, indicant,  at  hoc  indagandum- duplex  habetur  aequatio  , 

altera  ym~l  = o,  altera  — quarum  illa  abit  in  y~o, 

atque  tum  folum  maxima  & "minima  exhibet , fi  »1  — 1. 
fuerit  numerus  impar,  feu  fi  t»  fuerit  numerus  par,  ob  ra- 
tiones §.  257.  allegatas.  Quare  cum  n fit  numerus  impar, 
fi  m fuerit  numerus  par,  fi  numeros  pares  - per  2 M & im- 
. . •,  vjfu-i).  , ,• 

pares  per  2 ■/, — r indicemus,  funaio  y evadet  ma- 

xima vel  minima  tribuendis  ipfi  x va!oribusy  .quoi.  tamjex-> 

hac  aequatione  /—  o quam  ex  hac  -j-—. o adipifeitur.  Sin" 

( V-  t ir  - 1 ) 

autem  m fit  numerus  impar,  functio  y . - , veli 

1 {l/t.  l):  Ir  ‘ ' 1 ...  . : . 

y tum  folum  fit  maxima  vel  minima , cum  loco» 

- 1 r.  , « * • dy 

x fubffituitur  valor  ex  hac  aequatione  — Ac  pofle- 

•.  . ..  , -C-V-*):  »-•  , . . 7 

rion  quidem  calu  y maxima  & minima  tantum 


dy 


proveniunt,  fi  y ab  inventis  ex  aequatione  --  = 9 yalori- 

bus,  affirmativos  recipiat  valores.  . 

A • f •• 

270.  Sic  ifta  formula  ' x'  fit  minimum  , ' ponendo 
x = 0,  propterea  quod  hoc  cafa  x ‘ fit  mkiimuin . : ^Wi  au- 

Qqq  2 tem 
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tem  formulam  x ‘ ad  formam  x 1 reducamus,  methodus  ante 
tradita  hoc  minimum  indicaret;  propterea  quod  cafu  x = o , 
...  ady  a - ddy  eo3d3y  . 

termini  fenei  y + — — -{ — H . f-  & c.  unde  tu- 

ax  idx  * 6cix ! 

dicium  peti  debet,  praeter  primum  omnes  fiunt  infinitio  Faft*. 

i 

enim  y = x’  erit:  1 


dy  2 


ddy  — 2 


d3y 


2 • 4 . 

i * 

2?X« 


&C. 


Hinc'  neque  aequatio 


tl 

d x 


— - = o offendit  valorem  k = o, 
3«7 


neque  termini  fequentes  rationem  maximi  minimive  indicant. 

. ~ <ody  6) ! ddy  o3  d3  y 

Cum  igitur  affumfimus  /eriem  »1-^-4. — -—4. — ■; — x & c. 
B dx  + 2dx 1 + 6dx'  + 

fieri  convergentem , fi  o ftatuatur  quantitas  valde  parva;  ii 
cafus  utique  methodum  generalem  effugiunt  , quibus  haec  fe- 


ries fit  divergens , quod  evenit  exemplo  hic  allato  y=x’ , 
fi  pouatur  x=  o . Quamobrem  his  caiibus  ea  reduclione,  qua 
ante  ufi  fumus,  erit  opus,  quo  expreffio  propofita  ad  aliam 
formam  revocetur , quae  huic  incommodo  non  fit  fubiecla. 
Hoc  autem  tantum  pauciflimis  cafibus  ufu  venit,  qui  in  for- 


mula/'2'-1  continentur,  vel  ad  eam  facile  reducuntur- 


Sic  fi  requirantur  maxima  minimave  formulae  y «-*  z, 
exiftente  z tunsione  quacunque  ipfius  x , inveftigetur  forma 


jiaec  y 1/1  z2,m  1 , quippe  quae  iifdem  cafibus  fit  maxima  vel 
.minima , quibus  ipfa  propofita. 

271.  Hoc  cafu  excepto,  qui  iam 

■ • =•  i- ii' 


facile  expeditur , fun- 
flio- 
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dliones,  quae  continent  quantitates  irrationales,  eodem  mod« 
quo  rationales  tr.iflari , earumque  maxima  & minima  determi- 
nari poliunt , id  quod  fequentibus  exemplis  iLlullrabimus . 
EXEMPLUM  L 
Propofita  fit  formula  V ( aa  -|-  xx  ) — x , quae  quibat 
cafibus  fiat  maxima  vel  minima  , quaeritur . 

, . . dy  x 

Polito  y — v ( aa-j-xx ) — > x , erit  - — = 


8c  ddy  t— 


d x V(aa  ].xx) 

dy 

Facto  ergo  = o , 

d fc 


erir 


Si- 


&o 


dx 1 {aa  + xx)*:i 

. N . d dy 

x = V ( aa  -f-  xx ) , ideoque  x = 00  , ac  fit  = o 

d x 1 

, , dsy  d * y 

mili  vero  modo  fiunt  fequentes  termini  — — ; - — ; 

d xJ  dx4 

omnes  = o ; ex  quo  iudicium  incertum  relinquitur , utrum 
fit  maximum  an  minimum , tam  fi  fiat  * = — 00  , quam 
x=.-f-oc:  Interim  ponendo  x =-f-©o,  ob  \/(aa-\-  xx) 

— x-\-~,  fity—o , qui  valor  omnium  eft  minimus. 

EXEMPLUM  H. 

Quaerantur  cafius , quibus  haec  forma  V(aa  2bx  4 mxx)-nx 
fit  maximum  vel  minimum . 

Pofito  y = ✓ (aa  -j-  2 b x + mx  x)  — nx  , erit: 
dy  b 4-mx 

~ — — - — ■ — ■ — - — n , quo  fatto  = o , erit  : 

dx  V~  (aa-f-  ibx  + mxx) 

bb^imbx-fmmxx^nnaa-t-innbx  -f-  m nn  x x , feu 

2 b x (n  n — m)-\-nnaa  — bb 

xx— — , ideoque 

m m — m n n 

— nn)  a a — nn(m  — nn)  bb ] 

*= 7 T » 

m (m  — nn) 

b n m aa  — bb  , _ 

fcve  x — ± — y : unde  nt 

m rti  m — nn  ^ 
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. ' . . b + w*  . m a a — bb 

s/  (aa  -}-  Z b x r»  x x)  — = + V" . 

' n m — n n 


. ddy 

Cum  igitur  fit  — = 
3 dx* 

ddv  ■ m a a — b b 


' a a — b b 


( (t  a -f"  z b x -f-  >»  x x )' 


erit 


dx * + f m a a — b b \ } 

>/  {m  a a — b b) 

' m — ;/  n J 

. . r . m — nn  . 

Nifi  ergo  fuerit — quantitas  affirmativa  , maximum 

ininimumvc  plane  non  datur . Sin  autem  fit  quantitas  affir- 
mativa, fignum  fuperius  dabit  minimum  fi  m > n>i , maxi- 
mum vero  fi  m <$)in:  contrarium  evenit , fi  fignum  infe- 
rius valeat . Si  ergo  fit  m = 2 , « = 1 , & b — o,  formula 

z**)-*  fit  minimum  ponendo  x = 4-  — / zaa  — — . 


at  maximum  ponendo  * = - 


Va 


Erit  ergo  minimum 


a a , a 3 a 

— /7/2 = — , 8c  maximum  = aV  z H = - — • 

/2  ✓ Z ’ V^2/2 

EXE  M P L U M III. 

Quaerantur  cafus , quibus  haec  exprcjfio 

vr(i+mx«)  + vr  (1  — nx  4 ) 
fiat  maximum  vel  minimum  . 


Cum 


fit  $!- 


m x 5 


nx  * 


( l-f-mx ♦ )<  (x — »*+)<  .. 


fiet 


mx<(x  - nx*)'  sznxl(i  + mx*)  4 , ideoque  m*(i-nx*)*  = 
4 ( 1 + m x 4 ) 3 , feu  n * — m * -f-  3 m n (n 3 -f-  m * ) x * 

+ yn1  n*  (n*  — m*)  x%  w ’ (n  -i-  m)  x = o . 
Nifi  ergo  haec  aequatio  radicem  pofitivam  habeat  pro  * * , 

maxi- 
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maximum  minimumve  prorfus  non  datur . Quia  haec 
aequatio  generaliter  commode  refolvi  nequit  , fiet  enim 

i * ii 

m'  — n 1 „ m-  V m 1 « -l  Y»m  ’ - » 

x4  — feu  x*  == - 

/»>  . , \ mn 

mn{\  m + \ n) 

ponamus  pro  cafu  {peciali  i»  = 8//,  eritque 

— 40^5  -f-  24.  5J3VX4 — l-6$.6 4»*  x’ -f- p.  512«’ x'*  = o 

feu  512  »3***  — I344W1*»  13,58  «*4 — 455  =0 

ponatur  8»x4  = z , erit  z*  — 2iz2  -f-  171  z — 455  = o 
quae  diviforem  habet  z — 5 , altcrque  faclor  erit : 
zz  — 16  7.  -f-  <?i  =0  radices  -continens  imaginarias. 

4  5 

Erit  ergo  tautum  z=8»x4=5,  ideoque  x = V — 

O// 

4 4 

qui  valor  reddet  expreflionem  V(l  + 8»x+)+V’(i-ff*4) 
maximum  vel  minimum.  Quorum  utrum  eveniat  , quae- 
d d y 7 m xx  7 fi  xx 

ratur  — — = — - 7 - . At  ob  w = o 

‘,xl  (l  + mx*)*  (j -«**)♦ 

5 . ddy  ( 24»  \ 

ponto  *4  = — , erit  =1  — ) xx  z= 

8*  *•  (3:8  ;)*' 

— - — - — ideoque  negativum,  ergo  fiet  V(i  + 8»#*) 

6  4 

4 4 * 

+ V (1  -tf#4)  maximum  pofito  — . Erit  vero  hoc 

8;; 

. 4 4 3 } V(J 

maximum  rz  Vtf  -f  V — = — . Si  loco  n x ♦ pooa- 

8 2 

4 4 

mus  u , patet  hanc  expreflionem  V (i  + 8#)  + V(i  — ») 

. fieri  maximam  , pofito  u — , huneque  valorem  maxi- 
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mum 


4 

fore  = = 2 , 347627  . Quicunque  ergo  valor 


praeter 


1 

8 


pro  u fcribatur , expreiTio  minorem  accipiet 


valorem . 

272.  Simili  modo  maxima  ac  minima  determinabun- 
tur , fi  quantitates  quoque  tranlcendentcs  in  expreffione  pro- 
pofita  inlint . Nili  enim  fun&io  propofita  fuerit  multiformis , 
atque  aliquot  eius  fignificatus  fimul  conliderari  debeant,  radi- 
ces aequationis  difTerentialis  ollendent  maxima  vel  minima, 
nili  affuerint  radices  aequales,  quarum  numerus  fit  par.  Hanc 
ergo  iuveftigatiouem  in  aliquot  exemplis  declarabimus  . 


EXEMPLUM  I. 

Invenire  numerum , qui  ad  /itum  logarithmum 
minimam  teneat  rationem . 


Dari  huiufmodi  rationem  minimam  — inde  patet , quod 

haec  ratio  tam  polito  *=si,  quam  x—oc  fiat  infinita. 

lx 

Vicifiim  ergo  habebit  fraftio  — alicubi  maximum  valorem , 


•odem  fcilicet  cafu,  quo  — fit  minimum.  Ad  hunc  cafum 

In 


indagandum  ponatur  y = — , fietque  ~r~  — . Quo 

n dn  xx  xx 

nihilo  aequali  pofito  erit  /x=i,  & quia  hic  logarithmum 
liyperbolicum  aflumfimus,  fi  < ponatur  numerus  cuius  loga- 
rithmus  hyperbolicus  fit  =1,  erit  x=e.  Cum  igitur  om- 
nes logarithmi  ad  hyperbolicos  in  data  fint  ratione , erit  in 

quocunque  logarithmorum  canone  — minimum,  feu  — 

maximum  . Quoniam  in  logarithmis  tabularibus  e(l 
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/ e — o,  4242944819,  fraftio  — perpetuo  erit  minor  quam 

424294481?  , * 47  . 

— , leu  proxime  quam neque  ullus  datur 

27182818284  ’ 1 ^ 3°5 

numerus,  qui  ad  fuum  logarit  limum  minorem  teneat  rationem 

lx  . . 

quara  305  ad  47.  Efle  autem  hoc  cafu  — maximum  inde  pa- 

j ^ dy 1 — lx  ^ ^ ddy t 2^1-/*) 1 

’ ° dx  xx  dx 1 * ' x J x * ’ 

propter  i-/#  = o,  ideoque  negativum. 

EXEMPLUM  ir. 

Invenire  numerum  x,  ttr  haec  potejlas  x 1 : * fiat  maximum . 

Dari  huius  formulae  valorem  maximum  inde  patet , quod 
numeris  loco  *■  fubitirueiidis  fit 

r 1 = 1 , 000000 
2’ = i,  414213 


3 1 5 = 44225° 

4' :4  = Ij  4‘42i3 


_ dy  / r lx  \ 

Ponatur  ergo  x"x  = yy  eritque  — =»,*f 1. 

dx  \ xx  xx  / 

Quo  valore  nihilo  aequali  polito,  erit  lx  = x Sc  x — e,  exi- 

' d\f  . X*  ’ X * 

flente  e — 2 ,718281828.  Et  cum  fit  ~~=(i — lx) , 

dx  xx 

. ddy  -x'''*,,  , x'  * x ,!Jt  , , 

dx » ' xx  x' 

Quare  cum  fit  — - quantitas  negativa,  fiet  x,:x  maximum 

cafu  x=e.  Cum  autem  fit  e = 2 , 718281828  , reperitur 

a 

fore  e’—i,  444657861009764,  qui  valor  obtinetur  faci- 


le ex  ferio  e'  =:  1 4 f- 


2 e* 
Rrr 


4- 


6 e 3 24?  < 


+ 


&c. 

Hoc 
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Hoc  exemplum  quoque  ex  praecedenti  refolvitur  : fi  enim  fit 

/# 

x' :x  maximum,  quoque  eius  logarithmus,  qui  efi  — , debebit 

efle  maximum;  quod  quo  fiat,  debet  e(Te  x — e , uti  invenimus, 
EXEMPLUM  III. 

Invenire  arcum  x , ut  fit  eius  fimus  maximus  vel  minimus . 

dy 

Polito  fin  x~y  erit  — = cof.v,  ideoque  cofarsso, 
dx 

unde  prodeunt  fequentes  valores  pro  x".  i ■— ■ ; i ~ ; ± ~~ 

ddy , , . 2 . 2 . 

Fit  autem  - — =— -fin  x.  Cum  igitur  hi  valores  pro  x 
dx1 

fubftituti  dent  pro  fin  x vel  -f*  r vel  — x,  illi  erunt  ma- 
ximi, hi  vero  minimi,  uti  confiat. 

E X E M P L U M IV. 

Invenire  arcum  x,  ut  reflangult/m  x . fn  x fiat  maximum. 
Dari  maximum  inde  patet , quod  polito  vel  x — o vel 
*=  i8o°  utroque  cafu  refiangulum  propofitum  evanelcat  , 

Sit  igitur  y = x fir.  x;  erit  — fin  x + * cof x , ideoque 

tang  x = — x.  Sit  x = u,  erit  rang  * = — cot  «,  ergo 
cot  u = po  q.  « . Ad  quam  aequationem  modo  fupra  tradito 
refolvendam  ponatur  z = 90  4.  u - cot  « , fitque  f valor  ar- 
cus u quaefitus  . Cum  fit  dz  — du-f— , erit 

^ fin»1  ’ 

du  fin»*  , 1 dufinu  cof  u .. 

r dz  i-flin»1  r (i-piin»)1  1 

dp 2 fin» 5 cof»  6d  u (mu  • cof  u' -id  u fn  u* 

dz  ^ (iq.fin»#’1)*  * ^ (ip(in#*)i 

lidu  fin  u+co(u  1 
(i-flin»1^4 
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6 fin  (i4cof;/1—  2 fin  n6 

( 1 4 fui  u *)•*  ( 1 4. 

_ 5 fm  u * - 14  fin#  <4  4 fin  #* 


( 1 4 fin  # 1 ) * 

Ex  quibus  erit  f — u —pz  -f-  ,l  cjzz  — i rz*  + &c.  Ponatur, 
pollquam  aliquot  tentaminibus  proximus  ipfius  f valor  eft  de- 
teflus,  # = 2 <5%  15',  erit  90  + « = x i5°,  15',  & arcus 
cotangenti  u aequalis  ita  definiatur: 

A / cot  u — 10,  3070250 
fubtrahatur  4,585574^ 


5, 5214501 


Ergo  cot  » sa  418253,  •?* 
fcu  cot  u = n <5°,  1 1',  3’-" 
unde  * = 3',  551"  — 235,  3'* 

Tam  ad  valorem  termini  pz  inveniendum,  ifte  inftituatur 
calculus:  / fin  # = p,  <5457058 


/fin#  * = 
1 4 fin  u * =3 
l(i  4 fin#*)  = 


9,2914116 

1,  19561 

0,07758^5 

9, 2138221 
2 1 3734*37 


Ergo 

feu 

ab 


Ipz  — 


pz  - 


I, 5872858 
38,5621  fecundis 


_QU  ///  //// 

3®  » 3P  > 43  - 
*5 


fiet  . 

It  arcus  quaefitus 


/ = 25%  14',  21",  20"',  I7'"- 
* =3Jl5  , 14  , 21  , 20  ,17 
Rrr  2 Tcr- 
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fin  u * cof  u 


nn  » * wi  **  • r _ j i; 

Tertius  vero  terminus  i qxx.  = ^-f— ' ~p  **  mfuPCr  addl 


debet 


Cuius  valor  ut  inveniatur,  unum  r.  in  partibus  radii  ex- 
primi debet  hoc  modo : 

W = 2, 3734*37 
add.  4,6855749 


add. 


fin  k* 

1 4 fin  u 


7,0590385 

•%  = l,  5872358 


add. 


8,5463244 

/frn  u — 9,  5457058 
J cof«  = 9, 952730® 

S, 2447500 

fubtr.  / (1  + Cn  «*)’=  o,  155^790^  : 

/ - q z a ~ 8 ,0895810 
Ergo  i qzz=  0,0x2291 

feu  ~i  <]zz  — 44  * 1 5 • r 

Unde  & hoc  termino  adhibito  fiet  arcus  quaehtui 


a = 1 15°,  14  , 21 


21 


maioribus  autem  logarithmis  adhibitis  repentur 
x = ix5*,  14',  21",  20w,  35  , 47  * 


V 


CAPUT 
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DF.  MAXIMIS  F.T  MINIMIS 
FUNCT /ONUM  MULTIFORMIUM 
PLURESQUE  VARIABILES  COMPLECTENTIUM. 

s73* 

Si  V fuerit  funftio  multiformis  ipfius  x , ita  ut  pro  uno- 
quoque valore  ipfius  x ea  plures  obtineat  valores  reales ; tum 
variato  x plures  illi  ipfius  y valores  ita  inter  fe  couneflentur , 
ut  plures  lenes  valorum  fucccflivorum  repraefentent . Si  enim 
y tanquam  applicatam  lineae  curvae  confideremus , x exiftente 
ablcilla  , quot  y habuerit  valores  reales  diverfos , totidem  di- 
verfi  eiufdeni  curvae  rami  eidem  abfcilae  x refpondebunt , atque 
hinc  ilii  ipfius  v valores  fucceffivi , qui  eundem  ramum  con- 
ftiruunt , cohaerere  cenfendi  funt ; valores  autem  ad  diverfos 
ramos  relati  erunt  inter  fe  disiunfti . Tot  igitur  feries  valo- 
rum cohaerentium  ipfius  y habebimus,  quot  diverfos  valores 
reales  pro  quovis  iplius  x valore  receperit;  atque  in  qualibet 
ferie  valores  ipfius  y , dum  x crefccns  alTumitur , vel  crelcent 
vel  decrefcent  , vel  poflquam  creverint  iterum  decrelcent, 
vel  vice  verfa  . Ex  quo  perfpicuum  efi , in  unaquaque  valo- 
rum cohaerentium  ferie  aeque  dari  maxima  minimaye,  atque 
in  functionibus  uniformibus . 

274.  Ad  haec  maxima  minimave  determinanda  eadem 
quoque  methodus  valebit , quam  capite  praecedente  pro  funftio- 
nibus  uniformibus  tradidimus . Cum  enitn , fi  variabilis  x 
incremento  <u  augeatur  , funflio  y perpetuo  recipiat  hanc 

formam  y 4.  -f-  — + — — 4.  &c.  necefle  efi  ut  cafu 

• dx  2 dx1  6dx » 

# 0)  d y d y 

maximi  aunimive  terminus  — ; — evanefcat,  fiatque  - — = 0. 

dn  dx 

...-•i  Radi- 


s 
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dy 


Radices  ergo  huius  aequationis  — = o eos  ipfius  * valores 

indicabuqt,  quibus  in  fmgulis  valorum  ipfius  y cohaerentium 
feriebus,  maxima  minimave  refpondeant.  Neque  vero  ambi- 
guum erit , in  quanam  valorum  cohaerentium  firie  detur 

. . . - . . dy 

maximum  mtmmumve.  Cum  erum  in  aequatione  — = o 

d x 

ambae  infint  variabiles  * & y,  valores  ipfius  x definiri  ne- 
queunt, nifi  ope  aequationis,  qua  relatio  lun&ionis  y ab  x 
continetur , variabilis  y eliminetur ; antequam  autem  hoc  fit , 
pervenitur  ad  aequationem,  qua  valor  ipiius  y per  fuuilionem 
rationalem  feu  uniformem  ipiius  x exprimitur.  Hinc  inventis 
valoribus  ipfius  x,  cuique  refpondens  valor  ipfius  y reperie- 
tur,  qui  erit  maximus  vel  minimus  in  ferie  valorum  fuccef- 
livorum  cohaerentium , ad  quam  pertinet . 

275.  ludicium  autem,  utrum  ifti  valores  ipfius  y fint 
maximi  an  minimi  inftituetur  eodem  modo  , quem  ante 

(i  (j  y 

Indicavimus.  Scilicet  quaeratur  valor  ipfius  — ■ finitis  ter- 
minis expreflus,  in  eoque  loco  x fubftituatur  unufquifque  ip- 
iius x valor  inventus  fucceffive,  fimul  autem  pro  y ponatur 
valor , qui  ipfi  pro  quolibet  ipfius  x valore  convenit ; quo 

d d y 


fa£lo  dilpiciatur,  utrum  exprellio 


dx‘ 


adeptura  fit  valorem 


affirmativum  an  negativum,  priorique  cafu  minimum,  pofte- 

. . . . . . ddy 

rion  vero  maximum  indicabitur.  Quodfi  vero  & — evane- 

^ d»  * 

fiat,  tum  procedendum  erit  ad  formulam  — y-  , quae  fi  eodem 

dx  * 

cafu  non  evanefeat,  neque  maximum  habebitur  neque  mini- 

, d 5 y 

. mum  : fin  autem  quoque  — 5 evanefeat , iudicium  formari 


opor- 


1 


CAPUT  XI. 
d *y 


4>’3 
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oportebit  ex  formula  — - — eodem  modo,  quo  ratione  for- 
da * . 

ddy  . . d*y 

mulae  — - praecipimus.  Atque  li  quoque  — - ' ■ quopiam  cafti 

evanefcat , ad  dilTerentiale  quintum  iplius  y erit  progredien- 
dum : perpetuo  autem  quoufque  progredi  necefle  fuerit,  Judi- 
cia ex  differentialibus  ordinum  imparium  limilia  fuut  ilii , 

d*  y 

quod  de  formula  ——dedimus.  His  fcilicet  cafibus  in  formulis 
d*3 

ddy  d*y  d*y 

r/V* ) — ~ j — - Scc.  eoufque  erit  pergendum , quoad  perve- 
niatur ad  talem,  quae  propofito  cafu  non  evanefcat;  quae  li 
fuerit  diflerentialis  ordinis  imparis , neque  maximum  neque 
minimum  indicabitur,  fin  autem  fuerit  ordinis  paris,  eius 
valor  affirmativus  minimum,  negativus  vero  maximum  inuet. 

zy6.  Ponamus  funHionem  y determinari  ex  * per  ae- 
quationem quamcunque:  quae  aequatio  fi  differentietur , in- 

duet  huiufmodi  formam  P dx  -f  Q dy  = o.  Fa£b  ergo  — = o, 

^ dx 

. P 

erit  — = ©,  ideoque  vel  P = o vel  Q=  oo  . Poberior 

quidem  aequatio , fi  relatio  inter  * & y exprimatur  per  ae- 
quationem rationalem  integram  , locum  habere  nequit ; quia 
vel  x vel  y vel  utramque  fieri  oporteret  infinitam . Quare 
iudicium  relinquetur  aequationi  P=o,  cuius  radices,  feu 
valores  ipfius  x,  quos  adipifeitur,  poftquam  ope  aequationis 
prqpofitae  variabilis  y penitus  fuerit  eliminata,  indicabunt 
cafus,  quibus  valores  ipfius  y fiunt  inaximi  vel  minimi.  Ad 
iudicium  vero , utrum  prodeat  maximum  an  minimum  ab- 


folvendum,  examinetur  formula  — , 

dx 1 


Aequatio  vero  diffe- 
rentiatis Pd*  -|-  Qdyzzo  denuo  differentiata,  fi  ponami- 
ni? 
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dP  = Rdx  -f-  Sdy  Sc  dQ=  Tdx  -f  \rdy , dabit  ( polito 
dx  conflante  ) : 

Rdx1  -f-  Sdx  d y -f-  T d x d y -f-  V d y1  -f-  Qd  d y = o . 
d v 

Cum  autem  iam  fit  — = o , aequatione  per  dx * divila 
d x 

Qddy  ddv  R 

fiet  R + — - — e=  o , ideoque  — =s  — — . Hinc 
dx 1 ’ 1 dx1  Q 


dx' 


in  aequatione  difTerentiali  Pdx  -f-  Qd y = o , difierentictur 
tantum  quantitas  P,  ponendo  _y  conflans,  prodibitque  RJat, 

tum  indagetur,  valor  fradlionis  — , qui  fi  fuerit  affirmativus, 

maximum , fin  negativus  minimum  indicabit . 

2 77.  Sit  y funflio  biformis  ipfius  x,  quae  determine- 
tur per  hanc  aequationem  yy-\-py-\-q  = o,  denotantibus 
p & q fun£liones  quafcunque  ipfius  x uniformes.  Erit  ergo 
differentiando  iydy-\-pdy  4*  yd p d q — o , ideoque 
P dx  = ydp-\-dq.  Pofito  igitur  P = o erit  ydp-\-dq  = o 


per  funclionem  ipfius  *■ 


prodibitque  y — — -y-  , ficque  y 

. . • . .P  . 

uniformem  exprimitur,  ita  ut,  quicatique  valor  pro  x fue- 
rit inventus,  ex  eo  & y valorem  determinatum  unicum  ac- 
quirat . Eliminatio  vero  nunc  ipfius  y erit  facilis;  nam  fi 

in  aequatione  propofita  yy  + py  -f-  q — o loco  y valor  — -j- 

dp 

fubflituatur , habebitur  d q1  — pdpdq  -f-  qdp1  — o,  quae 
aequatio  divife  per  dx'  & refoluta  praebebit  valores  ipfius  x 
omnes , quibus  maxima  vel  minima  refpondent : quod  clarius 
fiet  fequentibus  exemplis . 

EXEMPLUM  I. 

Propoftta  aequatione  yy  + mxy  -f-  aa  + bx  -f-  nxx  = o 
definire  maxima  vel  minima  f unctionis  y. 
Differentiata  aequatione  habebimus : 

2 ydy 
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2ydy  + m xdy  -f-  my  d x ■+•  b d x +■  znxd x — o 
unde  fit  P = my  -f- b + 2 nx,  Se  Q.=  2/  + mx . Pofito  er- 

_ /•  ^ — 2 »X  . , . . r 

go  P = o het  y = ; qui  valor  m ipla  aequa- 

• m 

tione-  fubftitutus  dat 

4 ;;  n 4 n b bb 

■ v y — — y 4-  - - — 

w m mm  mw 

— 2 n xx  — b x a a 
+ nxx  -f-  bx 

\n  b x + b b -f-  m m n a 


(eu 


XX  ■ 


; unde  fit 


m m n — 4 n n 
2 n b i V [ mmn  b b -f*  m m n ( m m - 4 n ) a a ] 


leu 


x — 


mmn  — 4 nn 

Z n b i m V [ n b b -f-  n (m  m — 4 n)  a n } 
n ( m m — 4 n) 

— m b £ 2 V \nbb  -f-  » (m  »1  — 4 w)  it  a\ 
m m — 4 n 

Tum  pofito  folo  x variabili  fit  dP—2ndx,  ideoque 

_ „ . V T »bb  1 n(mm-±» 

. R = 2 n.  At  cft  Q = 2 y + m x — ± : , 

R +2  nn 

unde — = — cujus  numerator  2 nn 

Q_  y \jibb  .{.  n ' mm  - 4 n)  an\ 
cum  fit  perpetuo  affirmativus,  fi  fignum  fuperius  valeat, 
prodibit  pro  y valor  maximus , fin  inferius  prodibit  mini- 
mus . Ubi  fequentia  annotari  debent . 

I.  Si  fuerit  >»  = o,  ex  aequatione  P = o ftatim  fequi- 

tur  x = , ut  nulla  eliminatione  opus  fit.  Huicque  va- 

* a»-  j 

lori  geminus  ipfius  y refpondet  ob  y = i — </  (nbb  ~ \nnaa) 

quorum  alter  affirmativus  eft  maximus , alter  negativus  mi- 
nimus . 

Ss  s 


II. 


% 
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II.  Si  fit  n = o,  fit  y = & x in  infinitum  cxcre* 

1 J m 

fcit , atque  / per  fpatium  infinitum  eundem  valorem  retinet, 
ita  ut  neque  maximus  fit  neque  minimus . 

III.  Si  fit  >»»/  = 4«,  erit  \nb x -f-  bb  -f-  m maa  — o 


feu  x = 


bb  + i 


fietque  / = 


— b — 2 n : 


m m b ' * ' m 

— 2 b — mm  x ib  ^ b b + m m t a m m a a — b b 

m m m b m b 


Huic  ergo  valori  ipfius  x — 


mm  a a — b b 
mmb 


alter  ipfius  / 


, . r . mm  a a — b b . . , 

valor,  qui  refpondet —-7 , ent  maximus  vel  mina- 

mus. Quia  autem,  ut  ille  ipfius  / valor  prodeat,  in  expref- 

, — m b T 2 V [ n b b n(  m m — 4 n ) a a 1 _ 

fione  / = 1 figr.um 

m tn  - — 4 n 

inferius  valere  debet,  erit  valor  ipfius  / minimus. 

EXEMPLUM  II. 

Propofita  aequatione  yy  — xxy  + x — x 5 = o definire 
valor  er  ipfius  y maximos  vtl  minimos . 
Differentiata  aequatione  prodit: 

2 ydy  — xx  dy  — 2 xydx  -f-  dx  — 3 xxdx  = o.  Fit- 
que  P = 1 — 1 x x — 2 x y & Q = 2 / — xx . Qua- 

re  pofito  Pro,  erit/  — — — ; ideoque  hoc  valo- 

.2  X 

re  fubflituto : 

J l + 

4*x  2422 

feu  1 — 6xx+2x%-\-9x*+2x^  — o.  Cuius  una  radix 

efl  x 1,  cui  refpondet  y=i.  At  pofito  / conflante 

r t,  ^ ddy  2 y + 6 x , r 

fit  R = 6 x — 2/ , ergo  t=  ~~ - 5 epod  cafu 

* = - 1 & / = 1 abit  in  — 4,  ita  ut  valor  ipfius  / = 1 

fit 
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fit  maximus.  Ipfi  # = -i  autem  geminus  v.iior  ipfius  y 
refpondet  ex  aequatione  yy — y = o:  alter  ergo  ell  y = o, 
qui  neque  maximus  eft  neque  minimus.  Quodfi  aequatio  illa 
quinti  gradus  per  * +•  i dividatur,  prodit  aequatio,  cuius  ra- 
dices fimpliciter  exhiberi  nequeunt . 

EXEMPLUM  III. 

Sit  piopoftta  haec  aequatio : yy-f-2xxy-f-4x  — 3 =s  o ex 
qua  maximi  rainimiue  valores  ipfms  y requiruntur . 

• Per  differentiatiotiem  ergo  prodibit  haec  aequatio  : 

a ydy  + 2 xxdy  -f*  4 xydx  + 4 dx  —o 

d y t f I' 

Fafloque  — = o erit  * » ■(■  i sa  o , idcoque  y = , 

a x x 

quo  valore  fubflituto  in  ipfa  aequatione  propoli ta  oritur  , 

1 1 1 

2 x -f-  4 x — 3 = o = 2 x 3 — 3 xx  f a 

XX 

cuius  radices  funt  x = 1 ; *ri;  & x = — •{.  Quia 

dy  — 4x7  — 4 — 2xy  — 2 . 

nunc  eft  — — ; = , , erit  differen- 

dx  zy-fzxx  y + x x 

tiando  =; , pofito  y conflanti  ob  dy—o  & 

dx  * y -p  x x ’ r 7 7 / 

fafto  xy-\-i~  o . Quare  illi  valores  ita  fe  habebunt 
| ddy 

* ‘d~ 

— 1 00 

— 1 00 

1 I —16 

2 1 — pro  maximo. 

2 | \ 9 

ddy 

Quoniam  pro  radicibus  aequalibus-  fit  — eoo,  utrum  hoc 

cafu  maximum  an  minimum  prodeat  non  determinatur  . 
Quia  autem  fimul  fit  y -f-  x*  = o ; nequidem  hoc  cafu  erit 

Sss  2 dy 
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d v . J y p 

=s  o;  ob  P = o & Q=ro  in  fraflione —•  = — — ; qua- 
a x a x Q_ 

rc  cum  primaria  proprieras  defit,  neque  maximum  nec  mi- 
nimum liabet  locum  . Indicatur  autem  hoc  cafu  x — i , am- 
bos ipfius  y valores  inter  fe  fieri  aequales . Quam  indolem 
infra  fufius  fumus  expofituri , cum  ad  ufum  calculi  differen- 
tia lis  in  doftrina  de  lineis  curvis  perveniemus.  Etiamfi  enim 
haec  materia  & huc  pertineat ; tamen  ne  eam  bis  attingere 
opus  fit , eam  totam  fequcnti  traflationi  refcrvamus . 

278.  Datur  vero  infuper  in  fun&ionibus  multiformibus 
alia  fpecies  maximorum  ac  minimorum ; quae  methodo  haite- 
nus  tradita  non  invenitur,  cuius  natura  ex  funflionibus  bifor- 
mibus facillime  explicari  poteff.  Sit  enim  y futiflio  quaecun- 
que biformis  ipfius  x , ita  ut,  quicunqtie  valor  ipft  x tri- 
buatur, pro  y oriantur  bini  valores  vel  ambo  reales  vel  am- 
bo imaginariis  Ponamus  hos  jpfius  y valores  fieri  imagina- 
rios, fi  ponatur  *>/,  reqles  autem  eile , fi  ftatuatur  x <f  -} 
atque  pofito  x — f ambo  ipfius  y valores  in  unum  coale- 
fccnt , qui  fit  y = g . Cum  igitur  fi  fumatur  x > f-t  fuu- 
£lio  y nulluni  habear  valorein  realem : 11  eveniat , ut  pofi- 
to * < J ambo  ipfius  y valores  fiant  vel  maiores  quam  g , 
vel  minores  quam  g : priori  cafu  valor  y—g  erit  minimus,, 
pofieiiori  maximus;  quoniam  ilio  cafu  minor  eft,  quam  am- 
bo praecedentes,  hoc  vero  maior.  Neque  hoc  maximum  mi- 
nimumvc  methodo  haflcnus  tradita  reperietur,  propterea  quod 

d y , 

hic  non  fit  — o . Sunt  autem  quoque  haec  maxima  vel 

minima  generis  diverfi  , cum  talia  non  fiut  ratione  valorum 
antecedentium  & confequentium  in  fefie  cohaerentium;  fed 
ratione  binorum  valorum  disiun£lorum  vel  antecedentium  vel 
fequentium  tantum . 

279.  Evenit  hoc  fi  aequatio  propofita  fuerit  huiufmo- 
di  y—p±  (y — x)  V ( f — x)  q , exiflentibus  p & q fun- 
flionibus  ipfius  * per  / — x non  divifibilibus ; obtineatque  q 

valo- 
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vnlorem  affirmativam  , fi  ponatur  vel  x — f vel  aliquanto 
maius  minufve.  Fiat  p=g  pofito  x—f:!k  manifeffum  cft, 
calo  * _/  ambos  iplius  y valores  in  unum  y — g coalefce- 

re  ; pofito  autem  * > f ambo  valores  i piius  y fient  imagi- 
narii . Si  igitur  ponamus  x aliquanto  minus  quam  puta 


.....  ad  p 

x~ -f — «,  functio  p abibit  iti  g — 

d x 


. ea 1 d d p 
2 d x 1 


& q in  q + ^2  y d*  — un^e  ^loc  ca^1  er*t 

, =i  . e* + _&c.±  „ ^ „ ( , . **i + £*&  . &A 

' 6 dx  jdx*  ~ \7  dx  ■ 2 dxx  ) 

Ponamus  a minimum , ut  prae  o>  altiore;  eius  poteflates  eva- 

ncfcant , eritque  y=g — +aVaq;  qui  valores  ambo 

ipfius  y minores  erunt  quam  gy  fi  ^ fuerit  affirmativum  , 

maiores  autem,  fi  negativum.  UnJe  valor  duplex  ipfius = g 
illo  cafu  erit  maximus,  hoc  vero  minimus. 

280.  Haec  igitur  maxima  atque  minima  inde  ortum 
fuum  habent,  quod  primo  pofito  * =/ambo  iplius  y valo- 
res fiant  aequales  : pofito  autem  * > f imaginarii,  at  pofito 
x <f  reales.  Deinde  quod  pofito  *=/-«  alterum  mem- 
brum irrationale  praebeat  altiores  poteflates  ipfius  » , quam 
membrum  rationale  . Hoc  ergo  evenit  quoque  fi  fuerit 
; —p±  (f~x)"V (f  ~ x)  q , dummodo  fit  n numerus  inte- 
ger > o . Cum  autem  non  folum  radix  quadrata  fed  etiam 
quaecunque  alia  radix  potellatis  paris  eandem  ambiguitatem  figno- 

x»  -4-1 

rum  introducat  j idem  eveniet,  fi  fuerit/  —pi  (/-*)  <7 , 

dummodo  fu  2 «q.  1 > 2w,  erit  ergo  (y  - p) 1 ” —(f-  x)  inixq *“ 
leu  (y  -p)  ■ x)“  + ’ Q.  Quoties  ergo  funftio  y per 

huiulmodi  aequationem  exprimitur,  ita  ut  fit  2«-f-i>  2 m , 
toties  pofito  *=/,  valor  ipfiur  y fiet  maximus  vel  mini. 
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mus : prius  quidem  fi  fuerit  — quantitas  affirmativa , pofie, 

d x 
d p 

rius  vero  fi  fit  — quantitas  negativa  po.fito  x—f.  Sin  au- 

<7  X xn  4.  & 

r 1 r dp  . . COzddp  xm 

tem  nat  hoc  calu  -t-  = o,  tum  erit  y = c 1 .—  ia  a . 

dx  2 d x * 

Nifi  ergo  fit — ■ > j,  neque  maximum  neque  minimum 


2 m 


2 n + 1 


locum  habebit : at  fi  > 2 , tum  v = e erit  maxi- 

’ im  ’ J * 

ddp 

mum,  fi  — — habuerit  valorem  negativum,  minimum  vero, 

dx'  . ddp  . 

fi  affirmativnm : ficque  ulterius  fi  quoque  — — - evanefeat , iudi- 

cium  erit  inftituendum. 

281.  Si  igitur  y fuerit  huiufmodi  funclio  ipfius  x,  fie- 
ri poteft , ut  praeter  maxima  & minima , quae  prior  me- 
thodus exhibet , etiam  maxima  minimave  huius  alterius  fpe- 
ciei  adfint , quae  modo  hic  expolito  explorari  poterunt.  Id 
quod  fequeutibus  exemplis  declarabimus . 

EXEMPLUM  I. 

Determinare  maxima  ac  minima  fundionis  y , quae  definitur 
bac  aequat  ione  : 

yy  — ixy  — zxx  — i-f-  jx+x’  = o. 

Ad  maxima  minimave  primae  fpeciei  inveftiganda  differentie- 
tur  aequatio,  eritque 

2 ydy  — 2 xdy  — 2 ydx  — 4 xdx  -j-  3 dx  -}-  3 xxdx  ~ o , 
d y m 2 2 

pofitoque  ^—=0,  erit  y — — 2x  -f-  — xx , 

qui  valor  in  prima  aequatione  fubflitutus  dat: 
px*  — 32*5  + 42XX  — 24.V  -f-  5=0,  quae  refolvitur  in 
p xx  — 1 4*  -j-  5 = 0 & xx  — 2*  -f-  1 = o . 

Pofte- 
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Pofterior  bis  dat  x=  I , fitque  y—i,  unde  hoc  cafu  in 


denominator  quo- 


Mm*  f— U 

a x jy  — ix 

que  evanefcit , ficque  maximum  minimumve  primi  generis 
non  datur : prior  vero  aequatio  p x x — 14x4-5  = 0 dabit 

x—i  & x = ~f  quorum  valorum  ille  eodem  incommodo 

laborat,  quo  praecedentes.  Pofito  autem  x = — , fit 


,=  ±-™  + H=n.  E.  cum  fit  J/=i 
2 9 54  27  dx 

j.  ddy  + 4 — 6x — 3*4-  2 


2 y — 2* 


dx1 


ratorem : 


ob  dy  — o & nume- 

zy — 2*  y — x 

. Erit  ergo  — — unde  hic  valor 

& dx'  8 


x = ~ dat  minimum  primi  generis . 


Deinde  cum  fit 


( y — x)*=(r — x)3,  erit  y—x  4 (1  — x)/  (1 — x);  ideo- 
que  pofito  x=  1 prodit  maximum  fecundae  fpeciei:  Ia  flo 
enim  x=i — <a,  erit  >=1  — o4g>/co,  quorum  uterque 
minor  eft  quam  unitas,  fiquidem  co  fumatur  minimum . 
EXEMPLUM  II. 

Invenire  maxima  ac  minima  Junflionis ; 
y = 2x  — xx  4 (1  — x)  V(i  — x). 

Pro  primi  generis  maximis  8c  minimis  differentietur  aequa- 
tio eritque: 

~^  — Z — 2x  ^ — ( 1 — x)  (i  — *) 
d x 2 

quo  valore  pofito  — o prodit  primo  x = 1 & cutn  fit 

ddy  , 1 5 . . , . 

— — = — 2 4 — y/  f 1 — x)  erit  y hoc  eafii  maximum 
r/x1  4 v '*  * j 

primi  generis,  fitque  y—i.  Aequatione  vero  —y  = o per 

d x 

1 — x 
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i — x divifa  erit  4^  5 / fi  — x)=  o feu  id  =:  25  ~ 25*-, 

Quare  fi  fignum 


unde  fit  x—  A & — r=  — i + 3 . 

25  </*’ 

fuperius  valet , erit  y = - — - minimum  ; fin  autem  fignum 


3125 

82X 


inferius  valeat,  erit  y — — - — , quod  maximum  videatur:  at 
3125 

vero  tantum  fignum  fuperius  loCum  habere  poteft,  quoniam 
4-f5vf(i — *)  nequit  elTe  = o,  nifi  fit  /(i  — = 

Primi  ergo  generis  invenimus  maximum  cafu  x—  1 &y  — 1 t 


Ex  genere  vero 


r 9 t 2869 

atque  minimum  cafu  x = ~ Sc  y = , 

25  ' 3125 

altero  maximum  quoque  prodit;  fi  x—i,  quo  cafu  fit 
y = t . Nam  pofito  * = 1 — tu , erit  y = 1 — mm±  cj*  / <3 
utroque  caffu  <;  1 . Hic  itaque , fi  * — 1 maxima  duo  pri- 
mae & alterius  fpeciei  coaleicunt , maximumque  quafi  mix- 
tum conftiruunt. 

282.  Ex  his  exemplis  non  folum  natura  huius  alterius 
fpeciei  maximorum  Sc  minimorum  elucet;  fed  etiam  pro  lu- 
bitu  ifliufmodi  funiliones  formari  polfunt,  quae  maxima  vel 
minima  fecundae  fpeciei  admittant.  Quemadmodum  autem,  fi 
propolita  fuerit  funftio  quaecunque,  explorari  poffit,  utrum 
eiufmodi  maximis  minimifve  fit  praedita  nec  ne , id  in  fe- 
quenti  feflione  offendemus:  propterea  quod  natura  linearum  cur- 
varum luc  invelligatione  maxime  illuflratur.  Ceterum  vero 
facile  iutelligitur,  fi  fuerit  y eiufmodi  tun&io  ipfius  x , quae 
maximum  minimumve  fecundae  fpeciei  recipiat , tum  quoque 
vicifiim  x eiufmodi  fore  funftionem  ipfius  y • Nam  quia  ex 
hac  aequatione  (>'—■#)*  = (1 — *)*,  faflo  x = 1 , obtinet 
y valorem  maximum  fecundae  fpeciei ; fi  variabiles  y Sc  x 
permutentur,  haec  aequatio  (* — y)x  =(1 — y )*  exhibet 
pro  y quoque  eiufmodi  luncfiouetn  ipfius  x , quae  habeat 

maxi- 
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maximum  fecundae  fpeciei.  FaCto  enim  *—  1,  fiet  (t — y)  * 
= (t  — /)*,  hincque  erit  bis^  = i & femel  y = o.  Sia 
aurem  ponatur  *=i-fco,  erir  (1  -fco — y )*  = (r — _y)t; 
unde  ii  fiatnamus  y — 1 -f-  <p  erit  (ca  — <p) 1 = ( — <p) » = - <p  '« 
ideoquc  <p  debet  effe  negativum . Sit  ergo  y = 1 — $ erit 
( <0  - h <P  )’  = <p 3 y atque  cum  fumto  <p  minimo , <p  ? prae 
q 1 evanefcat , debebit  ncceflario  <a  efle  negativum  : hinc  va- 
lori  x=i  -fco  nuili  valores  reales  ipfius  y refpondent. 
At  polito  * = 1 — »r  & y = 1 — (p,.ob  (<p — a>)'  = (pi  y 
erit  <p  =<a  ± co  Va  y ideoque  ye=r  — unde 

uterque  vaJor  ipfius  y refpondens  ipfi  * = 1 — u minor  eft 
valore  y=  r,  qui  refpondet  valori  » = i ; critque  confequen- 
ter  kte  iplius  y valor  maximus, 

283.  HaCtenus  tantum  functiones  biformes  fumus  con- 
templati , quarum  maxima  vel  minima , quia  ambo  valores- 
facile  per  refolutionem  aequationis  quadraticae  exprimi  pof- 
funt , ad  examen  revocari  poflunt , Sin  autein  funClio  y per 
aequationem  altiorem  exprimatur,  methodus  atne  tradita, 
qua  maxima  minimaque  primae  fpeciei  indagavimus , eodem 
lucccflu  adhiberi  poterit.  Inventionem  vero  maximorum  ac 
minimorum  fecundae  fpeciei  fequenti  feCtioni  refervamus.  Fun- 
ctiones ergo  triformes  ac  multiformes , quemadmodum  tractari 
oportear,  aliquot  exemplis  oftendamus. 

EXEMPLUM  I. 


Definiatur  funflio  y , cuius  maxima  vel  minima 
quaeruntur  , per  banc  aequationem  : 
y 1 +■  x J e=  3 a x y . 

Differentiata  hac  aequatione  fit  3/*  dy-\-  ixxdx^i^axdy  -f 

Ifydx,  ideoque  — r=  — Maximum  ergo  vel  mini- 

dx  yy  — ax  kx 

mum  dabitur , fi  fuerit  ay  — xx , feu  y — — , qui  valor  in 
aequatione  propofiu  fubftitutus  dat.  a 


,T  + *,  = 3*’ 


feu 


Iti  ; 
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Erit  ergo  ter  x — o , quo  cafu  quoque  fit  denominator 

X X 

yy — (ix  = o , ob  — = o.  Utrum  ergo  hoc  cafu 

A 

maximum  minimumve  prodeat , patebit  fi  ipfi  x valorem 
tribuamus  minime  ab  o difcrepantem . Sit  ergo  * = »,  & 
^ — c p,  ob  cp 3-f-  «a5  = 3^ oo <p  , fiet  vei  ip  =«V  o vel 
q)=£<a*.  Priori  cafu  erit  «’co/ca=r  3*<r(uvf<u,  ideoque 
« ==  V"  3 a.  Hinc  polito  * — a>  erit  y — ±V  3,7  <u.  Unde 
eriamfi  « negative  accipi  nequeat , tamen  binorum  ipfius  y 
valorum  alter  maior  erit  quam  o,  alter  minor;  hincque 
y = o neque  maximum  erit  neque  minimum . Sin  autem 

flatuatur  q)=fto*  erit  a*  = lefco* , ideoque  J = — & q> 
co s . 3 a 

= — : Ergo  hoc  cafu  five  * capiatur  = + <a  five  = — <», 
3 a_  * 

valor  ipfius  y ~<f  nihilo  erit  maior,  ideoque  hoc  cafuy  = o 
erit  minimum.  Reilat  ergo  teitius  cafus  ex  aequatione  x} 

4 3 

= 2 examinandus,  qui  dat  * = a Yi , Sc  y = a Y 4. 

. . . • dy 

Qui  utrum  fit  maximus  an  minimus  ex  aequatione  — = 

dx 


« y — xx 
yy  — ax 

& 


quaeratur  differentialc  fecundum  , quod  ob  dy  = o 
ay  — xx  = 0 erit  ~ — , cuius  valor  praefenti 

VV- (IX 


yy. 


cafu  eft  — 


2«V  2 2 ....  , 

— — — ■ , qui  indicat  valorem 


2 a*  Y 2 — ««  V“ 2 
ipfius  y efle  maximum. 

EXEMPLUM  II. 


St  funflio  y definiatur  per  bant  ■aequationem : 
y«+x*  + ay5H-ax*  = b»x  + b,y, 
invenire  eius  maximos  minimofve  velares. 

Cum 
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Cum  per  diflerentiationem  oriatur 

4y J dy  + 3 ayydy  — b*  dy  — b 3 dx  — ^.txxdx  — 4» 3 dx  ; erit 
dy  b'  — 7jtxx  — 4*5  . 

T=J, 7+7573— > °Por,":  “ = 

Quaellio  ergo  huc  reducitur  , ut  functionis  uniformis 
b 5*r-/?*5  — *♦  maxima  ac  minima  indagentur,  quae  fimul 
erunt  maxima  feu  minima  funCtionis  y.  Sit  «=2  Sc  b—  3 
feu  proponatur  haec  aequatio /44*4 4 2/3 4. 2x 3 = 27x4  277; 

. <//  27  — 6xx  — 4*»  _ , _ 

erit  — = ; & 4*5  4.  <s*# — 27  = 0, 

</«475  + 577 — 27 

quae  divifa  per  2« — 3 = 0 dat  2**  + 5*  + 9 — o , cuius 
poiterioris  radices  cum  fint  imaginariae,  erit  *=—  & 


/♦  + 2y3  — 2 7/  = 


459 

i5 


cuius  fingulae  radices  erunt  vel  ma- 


ximae vel  minimae . Cum  autem  fit 
dy  27 — 6 xx — 4**.  ddy — x 2*  — 13 

47 3 + fyy—  27  * 


dx 


erit 


dx 1 


47  5 + 5/7  — 27  ’ 


qui  pofito  fi  fuerit  affirmativus,  indicabit  minimum, 

2 

contra  vero  maximum. 

EXEMPLUM  III. 

Si  fuerit  y “ + ax  " = by  <'  x definire  maxima 
& minima  ipfius  y. 

. . dy  qbyrxt~'  — nax*~ 1 

Ter  diflerentiationem  fit  — = ; , quo  do 

dx  »iym~~‘  — pbyt~~‘  1 r 

fito  ~o , erit  primo  x = o , fi  quidem  n & q fuerint  uni- 
tate maiores ; atque  fimul  / = o . Quo  cafu  an  detur  ma- 
ximum vel  minimum,  valores  proximi  funt  inveftigatidi , quo- 
niam quoque  denominator  fit  = o ; quae  inveftigatio  ab  expo- 

. dv 

nentibus  potiffimum  pendebit.  Praeterea  vero  aequatio  -y  — o 


Ttt  2 


d* 

dabit 


5<* 
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dabit  yf=,—  *»— ?,  qui  valor  in  propofita  fubftitutus  po- 
q b 

1 m mn — t*q  ^ m m*t»  mq-nf 

~~  r 

mq-np) 


nendo  dabit  gr*  ' +ax'=z—x'fc ujK  t 

qb  v 


(n  — ij). 


unde  fit  :g 


q x 7 * 

fimulque  valor  ipfius  y innotefcir.  Deinde  difpiciendum  eft, 
utrum  differentio  - differentiate 

d dy  q(q  — l)  by **1~% — n(n—i)a*m  » 

dx‘  mym~l  — pbyf~‘  ** 

obtineat  valorem  affirmativum  an  negativum , ut  ex  priori 
minimum,  ex  pofteriori  vero  maximum  pronuncietur.  . 
t y f M P I.  IJ  M IV. 


Si  fuerit  y*+x*  = 4xy — i , maxima  & minima 
funtlio/iis  y njjt^nore . 

Differentiatione  inftituta  fit  ,,  hinque  oritur 

dx  y}~x 

yrrx1,  erit  ergo  x"  — ix* — 2 feu  x 11  — 3**  + 2 = 0 , 
quae  aequatio  refolvitur  in  has  aM-i  = o & x ‘4-*  - ~°y 

pofleriorque  in  x ♦ — i — o&a?44-2  = o.  Hinc  erit  bis 
vel  x =2 4.  1 vel  x—  — 1 i utroque  vero  cafu  & denominator 


fraftionis  — evanefcit . Ad  inv.efligandum  ergo  utrum  his  cafi- 
dx 

bus  maximum  minimumve  locum  habeat , ponamus  x — 1 - « 


& y — 1 — q>;  erit : 

1 — 49  + 1 — 4<a  = 4 — 4«  — 4<p  — 2 

+ <5<p*+  6<a*  +4» 

— 4<p  *—  4«* 

■j*  qp  < -4~  q)4 

ideoque  400^  = rfq>*  + 6<a1 — 49’ — 40 • + <p*  + M 4 > & °** 
m & 9 minima  4&xp  = 6<p ' -f  * • Valor  ergo  ipfius  9 erit  ima- 
ginarius , ' five  o)  capiatur  affirmative  five  negative . Seu  fi  y 
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& x defignent  coordi  natas  curvae , ea  cafu  x—i  & y = i ha- 
bebit punftum  coniugatum . Neque  ergo  hic  valor  pro  maximo 
neque  pro  minimo  haberi  potefi , propterea  quod  antecedentes 
& confequentes,  cum  quibus  comparari  deberet , fiunt  imaginarii. 

284.  Si  aequatio,  qua  relatio  inter  x & y exprimitur, 

ita  fuerit  comparata , ut  fun&io  ipfius  y aequetur  funftioni 
ipfius  x , puta  Y = X ; ad  maxima  minimave  invenienda 
poni  debebit  dX  = o : fiet  ergo  y maximum  vel  minimum 
lildenj  cafibus , quibus  X fit  maximum  vel  minimum  . Si- 
mili modo  fi  * tanquam  funftio  ipfius  y confideretur , fiet 
x maximum  vel  nummum  fi  d Y = o hoc  eft  fi  Y fuerit 
maximum  vel  minimum.  Neque  tamen  bine  lequitur  y & x 
fimul  fieri  maxima  vel  minima.  Nam  fi  fuerit  2^y — yy  = 
2 bx  — xx  y erit  y maximum  vel  minimum,  fi  fuerit  x — i; 
eritque  yx=.a±  V(aa-  U).  Contra  vero  x fit  maximum  vel 
minimum,  fi  fuerit / = <»,  fitque  x = £ + V(bbr-aa),  neque 
ergo  fiet  y maximum  vel  minimum,  fi  *=x£+V (bb-an), 
quo  tamen  cafu  x efl  maximum  minimumve . Ceterum  hoc 
cafu,  fi  y habeat  valores  maximos  vel  minimos,  x hac  in- 
dole  prorfus  carebit : namque  y maximum  minimumve  fieri 
nequit,  nifi  fit  a>  b,  quo  cafu  maximum  minimumve  ip- 
fius x fit  imaginarium.  _ 

285.  Tum  vero  etiam  evenire  poteft , ut  non  omnes 

radices  aequationis  dX  — o praebeant  maximos  minimofve 
valores  pro  yt  fi  enim  illa  aequatio  duas  habuerit  radices 
aequales , exinde  neque  maximum  neque  minimum  confequi- 
tur  ■ hocque  idem  evenit , fi  quotcunque  radices  numero  pa- 
res fuerint  inter  fe  aequales  t Sic  fi  proponatur  aequatio 
/» ( y — a» ) “ = ( x ^ ) * -f • r 3 ; quia  fumtis  differentialibus  fit 

zlrdy  ( y — a)^%dx(x  — b)*,  funftio  y neque  maxima  fiet 
neque  minima  pofito  x—b,  propterea  quod  hic  occurrunt 
duae  radices  aequales-  Sin  autem  x tanquam  funftio  ipfins  y 
fpeftetur,  ea  fiet  maxima  vel  minima , fi  llatuatur  y = a; 
eritque  x =£ — ,c  minimum.  Quia  denique  in  buiufmodi  ae- 


CAPUT  XJ. 


510 

quationibus  Y = X variabile;  .v  & y inter  fe  non  permifcen- 
tur,  fi  ipfi  „v  tribuitur  valor,  qui  fit  radix  aequationis  rfX=:o  , 
omnes  valores  i prius  y , quotcunqne  fuerint  reales,  erunt  m.i- 
ximi  vel  minimi ; quod  non  evenit , fi  in  aequatione  ambae 
variabiles  fuerint  permixtae . 

285.  Quae  praeterea  fuperfunt  de  natura  maximorum 
ac  minimorum  exponenda ; ea  in  fequentein  feftionem  refer- 
vanius,  quoniam  commodius  ope  figurarum  menti  repraefen* 
tari  atque  explicari  poliunt.  Pergamus  ergo  ad  functiones, 
quae  ex  pluribus  variabilibus  funt  compofitac,  atque  inveffi- 
gemus  valores,  quos  lingulis  variabilibus  tribui  oportet,  ut 
ipla  funflio  vel  maximum  vel  minimum  valorem  obtineat . 
Ac  primo  quidem  patet,  fi  variabiles  non  fuerint  inter  fe 
permixtae;  ita  ut  funflio  propofita  fit  huiufmodf  X-f-Y, 
exifiente  X funflione  ipfius  a:,  & Y ipfius  y tantum,  tum 
funflionctn  propofitam  X + Y fore  maximum,  fi  fimul  X & Y 
maximum  evadat:  minimumque,  fi  fimul  X&Y  fiat  mini- 
mum . Ad  maximum  ergo  inveniendum  inquirantur  valores 
ipfius  x quibus  X fiat'  maximum , ‘ fimilique  modo  valores 
ipfius  /,  quibus  Y fit  maximum:  hique  valores  pro  * & y 
inventi  efficient  fun£lionem  X-f-Y  maximam  , quod  fimili- 
ter  de  minimo  erit  tenendum.  Cavendum  ergo  efl,  ne  duo 
valores  ipfarum  x & y diverfac  natnrae  combinentur,  quo- 
rum ille  reddat  X maximum  , hic  vero  Y minimum , aut 
contra.  Hoc  enim  fi  fieret,  funflio  X-f-Y  neque  maximum 
foret  neque  minimum  . At  huiufniodi  funflio  X — Y fiet 
maxima,  fi  X fuerit  maximum  fimulque  Y minimum;  con- 
tra vero  X — Y fiet  minimum , fi  X fuerit  minimum  & Y 
maximum.  Sin  autem  utraque  funflio  X&Y  ftatueretur  vel 
maxima  vel  minima,  earum  differentia  X — Y neque  foret 
maxima,  neque  minima;  quae  omnia  funt  ex  natura  maxi- 
morum ac  minimorum  ante  expofita  clara  & perfpicua . 

• • 287.  Si  ergo  quaerantur  maximi  mininiive  valores  fun- 
flionis  duarum  variabilium ; quaeftio  multo  magis  cautioni 
> ob- 
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•bnoxia  eft , quam  fi  unica  fuerit  variabilis.  Non  folum  enim 
pro  utraque  variabili  cafus,  quibus  maximum  minimumve  pro- 
ducitur , diligenter  funt  diftinguendi ; fed  etiam  ex  his  bini 
«iufmodi  funt  coniungendi,  ut  funftio  propofita  fiat  maximum 
vel  minimum;  id  quod  ex  exemplis  clarius  patebit. 

. — EXEMPLUM  L 
Sit  propofita  haec  duarum  variabilium  x & y funflio  : - ' 
y * — 8y»  + i8y*  — 8y  + x3  — jxx  — 3X 
Cy  quaerantur  valores  pro  y & x fubjlituendi , ut  haec 
funttio  maximum  vel  minimum  obtineat  valorem  . 
Quoniam  haec  expreffio  in  duas  huiufmodi  partes  Y -f  X re- 
folvitur,  quarum  illa  eff  funflio  ipfius  y,  haec  vero  ipfius  x 
tantum ; cafus  quibus  utraque  fit  maxima  vel  minima , inve* 
fligentur.  Cum  igitur  fit 

• irfY 

Y —y  4 — 8 y 3 + 18^* — 8^,  erit  - — = 4 y — 24^*+  36y-  8 

qua  expreflione  nihilo  aequali  pofita , fiet  per  4 divifa 
y 3 — t !y  1 -h  py  — 2 = 0:  cuius  radices  funt  y — 2 , 

ddX 

& y — 1 i y 3 * Cum  ergo  fit  — — - c=  yry - 1 2y  -f  $> ; ca* 

. w*  • . ; . ■ . 

fu  y=z  2 „t‘prodibit  maximum.  Pro  reliquis  binis  radicibus 
y =:  2 4 V 3 , quae  oriuntur  ex  aequatione  yy  — 4/  + 1 = 0 

dJY  . . 

fiet % — yy  — 4/+3  = 2,  unde  utraque  dat  mini- 
mum. Erit  autem  his  cafibus  ut  fequitur. 


y=t 

y — z — Y 3 
/=  2 + v 3 


Y=  8 
Ysst-  1 


maximum 

minimum 

minimum 


Simili  modo  cum  fit  X 1 


x 3 — 3**  - 


. dX 

erit  - — z? 


3x,  ^ 

3xx  — d*  — 3 , unde  oritur  haec  aequatio  xx  = 2 x 4.  1 & 


9t ■*=  f ± y 2 . Eft  vero 


ddX 


. = *■— 1 =±  V2  . Ergo  ra- 
ti** * dix 
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dixx=iifV2  minimum,  nempe  X ~ 5 — 4V2 
& x = 1 — V2  dat  maximum  , nempe  X = — 5 .j.  4 \f  2 * 
Quocirca  formula  propofita  X-f-Y  —/*  — 8 y 3 -f-  18 yy  — 
8/-f-ar 3 — jxx — 3*  fiet  maxima,  fi  ponatur  7 = 2 8c  x—h 
— V 2 , prodibitque  X-J-Y=3-f-4/2.  Eadem  autem  for- 
mula X-f-Y  fiet  minima,  fi  fumatur  vel  y — 2 — V 3 vel 
y = 2-fV  3 Sc  #=i+v/'2,  utroque  cafu  erit  X+Y=  -6-  4V  2 . 

EXEMPLUM  II. 

Si  proponatur  baec  Junliio  duarum  variabilium : 
y4  — Sy34-  i8y 1 — 8y  — x 3 + jxx  -f-  jx 
quae  quibus  caftbus  Jiat  maxima  vel  minima  invejiigetur . 

Pofito  ut  in  praecedente  exemplo  liabuimus,  Y ~y* — 8/* 

+ 18/*  — 8/  & X = * 3 — $xx  — jx  j formula  propofita 
erit  Y — X;  ideoque  fiet  maxima,  fi  Y fuerit  maximum  \ 
& X minimum.  Cum  igitur  hos  cafus  iam  ante  eruerimus, 
patet  Y — X obtinere  valorem  maximum , fi  ponatur  y — 2 
& *=i+/2;  fietque  Y — X = 1 3 -f-  4/2 . Minimus  ve- 
ro valor  ipfius  Y-X  evadet,  fi  Y fit  minimum,  & X ma- 
ximum, quod  evenit  ponendo  y — 2 i V 3 & x=  1 — V 2, 
fiet  autem  Y-X  = 4~4V2.  Ceterum  in  utroque  exemplo 
patet  hos  valores,  quos  invenimus,  neque  omnium. 'efie  ma- 
ximos neque  minimos : nam  fi  utrinque  poneretur  verbi  gra- 
tia ^ = 100  & # = o,  fine  dubio  maior  prodiret  valor  eo, 
quem  invenimus  : fimilique  modo  ponendo  y ==  o & vel 
* = — 100  vel  x — -f-  100  minor  prodiret  valor,  quam  funt 
illi,  quos  pro  cafu  minimi  invenimus.  Probe  ergo  tenenda 
eft  idea  fupra  expolita,  quam  de  natura  maximorum  ac  mi- 
nimorum dedimus . Scilicet  eum  valorem  vocari  maximum , 
qui  maior  fit  valoribus  tam  antecedentibus  quam  confequenti- 
bus  contiguis  proximis;  minimum  autem  effe  eum,  qui  his 
valoribus  tam  antecedentibus  quam  confequentibus  fuerit  mi- 
nor . Sic  in  hoc  exemplo  eft  valor  ipfius  Y — X , qui  pro- 
.dit  ponendo  y = 2 & x ==:  1 -j-V  2 maior  eft  eo,  qui  refui- 
, ' - ; tat 


Digitized  by  Google 


C A ? U T XI.  313 

tat  fi  ponatur  / = 2 + 00  & * = 1 4-  / 2 i <p  fumtis  pro  oj 
& cp  quantitatibus  fatis  exiguis. 

288.  His  exemplis  expeditis  facilior  erit  via  ad  folutio- 
nem  generalem  indagandam . Denotet  V functionem  qcamcun* 
que  duarum  variabilium  * Sc  y , fintque  pro  x Sc  y valores 
inveniendi,  qui  functioni  V inducant  maximum  vel  minimum 
vulorem . Cum  igitur  ad  hoc  efficiendum  utrique  variabili  x 
Sc  / determinatus  valof  tribui  debeat ; ponamus  alteram  y iam 
habere  eum  valorem , qui  requiritur  ad  iunCtionem  V vel 
iuaximam  vel  minimam  reddendam : hocque  pofito  tantum  opus 
erit,  ut  pro  altera  x idoneum  quoque  valor  inveftigetur,  quod 
fiet , dum  funCtio  V differeutiatur  ponenda  fola  x variabili , 
differentialeque  nihilo  aequale  ftatuitur,.  Simili  modo  fi  fin- 
gamus variabilem  * iam  euin  habere  valorem , qui  aptus  fit 
ad  fun£lionem  V vel  maximam  vel  minimam  efficiendam  , 
valor  iplius  y reperiecur  differentiando  V polita  fola  y varia- 
bili , liocque  diiferentiale  nihilo  aequali  ponendo.  Hinc  fi 
diflereimale  funitionis  V fuerit  — Pdx  + Q dy , oportebit 
elfe  & P = o & Q=o,  ex  quibus  duabus  aequationibus  va- 
lores  utriulque  variabilis  x Sc  y erui  poterunt  . 

289.  Quoniam  vero  hoc  paflo  fine  dilcrimine  reperiun- 
tur  valores  pro  x Sc  y , quibus  filn£tio  V vel  maxima  vel 
minima  redditur cafus , quibus  vel  maximum  vel  minimum 
oritur , probe  a fe  invicem  funt  dillinguendi  . Ut  enim  fun- 
£tio  V fiat  maxima , neccile  elt  ut  ambae  variabiles  ad  hoc 
confpirent ; namque  fi  altera  maximum  exhiberet , altera  mi- 
nimum, ipla  funitio  neque  maxima  neque  minima  evaderet. 
Quocirca  inventis  ex  aequationibus  P=o&Q=o  vaioribus 
ipfaruru  x Sc  y inquirendum  elt,  utrum  ambo  fimul  funflioni 
V vel  maximum  vel  minimum  valorem  inducant;  atque  tum 
demum  , cum  compertum  fuerit  utriulque  variabilis  valorem 
hinc  erutum  pro  maximo  valere , affirmare  poterimus  fun- 
ctionem hoc  cafu  maximum  valorem  induere.  Quod  idem  de 
minimo  erit  tenendum,  ita  ut  funflio  V minimum  valorem 

Vvv  adi- 
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adipifci  nequeat,  nili  fimul  ambae  variabiles  # k y minimum 
producant . Hinc  ergo  omnes  illi  cafus  reiici  debebunt , quibus 
altera  variabilis  maximum , altera  vero  minimum  indicare  de- 
prehendetur. Interdum  vero  etiam  evenit,  ut  alterius  vel  etiam 
utriufque  variabilis  valores  ex  aequationibus  P = o & Q=o 
oriundi  neque  maximum  neque  minimum  exhibeant , qui  cafus 
proinde  pariter  tanquam  prorfus  inepti  erunt  reiiciendi . 

290.  Utrum  autem  valores  pro  x Ik  y reperti  valeant 
pro  maximo  an  minimo,  de  utroque  feorfmi  iiniili  modo 
invefligabitur , quo  fupra,  cum  unica  adellet  variabilis,  fu- 
mus ufi . Ad  iudicium  ici  licet  de  variabili  x inftituendum  con- 
fideretur  altera^  tanquam  conftans,  & cum  fit  JV  = Pdx 

dV  . . 

feu  — =P,  difierentictur  P denuo  pofito  / conflante,  ut 

ddV  d P ..  d P 

prodeat  — — - — - — , ac  diipiciatur,  utrum  valor  Ipfius  — — , 

poflquam  loco  x Sc  y valores  ante  inventi  fuerint  fubftituti , 
liat  affirmativus  an  negativus ; priori  enim  cafu  indicabitur 
minimum  pofleriori  vero  maximum.  Simili  modo  cum  poli- 

d V 

to  x conflante  fit  dV~Qdy  feu  ——  = Q,  diflereutietur  Q 

dy  dQ 

denuo  pofita  fola  y variabili , & examinetur  valor  ——  , fub- 

dy 

flitutis  loco  x & y valoribus,  qui  ex  aequationibus  P=o 
& o funt  inventi;  qui  fi  fuerit  affirmativus,  declara- 
bit minimum,  contra  vero  maximum.  Hinc  ergo  colligitur, 

dP  dQ. 

fi  ex  valoribus  pro  x Sc  y inventis  formulae  — Sc  in- 

. dx  dy 

duant  valores  diverfis  fignis  aflfeftos  altera  fcilicet  affirmati- 
vum, altera  negativum,  tum  lunftioncm  V neque  maximam 

neque  minimam  effici ; fin  autem  utraque  formula  & ~ 

fiat  affirmativa , minimum  refultabit : contraque , fi  utraque 

fiat  negativa,  maximum.  2511. 
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201.  Quodti  vero  altera  formula  — & vel  etiam 

dx  dy 

utraque,  fi  pro  x & y valores  inventi  fubfiituantur,  evane. 

r . dd  P 

fcat , tum  progrediendum  erit  ad  diflerentiana  fequentia  — — 

c -r  • • ‘ 

& quae  mfi  pariter  evanelcant,  neque  maximum  neque 


dy  ‘ 


minimum  habebit  locum ; fin  autem  evanelcant , iudicium  ex 

</»p  d >Q 

formulis  diiTerentialibus  lequentibus  - . ■ & ■-  erit  peten- 


d1/ 1 


d P 


dum,  fimilique  modo  inftituendum,  quo  pro  formulis  — — & 

</Q  • . 

— — eft  faflum.  Quo  autem,  quibus  cafibus  hoc  ufu  veniat, 

dy 

•larius  exponamus , prodierit  valor  * = «,  qui  fi  formulam 

— reddat  evanefeentem , necelfe  eft  ut  — factorem  habeat 

dx  dx 

h — « ; qui  faftor  fi  fuerit  folitarius , neque  fimul  alium  fibi 
habeat  aequalem  focium , neque  maximum  neque  minimum 

dP 

indicabitur,  quod  idem  evenit  fi  — faflorem  habuerit  (x-«) 5 , 

vel  (#-*)*,  Stc.  Sin  autem  fa&or  fuerit  (x-«)  *,  vel  (#-«)♦, 
&c.  tum  quidem  maximum  vel  minimum  indicabitur;  at  in- 
fuper  videndum  erit,  utrum  cum  cafu  per  y indicato  confentiat. 

292.  Labor  autem  his  cafibus  ad  differentialia  ulteriora 
progrediendi  mirifice  fublevari  poterit : fi  enim  ponamus , ut 
rem  generalius  compleftamur , inventum  efle  at- 

■ d P 

que  formulam  — . fa£torem  habere  («*  -f-tf)*,  ita  ut  fit 

dP  "*  d* P 

— = («*  + $)*  T,  quia  eft  «*+*  = o,  fiet = 2**T, 

dx  dx> 

hineque  ob  2 «*  affirmativum,  ex  ipfa  quantitate  T iudicium 
abfolvi  poterit;  quae  fi  induet  valorem  affirmativum,  pro 
minimo,  contra  vero  pro  maximo  pronunciabit . Hocque  idem 

V v v 2 fub- 
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fubfidium  in  maximorum  minimorumque  invelligatione , fi 
unica  infit  variabilis  adhiberi  poterit , ita  ut  nunquam  opus 
fu  ad  altiora  differentialia  afccndere.  Quin  etiam  nequidem 
ad  difierentialia  fecunda  procedere  opus  erit : fi  enim  ex  ae- 
quatione P o , fiat  «#  -f-  6 — o , necelfe  elt  ut  P fafforem 

habeat  fit  P = (**4-<?)T,  Sc  cum  fit  3-  = 


dx 


dT  dP 

a T + (**  + 6)  ~r~  i ob  xm  -f-  6 = o , erit  — = «T  , hineque 

dx  d x 


iam  ipfe  alter  faftor  T,  prout  valor  ipfius  «T  fuerit  vel 
affirmativus  vel  negativus , flatim  vel  minimum  vel  maxi- 
mum indicabit. 

293.  His  igitur  traditis  praeceptis  haud  difficile  erit, 
fi  funtiio  quaecunquc  duas  variabiles  involvens  fuerit  propo- 
fita , cafus  invefiigare , .quibus  haec  funflio  fiat  vel  maxima 
vel  minima.  Si  quae  infuper  notanda  fuerint,  ea  ipfa  exem- 
plorum evolutio  fuggeret , quamobrem  aliquot  exemplis  regu- 
las datas  iliuflrari  expediet. 

EXEMPLUM  I. 


Sit  bropofite  ifia  functio  d utrum  •variabilium 
V =xx  -f  x y -f  yy  — ax  — by  , quae  quibus  caftbus 
fiat  •vel  maxima  vel  minima  inquiratur. 

Cum  fit  d\  = 2xdx  \-ydx  ±xdy±  lydy-  adx-bdy  , fi 
comparetur  cum  formula  generali  dV  — Pdx  + Qfy  erit  P = 
2x-f -y  — a & Q=  zy  -f-  x — frunde  formabuntur  illae  ae- 
quationes 2x-\-y-a  — o Si  2y  -f  x — i = o,  quibus  con- 
iuuflis  eliminando  y fiet  x — £ = 4*—  2 a,  ideoque  x = 

2 a — b 2 b—-a  . . dP 

— , &,  y — a — 2x  — . Cum  jgitur  fit  — = 2 

3 . 3 « 


dQ  ... 

Sc  — =2,  utraque  oflendit  minimum  ; ex  quo  .concludi- 
dy 

mus  formulam  xx  + xy -j-yy — ax  — by  fieri  minimam,  fi 

ponatur 
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prodibirque  hoc  modo 


3 ' 3 

— iaa4-  lab—  xbb  — aa-j-ab — bb  . . 

V — - — 2 — = , qui  cum  fit  uni- 

p 3 

cus , omnium  erit  minimus . Unico  ergo  modo  fieri  potcft 

— a a -f-  ab  - bb 

xx  -f-  xy  + yy  — ax — by  — , & quia  minor 

fieri  nequit,  erit  haec  aequatio  xx  -{-xy  -hyy — — by  t=t 

— aa  + ab — bb  . 

cc  lmponibilis. 

3 

EXEMPLUM  II. 

Si  proponatur  formula  V = x!  + y3  — J/iX  y , quaerantur 
cafus , quibus  V adipifcatur  valorem  maximum  vel  minimum . 

Ob  dV  — ixxdx+iyydy  — laydx — 3 axdy  erit 
P =:  $xx  — i»y  & Q=  3 yy  — 3«*,  unde  fit  ay=txx  & 
ax—yy.  Cum  ergo  fit  yy  — x*‘.  aa  = ax  erit  x*  - x — O', 
idcoque  vel  x = o vel  x = a . Priori  cafu  fit  y — o , pofte- 

dP  ddP 

riori  vero  y — a.  Quoniam  ergo  efl  — = 6 x , , — ° > 


dx 


dO  ddQ  . . r _ 

& — 7 = 6y  atque = 6\  priori  ergo  calu  , quo  x — o 

dy  • dy  * 

& y — o,  neque  maximum  neque  minimum  refultat . Pofle- 
riori  vero  cafu  quo  Sc  x = a & y = a minimum  prodit , 
fi  quidem  a fuerit  quantitas  affirmativa,  fietque  V = — 
qui  autem  valor  tantum  minor  efl  proximis  antecedentibus 
& confequentibus : nam  fine  dubio  V multo  minorem  indue- 
re potell  valorem , fi  utrique  variabili  x St  y valores  nega- 
tivi tribuantur . 

EXEMPLUM  III. 

Propofta  fit  baec  funflio  V -=  x 3 -f-  ayy  — bxy  d"  cx , cuius 
valores  maximi  feu  minimi  inquirantur . 

Quia  efl  <fV  = $xxdx  4.  laydy -bydx-bx  dy  -f  r^^^erit 
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P=3*’*  — by  -f  c & Q.=  2 ay  — bx , quibus  valoribus  ni- 

bx  • bbx 

hilo  aequalibus  pofitis  erit  — — , ideoque  $xx — f-  r 

ibbx  - 4/f  hb  + V (b4  — 4$adr) 

— o feu  xx  — undent  x~ . 

I2<?  12  a 

Nifi  ergo  fit  b*-fiaac  > o,  neque  maximum  neque  mini- 
mum habet  locum.  Ponamus  ergo  e fle  b*-  48/», jc  = bbff , ut 

bbibb—g)  . _bb±bfe  bb'Kb±f)  „ 

fit  c= : erit  x — t*.y  — — . Quo- 

48  aa  I2a  24 a» 

n dP  . - JQ._  , dP  b'b±f) 

mam  porro  elt  — = 6x  « — = 2tf,  het  — = . 

dx  dy  dx  2 a 

Nifi  ergo  2»  & — — fint  quantitates  eiufdem  figni , ne- 
que maximum  neque  minimum  habet  locum . At  fi  fint  am- 
bae vel  affirmativae  vel  ambae  negativae,  quod  evenit,  fi 
earum  produflum  b(b±f)  fuerit  affirmativum;  tum  funilio 
V evadet  minimum , fi  a fit  quantitas  affirmativa , contra  ve- 
ro maximum,  fi  a fit  quantitas  negativa.  Hinc  fi  fuerit  /=  o 
b ♦ 

feu  r = — — , ob  b b quantitatem  affirmativam , fumflio  V 
48,?  a 

evadet  minima  fi  a fit  quantitas  pofitiva,  ponaturque  *•  = 
b b b * * 

&v= r ; contra  vero  fi  a fit  negativum,  iftae  fub- 

12  a 24  aa 

ftitutiones  producent  maximum.  Si  fit  f <b,  duobus  cafibus 
oritur  vel  maximum  vel  minimum:  at  fi  / > />,  tum  cafus 

• b(b+f)  p bb(b+f) 

ramum  x — — & y = praebebit  maximum 

12-»  24  aa 

minimumve  prout  a fuerit  vel  negativum  vel  affirmativum . 
Sit  a — 1,^  = 3 &y=i,  ut  habeatur  haec  formula  V 

— x*-\-yy  — jxy +t a: haec  fiet  minima  ob  a affirmativum, 
fi  ponatur  vel  * = t & ^ = ■*  vel  x=zi  8c  y = Prio- 
ri 


x. 
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ri  cafu  oritur  V — pofteriori  vero  V = Interim  ta- 
men patet  loco  x numeris  negativis  ponendi?  multo  minores 
valores  pro  V oriri  polle . Ita  ergo  intelligi  debet  valor  ip- 
fiusV  = ^ minor  efle,  quam  fi  ponaturAf=2-f-ta&^=3-f-cp; 
dummodo  fint  <o  & tp  numeri  parvi , five  affirmativi  five  ne- 
gativi; limes  autem  quem  co  tranfgredi  non  debet  eft  — ‘f; 
nam  fi  <a  <;  — ^ fieri  poterit  ut  V fiat  minor  quatn 
EXEMPLUM  IV. 

. Invenit- e maxima  vel  minima  huius  fu  »61  ion  is  : 

V = x4  4 y ♦-  axxy  - axyy  4.  ccxx  4 ccyy. 

Sumto  differentiali  erit  P = 4* 3 — zaxy  — ayy  -f-  zccx  Sc 
Qm:=4y,  — ax* — 2axy  -f-  zccy  , quibus  valoribus  nihilo  ae- 
qualibus pofitis,  fi  a fe  invicem  fubtrahantur  erit:  4* 3 — 
4y 3 + axx  — ayy  -f-  zccx  — zccy  = o,  quae  cum  fit  divili- 
bilis  per  x-y , erit  primo  y=x,  atque  4*3- jaxxJ.  2ccx  — o, 

j o r Za±V(paa—22Cc) 

quae  dat  x = 0 & 4**=  3 ax-  zcc  feu  x — - — - . 

8 

Si  fumamus  # = o,  erit  quoque /erro;  & ob  — — izxx 

. «'Q  dxr 

— zay  -f-  icc , atque  — = 1 zyy  - zax  -f-  icc , fiet  funflio  V 

c-  a * $a  ±V  (paa- 7Zcc)  _ 

minima  = o . Sin  llatuamus  x —y  — i — l f fi 

quidem  fuerit  paa  > 32rr , ob  ^xx—^ax  - jccy  erit  — = 

dx  dy 


— 1 2 XX- Zax+2CC=J4X 


_ 32ff  i 7/V(p/*/»“  J2cr) 
■4cc—  g . 


affirmativus  ob  32CC  <Z  paa, 
fit  minimus  , eritque  V = 

Dividamus 


qui  valor  cum  fit  femper 
valor  V hoc  quoque  cafu 

-27  p t a 

—X*  + — aacc  — ■ — c 4 £ ( paa  — 3 2 cc)  * 

256  16  2 25  6k  i j 

autem  aequationem  4*3  — 4>'3-f-/wfx — ayy  -f-  zccx  — zccy  — o 
per  * — y fietque  4x*  -f-  4 xy  -f-  4 yy  -j-  ax  -f-  ay  -j-  zcc  — O.  At 

ex  aequatione  P = o , cnt//=  — zxy  + — «3  -f  } 

a si 
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quo  valore  in  illa  fubftituto  fir 

1 6x  > -f-  4 nxx  -f-  anx  -f-  8cr«t  -f-  2acc 
y r - - • 

4<M(  *—  na 

4*  s + nxx  +•  zccx-  , . 

Verum  illa  dat  v = -x±  V , unde  efficitur  r. 

a 

1 6x ' 4 8 axx  4. 4dx  4.2 acc  — (4*  - a)  y/'  (4-7* J 4.  aaxx  4.  2accx)  > 
quae  ad  rationalitatem  perdufla  dat  ' 

15^** 4“  lp2ax  * -f*  Soaa * 4 -f-  4<j’x} — a*  x'  — 2a*cc x-}- ^a' c + 
-f-  I28rc  -\-96acc  + 4S a arr  -\-i6ac* 

-f-  idr4 

cuius  radices , fi  quas  habet,  reales  indicabunt  maxima  vel  mi- 

dP  dQ 

nima  fun£tionis  V , fi  quidem  — Sc  — — fiant  quantitates  eo- 

dx  dy 

dem  figno  aifc&ae. 

EXEMPLUM  V. 

Invenire  maxima  minima  huius  exprcjjionis .- 
x 4 + mxxyy  + y 4 + aaxx  + naaxy  -f-  aayy  = V . 

Fafla  diiferentiatione  erit: 

P = 4*  » -f-  2 mxyy  + 2 aax  -f-  nany  — o 
Q_  ~ 4y  > -f-  2 mxxy  + 2 any  + nnax  = o 
quae  aequationes  invicem  vel  fubtraflae  vel  additae  dant: 

(4**  -f-  4 xy  -f-  4 yy  — 2mxy-\-  2aa  — naa)(x — y)  — o 
(4X*  — •f*4t>,+  2mxy-\-  2aa  + naa)  ( x-{-  / ) =0 

quae  divilae  per  x—y  & x+/,  & denuo  vel  additae  vel 
fubtraflae  dant: 

4*x  4yy  + 2aa  =0  8c  4 xy  — 2 mxy  — naa  = o. 

_ . ...  r naa  , 

Ex  quarum  polteriori  ht  y = — — , prior  autem  reales 

2(2  ~m)x 

valores  non  admittit.  Tres  igitur  habemus  cafus: 

I.  Sit  y — x,  eritque  4*'*  -f-  2mx* ■ -f*  2aax  -f-  nnax  — o , 
unde  fit  vel  *=o  vel  2(2  -j-  m)  xx  + (2  -\-n)aa  = o.  Sit 
. dP 

*=o,  erit  quoque  y—  o,  atque  ob  — = 12**4.  2t»/y4-  2a a 

d*  & - 
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« +■  2 , , ^ 
- ■■■■■-  = — JW  , 

777  + 2 


& — — - = 1 lyy  + zmxx  + :m  , hoc  cafu  fiet  V = 
iiimuin,  fi  quidem  coefficiens  */;  fuerit  affirmativus 

r 1 («  + 2)  <7,7  ..  . ' 

cafus  dat  xv  = ; — ; — r , quae  realis  efle  nequit  mu 

2 (»7  + 2)  1 1 

_ » 4 2 . . 

fit  — . — numerus  negativus.  Srt 

777  + 2 3 

fcu77  = — 2^77»  — 4^  — 2,  cr\tx  — ±ka  & r = ±ka  . At 

— = I zkkaa  4.  2 mkkaa  -(-  2 *>a  Si  — I zkkaa  4.  zmkkaa  \.zaa  , 
<7*  <7)7 

qgae  cum  fint  aequales,  erit  V vel  minimum  vel  maximum, 
prout  illae  quantitates  fuerint  vel  affirmativae  vel  negativae. 
II.  Sit/=z  — x , eritque  2(777  4 2)* 1 = (77 — z)  aax  ergo 

1 0*  — 2)  <m  . . 

vel  x = o vel  xx  = — — r-.  Prior  radix  *ro  recidit  in 

2(777+2)  („_2)M 

praecedentem.  Poltefior  vero  erit  realis  fi — - — ; — r fuerit 


</P_<fQ 
d x dy 


2(777  + 2) 


prodibit  vel  ma- 


quantitas  affirmativa:  & cum  fiat 

ximum  vel  minimum. 

: . naa  . nm  ’ <7 4 • , 

III.  Sit  y = — — * erit  4x5  + — — — +2<7<7*  + 

2(2  — m)x  2(2 — tm)  2 x 

7777/7  4 . tina 4 

— — . — — = o feu  4X 4 + 2<7/7xx  + — = 0,  cuius  ae- 

2(2  — 777)*  (2  — 777) 2 ’ 

quationis  nulla  radix  elf  realis,  nifi  fit  aa  quantitas  negativa. 
EXEMPLUM  VI. 

Propoftt a fit  baec  fundito  determinata : 

V = x4  + y4 — xx  + xy-^-yy, 
cuius  valores  maximi  vel  minimi  invcjligentur . 

Cum  hinc  fiat  P = 4*  >-  ax  -\-y  — o 8c  Q=  4> 5 - 2y  + x =:  o 
erit  ex  priori  y—zx — 4*1,  qui  in  altera  fubftitutus  dat' 
25<f  x’ 384*^  + ip2  *5  — 40*7  + 3*  = o.  Cuius  una  ra- 
~;YJ  Xxx  dix 
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dix  eft  x — o,  unde  fit  quoque  y—o.  Ergo  hoc  cafu  oh 
d P „ dQ 

— = laxi* — 2 & — r=i2vy — 2 prodit  maximum  V = o. 

d x dy 

Divifa  autem  aequatione  inventa  per  # erit: 

256**  — • 384**  + ij»2*4  — 40**  +3  = 0, 
quae  faflorem  habet  4** — 1 , unde  fit  4**=  1 & # = + t; 

. dP  dQ_ 

atque  y — ± 7 , tum  vero  erit  — — — = x , utroque  ergo 
cafu  oritur  minimum  V — 5- . 

P 

Dividatur  illa  aequatio  per  4**- 1,  atque  obtinebitur: 
64X6  — 8o*  + -f-  2%xx  — 3=0, 

Jiuae  denuo  bis  continet  4xx — 1=0;  ita  .ut  praecedens  ca- 
us  oriatur . Praeterea  vero  inde  fit  +xx  -—3  = 0,  & * = 
. 4:/!  ...  dP  d Q. 

; cui  refpondet  y c= . Erxt  igitur  quoque— = — 

= 7,  ideoque  fiet  V minimum  ==-  ; qui  eft  valor  om- 


nium minimus , quos  quidem  fun&io  V reeipere  poteft : & 
hanc  ob  rem  ifta  aequatio  V = - — cc  femper  elt  impofii- 

O 

bilis.  Hinc  autem  patet  via  determinandi  maxima  & mini- 
ma funftionum , quae  tres  plurefve  variabiles  involvunt  • 
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CAPUT  XII. 

DE  USU  DIFFERENT IAUUM  IN  INVESTIGANDIS 
RADICIBUS  REALIBUS  AEQUATIONUM . 

2P4- 

.^Njatura  maximorum  ac  minimorum  viam  nobis  patefacit 
ad  indolem  radicum  aequationum,  utrum  fint  reales  an  ima- 
ginariae, cognofcendam . Sit  enim  propofita  aequatio  cuiut 
cunque  ordinis: 

*•  — A*"-‘  +B#*-»  — C*»-l  + D*"-4  — &c.  = o 
cuius  radices  ponamus  efle  p,  q,  r,  s,  r,  &c.  ita  ut  p fit 
minima,  q ea  quae  ratione  magnitudinis  fequitur,  ficque  & 
reliquae  radices  fecundum  ordinem  quantitatis  fint  difpofitae: 
fcilicet  fit  q">p\  r>^;  s>r'  />s&c.  Alfumamus  autem 
omnes  radices  aequationis  e(fe  reales , eritque  exponens  maxi- 
mus n fimul  numerus  radicum  p , q , r , &c.  Confideremus 
quoque  has  radices  omnes  tanquam  inter  fe  inaequales ; hinc 
tamen  aequales  radices  non  excluduntur,  propterea  quod  ra- 
dices inaequales , fi  earum  differentia  abeat  in  infinite  par- 
vam, fiant  aequales. 

29 5.  Quoniam  propofita  expreflio  *" — A**“'  + 8cc. 
tum  folum  fit  nihilo  aequalis , cum  loco  * aliquis  valor  ex 
p , q , r , &c.  fubftituitur , reliquis  vero  cafibus  omnibus  non 
evanelcit , ponamus  generatim  : 

+ — C*»-J+  &c.  = z 

ita  ut  * fpeftari  poffit  tanquam  funftio  ipfius  * . Fingamus 
nunc  pro  * fucceffive  fubftitui  valores  determinatos,  incipien- 
do a minimo  * = — 00 , atque  continuo  maiores  in  locum 
ipfius  * collocari ; perfpicuumque  eft  z naflurum  hinc  efle 
valores  vel  nihilo  maiores  vel  nihilo  minores,  neque  prius 
efle  evaniturum , quam  ponatur  x=zp ; quo  cafu  fiet  z=  o. 

. Xxx  2 . Auge- 
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Augeantur  valores  ipfius  x ultra  p , atque  valores  ipfius  z 
vel  affirmativi  vel  negativi  fient,  donec  perveniatur  ad  valo- 
rem  x—q;  quo  cafu  iterum  erit  * =0.  Necc/Te  ergo  cft, 
ut  cum  valores  ipfius  z ab  o iterum  ad  o acce/Terint,  jiyp- 
rea  z habuerit  valorem  vel  maximum  vel  minimum  ; maxi- 
mum foilicet  fi  valores  ipfius  z,  dum  x intra  limites  p 8c  q 
ver/abatur,  luerint  affirmativi.,  minimum,  fi  fuerint  negati- 
vi. Simili  modo  dum  x ultra  q ad  r ulque  augetur,  fun£lio  z 
maximum  vel  minimum  attinget : maximum  nimirum  fi  an- 
te fuerit  minimum , & contra . Supra  enina  vidiruu»  maxima 
& minima  fe  mutuo  alternatim  excipere. 

2 96.  Quare  cum  inter  binas  quafvis  radices  ipfius  * exi- 
fiat  cafus , quo  funflio  z fit  maximum  vel  minimum ; erit  . 
numerus  maximorum  & minimorum , quae  in  funflione  z 
implicantur,  unitate  minor,  quam  numerus  radicum  rcalium; 
atque  ita  quidem  alternatim  fe  excipient,  ut  maximi  ipfius  z 
valores  fint  affirmativi , minimi  negativi . Quod  fi  viciffim 
funftio  z habeat  maximum  vel  /altem  valorem  affirmativum 
cafu*=/,  atque  minimum  /eu  faltern  negativum  cafu* 
quoniam  dum  valores  ipfius  * ab  f ad  g tranfeunt , fimflio  z 
ab  affirmativo  abit  in  negativum , necefle  e/l  ut  interea  per  o 
tranfierit , & hancobrem  dabitur  radix  ipfius  x intra  limites 
/&  g contenta . Ni/i  autem  haec  conditio  adfit , tm  valores 
maximi  .minimique  ipfius  z fiant  alternatim  affirmativi  & 
negativi,  illa  conclulio  non  fequitur . Si  enim  dentur  fuu- 
flionis  z minima,  quae  quoque  fint  affirmativa,  fieri  pote/l 
ut  valor  ipfius  z a maximo  ad  fequens  minimum  tranfeat., 
cum  tamen,  interea  non  evanefeat . Ceterum  ex  di&is  intel- 
ligitur,  eiiamfi  aequationis  propolitae  non  omues  radices  fue- 
rint reales , tamen  femper  inter  binas  quafque  dari  maximum 
vel  minimum ; etiam  fi  propofitio  copver/a  generatim  non  va- 
leat , ut  inter  bina  quaevis  maxima  feu  minima  radix  realis 
contineatur ; valet  autem  adiefta  conditione , fi  alter  yalor  ip- 
fius z fuerit  affirmativus , alter  negativus . 

. ' *97- 
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297.  Quoniam  ergo  fupra  vidimus,  valores  ipfius.  x , 
quibus  funftio : 

z ==  * “ — A* ” “ ■ Bx " - » — Cx"~’ +Dx"~*«  — Scc.  ‘ 
fit  maximum  vel  minimum,  cfle  radices  aequationis  differen- 
tiatis huius : 
dx 

— — nx 1 — («-  — 2)Bv"~» — (»-  3)Car  ,~4 

dx 

■f  &c.  = o 

iranifeflum  eft , fi  aequationis  z = o omnes  radices,  quarum 

numerus  eft  — « fuerint  reales , tum  quoque  omnes  radices 

. dx  ... 

aequationis  — = o fore  reales  . Cum  enim  funftio  x tot  ha- 

dx  i . ...  v.  . • • ' m‘  * r 

beat  maxima  vel  minima , quot  numerus  n — 1 continet 

cnitates , neccfle  eff  ut  aequatio  = 0 totidem  habeat  ra- 

1 dx 

dices  reales;  ideoque  omnes  eius  radices  erunt  reales.  Ex  quo 
fimul  perfpicitur , funflionem  x plura  maxima  minimave  Jja» 
bere  non  poffe , quam  n — x . Habemus  ergo  hanc  regulam 
latiffime  patentem,  fi  aequationis  z~o  omnes  radices  fue- 
rint reales,  tum  quoque  aequatio  — 2=  o omnes  radices  ha- 

d a?  </2 

fcebit  reales.  Unde  viciflim  fcquitur,  fi  aequationis  — =onbnf 

omnes  radices  fuerint  reales,  tum  quoque  non  omnes  aequa- 
tionis z = o radices  reales  fore.' 

298.  Quia  inter  binas  quafvis  aequationis  z = o radices 
reales  datur  .unus  cafus,  quo  lunclio  z fit  maximum  vel  mi- 
nimum; fequitur  fi  aequatio  z =2  o’ duas  habeat  radices  rea- 

dx  ' • ; 

les,  tum  aequationem  — o ueceffario  unam  radi,cem  habi» 
dx 

turam  effe  realem . Pariier  fi  aequatio  x = o tres  habeat  ra- 
dices reales , tum  aequatio  ~=zq  certo  duas  habebit  radices 

" * rea- 
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reales . Atque  generarim  fi  aequatio  z = o habeat  m radices 
reales , necefle  eft  ut  aequationis  ^ = o ad  minimum  fint 

• dz 

m — i radices  reales . Quare  fi  aequatio  — — o pauciores  ha- 
beat radices  reales  quam  m — i , tum  viciflim  aequitio  z — o 
certo  pauciores  quam  m habebit  radices  reales . Cavendum  au- 
tem eft , ne  propofitio  converfa  pro  vera  habeatur ; etiamfi 
. . . dz 

*nim  aequatio  differentialis — = o aliquot  vel  adeo  omnes  ra- 

dices  fuas  habeat  reales,  tamen  non  (equitur,  aequationem 
z = o ullam  habituram  efle  radicem  realem . Fieri  enim  po- 

teft , ut  aequationis  ~=o  omnes  radices  fint  reales , cum 
d x 

tamen  aequationis  z=o  omnes  radices  fint  imaginariae. 

Interim  tamen,  fi  conditio  fupra  memorata  adii- 
ciatur,  propofitio  converfa  ita  proponi  poterit,  ut  ex  radi- 
cibus realibus  aequationis  — = o,  numerus  radicum  realium 
d x 

aequationis  z = o certo  cognofci  polfit . Ponamus  enim  «, S,  /,  8, 

. . dz 

&c.  efle  radices  reales  aequationis  - = o , inter  quas  * fit 


maxima , reliquae  vero  ordine  magnitudinis  fe  invicem  fe- 
quantur.  His  igitur  valoribus  loco  x fubflitutis  funftio  z ob- 
tinebit vel  maximos  vel  minimos  valores  alternatim . Cum 
autem  fun&io  z fiat  =00,  fi  ponatur  » = 00,  patet  eius 
valores  continuo  decrefcere  debere , dum  valores  ipfius  * ab 
00  ufque  ad  « diminuuntur ; ex  quo , cafu  * = x , fiet  z 
minimum . Quodfi  ergo  hoc  cafu  x = * funftio  z valorem 
iuduat  negativum,  necefle  eft  ut  ante  alicubi  fuerit  = 0,  fic- 
que  aequationis  z — o radix  dabitur  realis  * > * ; fin  au- 
tem pofito  x — * funflio  z adhuc  retineat  valorem  affirma- 
tivum , 
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tivum,  anuPnufquam  potuit  efle  minor,  alias  enim  quoque  da- 
retur minimum  antequam  x ad  a ufque  diminueretur , quod 
effiet  contra  hypothefin ; hinc  aequatio  z =:  o nullam  habere 
poterit  radicem  realem  maiorem  quam  « . Si  ergo  ponamus 
pofito  *■  = <*  fieri  z = 2t,  hoc  modo  iudicari  poterit:  fi  fue- 
rit 5(  quantitas  affirmativa , tum  aequatio  z = o nullam  ha-  • 
bebit  radicem  realem  a maiorem ; fin  autem  31  fuerit  quan- 
titas negativa,  tum  aequatio  z = o unam  perpetuo  habebit 
radicem  realem  « maioreni , neque  plures . 

300.  Ad  hoc  iudicium  ulterius  perlequendum 


fi  ponatur  I fiat 

4*  = n * 2 = 


X — 6 X = g 

& c.  • • &u 


Quia  ergo  2f  fuit  minimum , erit  5$  maximum , 8c  quidem 
fi.  3t  fuerit  affirmativum,  erit  quoque  2*i  affirmativum,  neque 
ergo  inter  limies*&ff  dabitur  radix  realis  aequationis  z = o. 
Quare  fi  haec  aequatio  nullam  habeat  radicem  realem  * ma- 
iorem , neque  ullam  habebit ; quae  edet  maior  quam  S . Sin 
autem  Q(  fuerit  quantitas  negativa,  quo  cafu  una  datur  aequa- 
tionis radix  x > <* ; difpiciatur  utrum  valor  ipfius  2}  fit  af- 
firrrfativus  an  negativus , priori  cafu  dabitur  radix  x > * , 
polleriori  vero  nulla  dabitur  radix  intra  limites  a & S con- 
tenta. Simili  modo  cum  <0  fuerit  maximum,  erit  5 mini- 
mum ; quare  fi  23  habuerit  valorem  negativum , multo  magis 
C erit  negativum,  nullaque  hoc  cafu  dabitur  radix  intra  li- 
mites S & y contenta . Ad  fi  23  fuerit  affirmativum , radix 
dabitur  realis  inter  limites  S Sc  y , fi  (?  fiat  negativum  : fin 
autem  S quoque  fit  affirmativum  tum  nulla  dabitur  radix 
inter  limites  S & y contenta  fimilique  modo  iudicium  ulte- 
rius erit  infiituendum . > • • ' 

' ‘ 301. 
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301.  Quo  haec  iudicia  facilius  intelligantuf,  ea  ia  fe- 
quenti  tabella  complexus  fuin: 

Aequatio  z = o unam  habe- 

bit  radicem  realem , quae  Si  fuerit 

continetur  intra  limites 
- x = 00  Sc  x = a 51  = — • 

x = a Sc  * = £>  51  — — Ac  33  = -f* 

x =*  6 & * = » i»  = + & C = — 

x = <>  Sc  x = 8 £=—&£>=  + 

x = 0 & # = f 3)  = + & 6 — — 

&c.  Sc  c. 

Harumque  propofitionum  converfae  Sc  in.  negantes  tranfmu- 
tatae  pariter  iu  omni  jigore  lotum  obtinent . Scilicet 
Aequatio  z — o nullam1 
habebit  radicem  realem , quae 
contineatur  inter  limites:  i 


x — 00 
x = a 
x = 8 

* — l 

x — 0 


& 

r .,i& 

Sc 

& 

& 


x = a 
* = « 

* = > 
x — 8 

X — £ 

Sc  C. 


Si  non  fuerit 


21  = — 

, 51  = — & 55  = + 
Ili  ')93rr-.4'  & 5 — ~ 
C = — Sc  S)  = + 
J)  = + & g = — 
1»  3cc.  ,ir 

z 


Ope  harum  ergo  regularum'  ex  radicibus  aequationis  — — o , 

fi  eae  fuerint  cognitae  , non  folum  numerus  radicum  realium 
aequationis  z — o colligitur,  fed  etiam  limites  innotelcunt , 
intra  quos  fingulae  iftae  radices  contineantur . 

. EXEMPLUM.  1. 

Sit  propofit  a ijia  aequatio  ; . X 4 — •,  I4XX  -j-  24X  ,12  2 0 quae 

an  habeat  radices  reales  C?  quot  quaeritur . > i( 

Aequatio  differentialis  erit  4*’  — 28* +24  = 0,  feu 
*s  — yx  + 6 = o , cuius  radices  funt  1 , 2 , & — 3 , <}uae 
fecundum  ordinem  magnitudinis  difpofitae  dabunt 
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a = 2 

H = i 
> — — 3 


5-P 

unde  erit 
51  ==  — 4 

» = — i 
C = — 129 

Ob  negativum  ergo  aequatio  propofita  habebit  radicem 
realem  p>  2 , at  ob  23  negativum,  neque  inter  limites  2 & 1, 
neque  inter  limites  1 & — 3 radicem  habebit  realem.  Cum 
autem  pofito  x — — 3 fiat  s = = — i2p,  ac  ft  ftatua- 

tur  x — — 00 , fiat  *=q.oo  necefle  eft  , ut  radix  detur 
realis  inter  limites  — 3 & — 00  contenta.  Habebit  ergo  ae- 
quatio propofita  duas  radices  reales , alteram  x > 2 , alteram 
x < — 3;  ex  quo  duae  radices  erunt  imaginariae.  Simili 
modo  ergo  ex  ultimo  aequationis  propofitae  maximo  vel  mi- 
nimo iudicari  debet,  quo  ex  primo  folo . Scilicet  fi  aequa- 
tio propofita  fuerit  ordinis  paris , ultimum  live  maximum 
five  minimum  ( erit  autem  noc  cafu  minimum  ) , fi  fuerit 
negativum  radicem  realem , fin  affirmativum  radicem  imagi- 
nariam indicat . At  pro  aequationibus  imparium  graduum , 

Sia  pofito  x =:  — 00  fit  * = — 00,  fi  ultimum  maximum 
■rit  affirmativum , radix  realis , fin  negativum , imaginaria 
indicatur. 

302.  Regula  ergo  pro  cognolcendis  radicibus  realibus  & 

imaginariis  hoc  modo  commode  exprimi  poterit . Propofita 

aequatione  quacunque  x — o , confideretur  eius  differentialis 

% t § 

- — = 0,  cuius  radices  reales  fecundum  ordinem  quantitatis 

d tt 

difpolitae  fint  a , S , y , 8 , &c.  tum  pofito 

# = a,  S , j,  8 , £,  2 , &c. 

* = 91,  ©,  e,  2>,  e,  5,  &c. 

Iam  fi  figna  fint : — -f-  — -f-  — -f-  &c. 

tot  aequatio  z = o habebit  radices  reales , quot  habentur  lit- 
terae *,  J, ?,  &c.  & infuper  unam.  Sin  autem  una  ex  his 

litteris  maiufculis  non  habeat  fignum  infralcriptum  , tum  bi- 
nae radices  imaginariae  indicabuntur.  Ita  fi  91  haberet  fignum 

Yyy  +, 
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-f- , tum  nulla  daretur  radix  intra  limites  oc  Sc  S contenta . 
Si  25  habeat  fignum  — , nulla  dabitur  radix  inter  limites 
* & & fi  Qf  habeat  fignum  + , nulla  erit  radix  inter 

limites  i & S , & ita  porro.  Generarim  autem  praeter  radi- 
ces  imaginarias  hoc  modo  indicatas , aequatio  z = o infuper 

d % 

tot  habebit  imaginarias , quot  aequatio  — = o . 

303.  Si  eveniat , ut  valorum  21 , 25 , C , S) , & c.  ali- 
quis evanefcat  , tum  eo  loco  aequatio  a = o duas  habebit 
radices  aequales.  Scilicet  fi  fuerit  ?(  = o,  tum  habebit  duas 
radices  ipfi  a aequales ; fin  fit  33  = o , duae  erunt  radices 
t=6.  Hoc  «nim  cafu  aequatio  as=o  unam  habebit  radicem 

d % 

communem  cum  aequatione  differentiali  — - = o;.  fupra  auteni 

d x 

demonflravimus , hoc  effe  indicium  duarum  radicum  aequa- 
liutn . Sin  autem  aequatio  — = 0 duas  p-urefve  radices  ha- 
beat aequales , tum  fi  earum  numerus  fuerit  par , neque  ma- 
ximum neque  minimum  indicabitur : unde  pro  praefenti  infti- 
tuto  radices  aequales  numero  pares  negligi  poterunt . Sin  au- 
tem numerus  radicum  aequalium  aequationis  — = p fuerit 

impar,  tum  omnes  praeter  unam  in  formatione  iudicii  reii- 
ciendae  funt ; nifi  forte  hoc  cafu  ipfa  quoque  funftio  z eva- 
nefcat . Si  enim  hoc  eveniat  aequatio  z = o quoque  habebit 

. dx 

radices  aequales  & quidem  una  plures,  quam  aequatio— = 0. 

d x . * 

Sic  fi  fuerit  — =(*  — i)”  R , ita  ut  haec  aequatio  habeat 
d x 

n radices  aequales  ipfi  2,  fi  pofito  » = C quoque  evanefcat  s, 
tum  aequatio  z = o habebit  n + 1 radices  aequales  ipfi  i . 

304.  Applicemus  haec  praecepta  ad  aequationes  fimpli- 
(iores , ac  prisno  quidem  a ouadratica  incipiamus . Sit  igiti’ 

• propo- 
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propofita  haec  aequatio:  x — tt • — A*  + B = © : erit  eius 
d 3; 

differentiatis  — = 2 # - A , qua  facia  = o , erit  *=;A  , feu 

dx 

tt  — i A . Subftituatur  hic  valor  loco  *,  fictque  z = - A A 
-|-B  = 3i;  unde  colligimus,  fi  ille  valor  i^uus  St  fuerit  ne- 
gativus, hoc  eft  fi  fit  AA>  4B,  aequationem  xk — Ax 
-f-  B — o habituram  efle  duas  radices  reales,  alteram  maiorem 
quam  {A  alteram  minorem.  Sin  autem  valor  ipfius  9(  fuerit 
affirmativus  feu  A A <4B,  tum  ambae  aequationis  propo- 
fitae  radices  erunt  imaginariae.  At  fi  fuerit  — o feu  A A 
= 4 B , tum  aequatio  propofita  habebit  duas  radices  aequales, 
utramque  fcilicet  = * A . Quae  cum  ex  natura  aequationum 
quadraticarum  fint  notiffima,  veritas  horum  principiorum  non 
mediocriter  illuftratur,  fimulque  eorum  utilitas  in  hoc  ne- 
gotio perfpicitur . 

305.  Progrediamur  ergo  ad  aequationes  cubicas  fimili 
modo  inquirendas.  Sit  ergo  propofita  aequatio 
x * — Ax  * + Bx  — C = z = o : cuius  differentia!  is  cum  fit 
dz 

3xx  — 2 Ax  + B =—  , fi  haec  ponatur  zz.  o , fiet 
dx 


aAx  — B 


xx 


, cuius  aequationis  vel  ambae  radices  funt  ima- 


ginariae , vel  aequales , vel  reales  inaequales . Cum  igitur 

L.  r A±V^(A»  — 3B)  , . . 

ninc  fit  x = , ambae  radices  erunt  imagt- 

3 f 

nariae , fi  fuerit  AA  < 3B : hoc  ergo  cafu  aequatio  cubica 
propofita  unicam  habebit  radicem  realem , cuius  alii  limites 
non  patent  praeter  +00  & — 00  • Sint  iam  ambae  radices 

inter  fe  aequales,  feu  AA  = 3B,  erit  x = — . Nifi  ergo 

• 3 

fimul  fiat  * = o , hae  duae  radices  pro  nullis  reputari  debe- 
bunt , habebitque  aequatio  ut  ante  unicam  radicem  realem ; 

Yyy  2 fin 
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fin  autem  cafu  x — — fimul  fiat  2 = 0,  quod  evenit,  fi  fue- 
rit -iA«  + iAB-C  = o,  feu  C=  jAB—  hoc  ejt 

fi  fuerit  B = 7 A * &C=-A*,  aequatio  habebit  tres  radi- 
ces aequales,  lingulas  fcilicet  = 7 A . Evolvamus  nunc  ter- 
tium cafum , quo  ambae  radices  aequationis  differentialis  funt 
reales  & inter  fe  inaequales,  quod  evenit  fi  AA  > 3 B.  Sit 
ergo  A A «=  38+^,160  B = 7 AA  — -ffy  erunt  ambae  il- 
A -f  f 

lae  radices  x = . Fiet  ergo  « = 7 A -|-  j / & ff  = 7 A 

3 _ 

— f.  Quaerantur  ergo  valores  ipfius  2 his  refpoxidentes  21 
& 23  j & cum  ambae  radices  contineantur  in  hac  aequatio- 
ne xx  =:  7 A x — 7 B , fiet  2=5  — 7 A **  + 7 B *•  — C=r 

— J AA*+  7 A B -f-  a — C.  Hinc  itaque  oritur: 

2t  = -iA»+TAB-4A*/+iB/-C=5iA«-iA/-^/*-C 
SB  = - i A>  AB  A*/-  ^ B/-  C=;^  A3-|  A/+  ‘ - C 

ob  B = 7 AA — Si  igitur  fuerit  31  quantitas  negativa  , 
quod  evenit,  fi  fuerit  C>,'A!  — |Aj u •~r7fi  ■>  aequatio 
2 = 0 unam  habebit  radicem  realent  > « , hoc  ell  maiorem 
quam  7A+7/.  Ponamus  ergo  effie  C>  A*-\Ajf-fi  f' 
feu  elfe  C = ^ A5  -7  Aff-r^f'  + ggi  atque  ut  vidimus,  ae- 
quatio propofita  cubica  habebit  radicem  rcalein  > 7 A +•  ■ /. 

S tales  autem  futurae  fint  reliquae  radices,  ex  valore  23  in- 
ligetur:  erit  autem  1 — qui  fi  fuerit  affirma- 

tivus, aequatio  infuper  duas  habebit  radices  reales,  priorem 
intra  limites  « & Sy  hoc  ell  intra  j A -f-jf  8c  j A — 7/ 
contentam,  alteram  vero  minorem  quam  -j  A — -j/.  Sin  au- 
tem fuerit  > i1,/*,  feu  23  negativum,  timi  aequatio  lia- 
bebit  duas  radices  imaginarias  . At  fi  fuerit  23  — o feu 
gp  tum  duae  radices  evadent  aequales,  utraque 
= 7 A — j f.  Denique  fi  fit  valor  ipfus  21  affirmativus  feu 
C <r:A5' — \Aff — S7/3,  tum  aequatio  duas  habebit  ra- 
dices imaginarias,  tertiaque  erit  realis  & < | A — 7 f*  At- 
que fi  fit  valor  ipfius  2(  ~ o , duae  erunt  radices  aequales 
= a , manente  tertia  < } A — \f.  30 6. 


c : a p u t ■ xjf. 
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jc 6.  Quo  igiiur  aequationis  cubicae  x3-Aar*4.  Ejv-C  = • 
omnes  tres  radices  fint  reales,  requiruntur  tres  conditiones. 
Primo  ut  /it  B < j AA : /it  ergo  B = \ AA  - L,fi\  Secun- 
do ut  fit  C > r»  A 3 — i A jf  — r?  / 5 • Tertio  ut  fit  C < 
17  A5- ! Aj^-f-  b)f 3 • Quae  duae  poileriores  conditiones  eo  re- 
deunt , ut  C contineatur  intra  hos  limites  4 A * - - A fi f,/ J 
& A J - i Aj9-|--r,/}  feu  intia  hos  limites  7, (A4-/)’(A-2/) 
Sk  -f. (A -f) * ( A 4. 2/ ) . Quod  /i  ergo  harum  conditionum 
unica  defit  aequatio  duas  habebit  radices  imaginarias.  Sic  fi 
fuerit  A = 3 , B = 2,  erit  -fias  ~ AA  -B=  i Bc  ff  — 3; 
unde  illa  aequatio  : xl  — %xx  + ix  — C — o omnes  radices 
reales  hahere  nequit,  nifi  C contineatur  intra  limites 

— ^ & 4*  - ^ ^ . Quare  fi  fuerit  vel  C < - - feu 

9 9 iv 3 „ 9 

C < — o,  3849,  vel  C>  H feu  C>  o,  3849  aut 


.coniunftini  CC>  aequatio  unicam  habebit  radicem  realern. 

30  7.  Quoniam  in  omni  aequatione  fecundus  terminus 
tolli  potefi,  ponamus  efle  A =0,  ita  ut  habeamus  hanc  aequa- 
tionem cubicam  *■ 3 + B * — C = o.  Ut  igitur  huius  aequa- 
tionis omnes  tres  radices  fint  reales,  necefle  eft  ut  primo  fit 
B <0,  feu  B debet  cfle  quantitas  negativa.  Sit  ergoB  = -4£, 
erit  fi  =^k,  atque  infuper  requiritur,  ut  quantitas  C con- 
tineatur intra  hos  limites — 3 & -f-  .*  f‘ ; hoc  eft  inter  hos 
-\kk  V 3 kk  Sc  + j hkyf  ihk  . Erit  ergo  CC  < 7;  kr',  feu 
CC  <;  - 71 B 3 . Unica  ergo  conditione  natura  aequationum  cubi- 
carum, quae  omnes  tres  radices  habeant  reales  comprehendi  po- 
terit, dum  dicemus  elfie  oportere  4B3  + 27  CC  quantitatem  nega- 
tivam . Sic  enim  iam  pofiulatur,  ut  fit  B quantitas  negativa, 
quia  alioquin  4 B 5 + 27  CC  negativum  fleri  non  pollet.  Quo- 
circa generatim  affirmamus , aequationem  x 3 + B*  4 C = o om- 
nes tres  radices  habituram  efle  reales,  fi  fuerit  4 B 3 4 27 CC 
quantitas  negativa.  Sin  autem  haec  quantitas  fuerit  aflirmati- 
va , tura  unicam  lore  realem , reliquas  binas  imaginarias ; at  fi 
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fiat  4B5  -f-  27CC=o,  tum  omne?  quidem  radice;  futura; 
elfc  reales,  at  bina;  inter  fe  aequales. 

308.  Progrediamur  ad  aequationes  biquadratas,  in  qui- 
bus  etiam  fecundum  terminum  deefle  ponamu; . Sit  ergo 

x*-i-  Bx'  — C*  + D = 0.  Statuamus  x — — , eritque 

u 

1 +Bm’  — C»*  + D«4=  o , cuius  aequatio  differentiali;  eft 
2B« — 3 C»1  +4D» ’ = 0,  quae  unam  habet  radicem  « = o, 

6Cu  — 4B  3C  + V(  pCC  - 32BD) 

tum  vero  erit  uu  — — & u rz . 

Ut  igitur  omne;  quatuor  radices  fint  reales,  primo  requiri- 
tur, ut  fit  pCC>32BD.  Ponamus  ergo  effe  pCC=  32 BD 

+ pj^,  erit  u = ^ • hlic  C femper  pro  quantitate 

affirmativa  fumere  poterimus,  nifi  enim  talis  fuerit,  ponendo 
i<  s= — v talis  evadet.  Mox  autem  demonftrabimus  omnej 
radices  reales  efle  non  poffic,  nifi  fit  B quantitas  negativa. 
Sit  ergo  B — — gg,  eritque  pCC  = pff — 32£gD,  & u = 

^ Atque  duo  cafus  erunt  perpendendi,  prout  D fit 

quantitas  affirmativa  vel  negativa . 

I.  Sit  D quantitas  affirmativa , eritque  f > C , ac  tres 
ipfius  u radices  fecundum  quantitatis  qrdinem  difpofitae  erunt 

1*,«  = ^—,  2*;  «=o,  3*;  “ = —£w--  Ae<lua- 


8D 


tio  autem  u*  — = hij  valoribus  loco  u 

fubftitutis  dabit  fequentes  tres  valores  t 

_ *7(C-W  (C-3 f)^  * 

31  = — r 77 

4op5D4  D 


»=  D 1 


_ 27 (c— /)»  (c  + 3/)  , JL 


qufl- 


4opdD4 
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quorum  primus  ac  tertius  debet  cffie  negativus:  uterque  quidem 
ob  C affirmativum  & C </fit  minor  quam  — : oportet  itaque 

eflc _L  < 27(c+/),(3 & i.  < *Z C^IiC+3/}>feu 

4op<5D  * <27(/+C)  *(  3/-C)  fc  4opdD » <27(/“  C)*  (C  + j/). 
At  prior  quantitas  fetnper  longe  maior  cfi  pofteriori ; unde 

fufficit,  fi  fuerit  D»  (/—  C)»  (C4  3/)>  exiftente 

40  96 

B Sc  />  C,  atque  D>  o . Si  igitur  fuerit 

32  D 

D quantitas  affirmativa  , C affirmativa  , B negativa  , ut  fit 

17  (/ — C ) * (C+  3/) » hoc  elt 


f>  C , atque  D • <; 


40  p6 


D <;  -L  (/-G)  V (3 /+C),  tum  aequatio  omnes  radices  habebit 

«ales.  Sin  autem  fuerit  D > — (/~C)V (3/+  attameu 

1 6 

D <-  — (/+  Q)  V (3/-  C);  tum  duae  radices  erunt  reales  & 
16 

3 ' ^ 

duae  imaginariae.  At  fi  adeo  fuerit  D > — (J  4 G)  V (3 f~  C) , 

tum  omnes  quatuor  radices  erunt  imaginariae. 

II.  Sit  D quantitas  negativa  puta  = - F,  manente  C affirmativa 

; * pcc-pjf  *jf-pcc 

ac  B negativa,  ob  B= =- — a y.  > G > /. 

y ’ 32  D 3?  r 

Cum  igitur  fit  « = l£|i^tres  valores  ipfius 

u fecundum  ordinem  magnitudinis  difpofiti  erunt  1 , u — o ; 

a*,  ,0)  M = qui  dftbunr  fe- 

bF  ' 'D*  quen- 
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Ruentes  valorcs 


51  F 


m = 27(C-/Q»  (C+iD 

® 4096I* 


1 

(j  — 27(C4 -f)*  (C  — 3/) i_ 

4096  F*  F 

Cum  igitur  31  fit  quantitas  negativa , aequatio  iam  certo' 
unam,  ac  propterea  quoque  duas  habebit  radices  reales.  Ut 
autem  omncr  radices  fint  reales , oportet  ut  fit  quan- 
titas affirmativa,  ideoque  27  (C  -/)»  (C  4*  3/)  > 4op5F*t 
tum  vero  necefle  efl  , ut  fit  g quantitas  negativa  feu 
27  (C  -f  f)  * (C  — 3/)  < 40 96  F ’ . Quocirca  ut  omnes 
radices  fiant  reales  , requiritur  ut  F 1 contineatur  intra 


hos  limites 


27 


4o!,Jc+^1(c-}/)&i|5(c-/).cc+3/)- 

^ | ^ * f J ^ I 9 

feu  ut  F contineatur  intra  limites  — (C4-/)V(C  — 3 f) 

I I • c 

& — (C  — f)  V1  (C  +if)i  & nifi  F contineatur  intra  hos 

limites,  duae  radices  erunt  imaginariae. 

III.  Ponamus  iam  B ede  quantitatem  affirmativam,  & D 
. oCC  — 9 ff 

partter  affirmativam,  ob  B= — ,critC J>/, & cum 

^ 3 f ^ 

fit  h = - — — ^ — , radices  ordine  magnitudinis  difpofitae  e-' 

3(C+/>. 

8D 

unJe  fequentes  oriuntur  valores : 

. = 2_7(C+/)i(C~3/')  , J. 

-•  • 4095  D4  . D 


runt  1 , u =2  • 


2° 

I 1 > 


* = ~8D~!C  = 


- r ‘7(C-f)‘(C  + , f)  . 

4096 D4  ■*"  D 


e = 


1 

D 


ubi 


1 


-£a 
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ubi  cum  g fit  quantitas  affirmativa,  certo  duae  radices  erunt 
imaginariae.  Sin  autem  fuerit  '11  negativum  quod  evenit,  fi 
4° p6  D3  < 27  (C-f-/)  * duae  radices  erunt  reales: 

fin  fuerit  4096  D’  > 27  (G-}./*)  3(j/-C),  tum  omnes  qua- 
tuor  radices  erunt  imaginariae. 

IV.  Maneat  B affirmativum  , fit  autem  D negativum 

= - F,  ob  'b  = — erit  />  C & ob  u= 

tres  ipfius  u radices  fecundum  ordinem  magnitudinis  difpofi- 

tae  erunt  i°,  u — - ^ y 20,  ¥—  o ; & 30,  u = 

8 F 

unde  ifi i valores  nafcuntur . 


8F 


0,  — — 27(f  c)a  (C  + 3/) 

4 996  F +- 


1 

T 


23  =■ 


1 

f 


c = 


— 27(C  +/)*  (3/— C)  _ J_ 

40 f>6  F * F 

ubi  ob  31  & g negativa  aequatio  certo  duas  habet  radices  rea- 
les, at  ob  23  negativum,  duae  radices  erunt  imaginariae. 

309.  Si  igitur  ponamus  litteras  B,  C,  D quantitates 
affirmativas  denotare  , fequentes  oriuntur  cafus  diverfi  diindi- 

candi , qui  ob  /=  V (CC  — — BD)  huc  redeunt . 

I.  Si  aequatio  fit  *♦  — B**±Cr-f-D  = o.  Omnes  ra- 
dices erunt  reales , fi  fuerit 

D < i [ ✓ (CC  BD  ) — C]  / [ 3 vf  (CC+ e BD)  + C] . 

Duae  radices  erunt  reales  , duaeque  imaginariae  , fi  fuerit 

D>i,[V(CC  + V1BD)-C]  ✓ [3V(CC-KBD)  + C] 
at  D < h [ V(CC-f  y BD) 4* C)  / [3V^(CC -f  i CD)  — C} 

Z z 2 Omnes 
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Omnes  autem  radices  erunt  imaginariae , fi  fuerit 

D > h [ Y(CC  + V'  BD)  'f-C]vr[3/(CC+»  BD)  - C]  . 

II.  Si  aequatio  fit  x 4 — B*  * i Cx  — D = o . Duae  ra- 
dices femper  funt  reales,  reliquae  bime  quoque  eiunt  rtales , 
fi  quantitas  D contineatur  intra  hos  limites. 

D>A[Y(CC— «BD)  + C]  V [C  — 3/  (CC  — f BD)] 

D < a [ C — V (CC  — BD)]  Y [C  + 3/  (CC  — V BD)] 
nifi  autem  D contineatur  intra  hos  limites , duae  reliquae 
radices  erunt  imaginariae. 

III.  Si  aequatio  fit  x*-f-Bx’  i C#+D  = 0.  Duae  ra- 
dices femper  erunt  imaginariae . Reliquae  vero  duae  erunt 
reales , fi  fuerit 

D <5 .1  [ / (CC  — j BD)  4*  C]  V [3V^  CCC-?BD)  — C] 

Reliquae  vero  duae  quoque  erunt  imaginariae , fi  luerit 

D > n [ / (CC  — ;BD)  + C]  V [ 3 V (CC  — BD)  C] 

IV.  Si  aequatio  fit  a^-f-Bar*  ± Cx — D=:o.  Huius 
aequatiouis  duae  radices  femper  erunt  reales , duae  reliquae  ve- 
ro femper  imaginariae. 

EXEMPLUM  L 

Si  proponatur  haec  aequatio  x 4 — axx  + 3X  -J-4=s-o  quaeratur 
natura  radicum  , utrum  fmt  reales  an  imaginariae  - 
Quia  hoc  exemplum  ad  cafum  primum  pertinet,  eftB  = -f-2; 

C=3  ?c  D = 4;  unde  CC  + — BD=p+ 3I'  ■ 

J ’ r\ 


■M  & 


2 2 ^977  y ...  t • 7 • 

V (CC  + — B D)  s=  — — unde  conditiones  ut  omnes  radices 
9 3 

fint  reales,  funt 

4 ■<  -7(3 +— ~ V(^357  -3)=  ^9^337^(^337-3) 
4 < Hrf1'  3)  ^337+^  f®  x7 (*!■ 337-9)^ 3374- 3) 


* 
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Adhibitis  , approximationibus  examinari  debet  ergo , utrum 

fit  4 <!  — Sc  quare  cum  prior  tantum  conditio-  lo- 

1 6 1(5 

cum  habeat , aequatio  habebit  duas  radices  reales , & duas 
imaginarias. 

EXEMPLUM  17.  ' 

r . -r  '•  » * 

Propofita  fu  Haec  aequatio:  x4 — 9XX+I2X — 4 = 0.- 

Quae  cum  pertineat  ad  cafum  fecundum  , duas  tabe- 
bit radices  reales.  Ad  reliquarum  naturam  inveftigandam  , 

ob  B = 9,C=i2  & D = 4 , erit  ^(CC  — HbD) 

£ 

z=V(i44 — 32. 4)  =4-  Ideoque  videndum  eft,  utrum  fit 

4 > -i . i (5  \r  o hoc  eft  4 >-  o 
1 6 

& 4 <—  . 8 V 14  ; > hoc  eft  4 < 3 V 3 

io 

quorum  utrumque  cum  eveniat,  aequatio  propofita  quatuor 
tabebit  radices  reales . 


, EXEMPLUM  11J. 

Propofita  fit  baec  aequatio  : x4  + xx  — 2X  -f"  <5  = o . 

Quae  cum  pertineat  ad  cafum  tertium , duae  radices  certo  e- 
runt  imaginariae.  Tum  vero  eft  B = t ; C = 2 & D :=  <5 , 

ideoque  V (CC  — ^ BD)  = ✓ ( 4 *—  — ^ , quae  quantitas 

cum  fit  imaginaria  , Sc  duae  reliquae  radices  certo  erunt 
imaginariae. 

EXEMPLUM.  IV. 


Sit  propofta  aequatio  baec : x 4 — 4X  * + 8x 1 — I dx  -f"  20  =:  0 . 

Eliminetur  primo  fecundus  terminus , fubftituendo 
h zz.y+  1 fiet 


Zzz  2 


+ 1+1 
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X 4 = y 4 + 4J  J + 6yy  + 4/  + 1 

4 *>=  — 4/ 3 — 127* — i2/ — + 

8 = + 8/*+  8 
1 6 x — . — i6y  — 1 6 

20  = + 20 

Ei?o 


7 4 +277  — 87  + P = o 
quae  cum  pertineat  ad  cafum  tertium  , duas  radices  habebit 
imaginarias . Tum  * vero  ob  B = 2 , C = 8,  D = p,  erit 

V (CC  — — . BD)  r=  V (^4  — 64)  = o . Comparetur  ergo 
D = p cum  8V-8e=  — 3.-  Cum  ergo  fit  ~D—p  > - 3,, 

IO 

etiam  duae  reliquae  radices  erunt  imaginariae. 


EXEMPLUM  V. 

Sit  propofita  haec  aequatio:  x«  — 4X3 — 7XJ+34X — 24  = 0 
cuius  radices  conflant  tjfc  1 , 2,4  & — 3 . _ ; 

Quod  fi  autem  regulas  applicemus , fublato  fecundo  termino 
ponendo  x—y-f-i  fiet:  y* — i3//+il/  + o=o  quae 
cum  cafu  fecundo  comparata  dat  B = 13,  C = 12 ; D = o., 

Debet  ergo  efle  D > *s . 24 . V - -4i  feu  o > - p V“ 3 & D •<  o.; 
cum  igitur  D non  fit  maius  quam  o , aequatio  quatuor  radi- 
ces reales  habere  indicatur.  Si  enim  fit  D = o,  altera  ae- 

. . f 16  BD\  1 B « 

quatio  abit  in  D < £ I * ) V 4C  ideoque  1 < — V 4 C , 

" V pC  ) „ - • 3C 

(eu  27 CC  < 4B*:  eft  vero  27-  144  < 4. 13*  (eu  36.27  <13’. 

310.  Opus  foret  maxime  difficile,  fi  fimile  hidicium 
ad  aequationes  altiorum  graduum  transferre  -vellemus  , pro- 
pterea  quod  aequationum  differentialium  radices  plerumque  ex- 
hiberi non  poliunt;  quoties  autem  lias  radices  afliguare  licet, 
ex  traditis  principiis  facile  colligitur,  quot  aequatio  propo- 
fita  habeat  radices  reales  & imaginarias.  Hinc  omnis  aequa- 
tionis, quae  tantum  ex  tribus  terminis  coullat,  radices,  u- 

trurn 


/ 
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trum  fiut  reales  an  imaginariae , definiri  poterunt . Sit  enim 
propofita  haec  aequatio  generalis: 

+ A«"  + B = o = * 

Sumatur  eius  differentialis  — = (/»4-«)*”  +'"'1  , 

a* 

qua  nihilo  aequali  pofita,  erit  primo  1 = 0;  unde  fi  » 
iuerit  impar  numerus , nulla  radix  maximum  miuimumve  ex- 
hibens oritur:  fin  autem  fit  n numerus  par,  una  radix  in 
computum  ducenda  erit  x = o . Tum  vero  erit  (m  -f  n)x  " 
-f-»A=o;  quae  aequatio,  fi  m fit  numerus  par,  & A af- 
firmativa quantitas , nullam  habet  radicem  realera . Hinc  le- 
quentes  cafus  erunt  expendendi* 

i.  Sit  m numerus  par  & n numerus  impar,  & radix  * = o 
non  valebit . Si  igitur  fuerit  A quantitas  affirmativa , nulla 
prorfus  habebitur  radix  maximum  minimumve  exhibens;  un- 
de ob  m-f-n  numerum  imparem  aequatio  propofita  unicam 
habebit  radicem  realem . Sin  autem  fuerit  A quantitas  nega- 

. . ■ «E  " »E 

uva ; puta  A zr  — E , erit  x — ± V“ : unde  a = X V 

m | n m \.n 

w 

Sc  S = — V . Ex  quibus  valoribus  fit: 


m ±n 


31  = (*“-*  E)*'  4-  B — ( ) 4-  B atque 

m-f-n  'w+«/ 

m "E  / n¥  \n:m 

3J  = 4 — ( ) 4"  E . Si  igitur  fuerit  3(  quan- 

>/>  4»  \w+»/ 

, m E ( n EV:’  „ 

egativa  , leu  ( ) > B , aequatio 

>;j4  « 'w+m/ 


titas  ne£ 


unam 


habebit  radicem  realem  > «. 
Si  infuper  fuerit  B > 


»1 E 
»i4» 


/ sE  \*:* 

\>n+rr)  * 


hoc  eft 


ambas  conditiones  in  unam  compleftendo  , fi  fuerit 
(>»  4*  «) “ 'b'  ■ B " < m m «*  E""*"  ”,  tum  aequatio.  tres  habe- 
bit 
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bit  radices  reales:  &,  nifi  haec  conditio  locum  habeat,  aequi- 
tionis  unica  radix  erit  realis.  Valent  haec  de  aequatione  xmJr  " 
-Ear”  -}-  B = o,  fi  fuerit  m numerus  impar:  ubi  fi  E fuerit  nu- 
merus negativus,  aequatio  femper  unicam  radicem  habebit  realem. 

II.  Sint  ambo  numeri  m 8c  n impares,  ut  fit  nu- 

merus par,  nullaque  radix  x = o in  computum  veniat.  Quia 

l»  fj  A 

eft  (>»+»)*“  |«A=o,  erit  k — — V — — , quae  unica  ra- 

„ rn  A.  m A / r»  A N*:  “ 

dix  fi  fit  = a,  fiet  21=: — ■ — «"iB  = — ( ) +B. 

ot+m  m-f-n 

Qui  valor  fi  fuerit  negativus , aequatio  propofita  duas  habe- 
bit radices  reales,  contra  nullam.  Aequatio  ergo  propofita 
+ Ai^+.B  “O  duas  habebit  radices  reales,  fi  fuerit 
m m n " A ’*  + “ > (m  -f-  n)  " +■ " B ; fin  fuerit  m “ n"  Am+~m 
<J  (m  + n) m + ‘ B”,  nulla  prorfus  radix  erit  realis. 

^ III.  Sint  amho  numeri  m & n pares,  erit  m +-  n pariter 
numerus  par : unaque  radix  x — o maximum  minimumve 
praebebit:  quae  erit  unica,  fi  A fuerit  quantitas  affirmativa, 
unde  fa&o  « = o,  erit  91  — B.  Quare  fi  fuerit  B quoque  quantitas 
affirmativa , aequatio  nullam  habebit  radicem  realem ; fin  autem 
B fit  quantitas  negativa,  duae  habebuntur  radices  reales,  neque 
plures , fi  quidem  A fuerit  quantitas  affirmativa.  At  ponamus 
cfle  A quantitatem  negativam  feu  A = — E , erit 

>»  »E  , , . - . . ... 

*=iV' — — : habebimulquc  tria  maxima  vel  minima  : nem- 

W+W 

” _ 
pe  T V — ; — ; 6 = 0 ■ y — — V — . Quibus  ipfius 
1 m-\-n  m+n 

„ — *•<-!-■  — Ex’  + B = o refpondent  valores 
m E / nE  nb!"  , 

9(= +«; 

wf»  vw  +-  n' 

93=B; 

mE  / n E : " . 
g = +b- 

m •+-«'»>  + »/  «-• 
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Si  igitur  B fit  quantitas  negativa , ob  31  & (*  negativas , ae- 
quatio duas  tantum  habebit  radices  reales,  propterea  quod  quo- 
que 23=  B fit  negativum.  At  fi  B fuerit  quantitas  affirma- 
tiva, aequatio  quatuor  habebit  radices  reales,  fi  fit 
(w-f*»)*’  * < mm  nm  E m + * . Nullam  autem  habebit 

radicem  realem,  fi  fuerit  (m  -f-  B ” <m*n"  E’n~hm. 

IV.  Sit  m numerus  impar  & n numerus  par:  atque  ra- 
dix x — o dabit  maximum  vel  minimum.  Praeterea  vero 
m n A 

erit  k = — V — : — . Si  ergo  A fit  numerus  affirma- 
ro+» 

• ' " »A 

tivus , fiet  « s=  o & — V — - — : hineque  3(=B, 

ro  +-  n 

tn  A,  / n A ":M 

Sc  — — ( ~)  + B . Quare  fi  fit  B quantitas 

negativa,  puta  B = — F,  atque  infuper  fuerit  mm  n’  A"+-"> 
(ro + »)“’+•  F “ , aequatio  tres  habebit  radices  reales;  contra 
unica  tantum  erit  reaiis . Sin  autem  fit  A quantitas  negativa 

puta  A = — E,  fiet  * = + </— ~ & a = V & S = o, 

m + n w -f-  » 

quibus  refpondent  51  = ( — ) +B  & 23  — B. 

ro  + n ' w -f-  n' 

Quare  aequatio  tres  habebit  radices  reales ; fi  fuerit  B quan- 
titas affirmativa,  & ro”  " > (ro  -f-  ») " +"  B ” , quae 

proprietas  nifi  locum  inveniat , aequatio  unicam  habebit  ra- 
dicent realem. 

3 1 r.  Sint  omnes  coefficientes  = i , atque  denotantibus 
/i  & v numeros  integros,  aequationes  fequentes  ita  diiudica- 
buntur: 

^ i=o  unicam  habebit  radicem  realem: 
i — **»— i +i  — o,  tres  habebit  radices  reales,  fi 
fuerit  (zn  + 2V — (ip)  V*  (2» — i)*»— •,  quod 
cum  nunquam  fieri  pofitr , aequatio  fentper  unicam  radicem 
realem  habebit: 


544 

* l,«-4-2F4  *l»-I  1=0 

**.“  -}-x=o 

*2r  -j-I=0 

x**+2,  + *i,  — j = © 

+27-4-1  -f  *i»-f  j =0 
x X/*  -f-xr  -4-i  _ .v?»  + 1=0 
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duas  habet  nidice?  reales. 
nullam  habet  radicem  realem . 
nullam  habet  radicem  realem. 
duas  habet  radices  reales. 
unicam  habet  radicem  realem. 
unicam  habet  radicem  realem. 

Ceterum  quia  in  cafu  tertio  ambo  exponentes  funr  pares : is 
ponendo  *x=y'ad  lbrmam  ftmpliciorem  reduci  poteft,  ideo- 
que  hic  cafus  praetermitti  poflet.  Quo  fafto  alhrmart  poterit, 
nullam  aequationem  tribus  terminis  conllantem  plures  tribus 
habere  polle  radices  reales. 

EXEMPLUM. 

Quaerantur  cafus,  quibus  aequatio  haec  x3  + Ax*+B=o 
tres  habeat  radices  reales . 

Quia  haec  aequatio  pertinet  ad  cafum  quartum , patet  quan- 
titates A & B,  efle  debere  fignis  contrariis  affeftas.  Quare 
nili  huiufmodi  habeat  formam , unicam  habebit  radicem  rea- 
lem  : fin  autem  aequatio  propofita  fuerit  huiufmodi  * * ± Ax  * + B 
= o,  quo  ea  habeat  tres  radices  reales  , necefle  elt  ut  fit 

3 * 2 ' A * > 5'B3  feu  A;>  --  $ B 1 . Quod  fi  ergo  fuerit 

B = i,  oportet  effe , A' > , feu  A > i,pdoi32.  Si 

ergo  fit  A=2  illa  aequatio  xs — 2x’4-r~o  tres  habet 
radices  reales , quarum  cum  una  fit  x = t ; fcquitur  hanc 
aequationem  biquadratam  x+-fx5-f-x* — x — i=o  duas  ha- 
bere radices  reales.  Quod  quidem  tum  ex  his  datis  praeceptis 
intelligi  potell , tum  ex  iis , quae  in  libro  fuperiori  funt  de- 
xnonflrata,  manifellum  efl  , ubi  oltendimus,  quamvis  aequa- 
tionem paris  gradus , cuius  terminus  abfolutus  fit  numerus 
negativus , habere  femper  duas  radices  reales . 

312.  Ex  his  principiis  quoque  aequationes,  quae  con- 
fiant quatuor  terminis,  diiudicari  poterunt,  dummodo  aequa- 
tionis 
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tionis  differentialis  radices  commode  exhiberf  queant,  quod 
evenit , fi  exponentes  ipfius  x vel  in  tribus  auterioribus , vel 
in  tribus  pofterioribus  terminis  fint  in  arithmetica  progreffio- 
ne.  Cum  autem  haec  diiudicatio  in  genere  fufcepta  ad  plures 
perducatur  calus,  eam  in  nonnullis  exemplis  abiolvamus. 
EXEMPLUM  I. 

Sit  propofiea  baec  aequatio  X 7 — 2X  5 -f"  x 5 — aro. 

,dz 

laao  z = x7  — 2*s  + **  — a , erit— =7*6 — io*4  -f- 

dx 

quo  valore  nihilo  aequali  pofitcr  fiet  primo  xx  — o , qui  du- 
plex valor  pro  nullo  reputandus. “Tum  vero  erit  7«*  = 

iox* — 3,  unde  fit  — • 8c  quatnof  vabores  pro  * 

emergent  , qui  fecundum  magnitudinem  ordinati  fequentes 
pro  z praebebunt  valor  es : 

51  = — a 

» = _♦?  vi-  . 

341 

-48 

c = — 

3+3 

S>  = — a.  . 


a = 1 

e =='4-Vf 

. * r , t 

8 =-1 


48 


Si  ergo  fit  a numerus  affirmativus,  erit  vel  a > — /d, 

343 

48 

vel  a •< V f , priori  cafu  ob  31 , SP> , € , 2)  1 omnes 

343 

negativas,  aequatio  propofita  unicam  habebit  radicem  realetn 

48  , 

* > 1 . Pofteriori  cafu  fi  a < </  f aequatio  tres  habebit 

343 

radices  reales , primam  *>  1 , fecundam  contentam  inter  li- 
mites 1 & & tertiam  intra  limites  +V{  & — V|. 

Sin  a fit  quantitas  negativa  ponendo  * = — y , aequa- 
tio perducetur  ad  formam  priorem . Quo  ergo  aequatio  pro- 

Aaaa  pofita 
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ppiita  tres  habeat  radices  reales,  necefle  etl  ut  fito <; 0,0916134 
vel  a < 

EXEMPLUM  II. 

Sit  pTopofua  haec  aequatio:  ax * — 3X  5 -f-  rex 1 — 1 2 = 0. 

Quia  hic  exponentes  trium  pofteriorum  terminorum  funt  iu 
arithmetica  progreflione,  ponatur  *=_!_  atque  aequatio  tranf- 
mutabitur  in  hanc: 

a 37  ’ ioy 5 — r 2/*  *=o , ponatur  ergo 
is  = jjy8  — io/5+  ly* — jfZZOy  eritque  differentiaudo 

507*  + 6/2^0,  ex  xjua  aequatione  primo  fit 
v 


.«=32L.:zl  & v*-li±l 

96  7 pg  ’ 

I 


yt=zo\  tum  vero  erit 

ideoque  vel  f—Y — vel  v = V-^-.  His  ergo  tribus  radi- 
3 - - 16  ° .1 

cibus  fecundum  magnitudinem  difpofitis,  refpondentes  ipfius  a 
valores  ita  fe  habebunt  : 


a = V — 
3 

1 3 


1,  1 

21  = Y 

9 


e =*=  VJLi  I „ 

10  1 04  256  25 6 

} = o J H — — <?. 

Quodfi  ergo  fuerit  a > V , aeqtwi.0  prpppfiu  duas  habe- 
bit radices  reales,  alteram  >v^— , alteram  < o:  at  praeter 
has  infiiper  habebit  duas  radices  reales , fi  fi jnul  fuerit  55 
quamttv  alii  emat)  V*,  hoc  cft,  fi  fuerit  4 *t  TZ-  . Quani- 

...  . . • 256  4 

obrem 
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obrem  aequatio  propofita  quatuor  habebit  radice;  reale; , fi 

■ . . I i 1 9 

quantitas  a contineatur  intra  limites  V — & — - / — ; qui 

9 15*  4 

limites  proxime  funt:  0,48075  & 0,50674.  Pofito  ergo 
/*=t,  haec  aequatio  ** — 6k*  + 20*’  — 14^:0  quatuor  ha- 

l 16  1 

bet  radices  reales  intra  limites  00;  / — ; V 3 ; o;  — 00;  ergo 

3 

tres  erunt  affirmativae  & una  negativa. 


i 


Aaaa  i 
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CAPUT  XIII. 

DE  C R I T E R 1 1 S RADICUM 
IMAGINARIARUM. 

- ; - 313.  / 

Jn  Capite  praecedenti  modum  exhibuimus  naturam  radicum 
cuiufquc  aequationis  explorandi , ita  ut  eius  beneficio , fi  pro- 
ponatur aequatio  quaecunque , inveniri  poflit , quot  ea  radices 
habeat  reales , & quot  imaginarias . Plerumque  quidem  haec 
invefligatio  difficillime  indi  tuitur , cum  aequatio  differentialis 
ita  ed  comparata  , ut  eius  radices  exhiberi  nequeant . Quan- 
quam  autem  his  cafibus  eadem  operatio  ad  aequationem  diffe- 
rentialem  ipfam  accommodari , eiufque  radicum  natura  ex  ip- 
fius  differentiati  indagari , hincque  illius  radices  proxime  affi- 
gnari  pollent;  tamen  labor  nimium  fitepiffime  fieret  moledus. 
Quamobrem  in  hoc  negotio  faepennmero  fufficit  eiufmodi  cri- 
teria  nolle , ex  quorum  praefentia  tuto  concludi  poffit , inefle 
in  aequatione  propofita  radices  imaginarias;  etiamfi  ex  eorum 
abfentia  viciflim  inferri  nequeat , omnes  prorfus  radices  cfle 
reales . Quae  cognitio  etfi  ed  imperfefta , tamen  frequenter 
ufu  non  dedituitur ; quocirca  his  critcriis  explicandis  praefens 
caput  dedinavimus . 

314.  In  capite  igitur  praecedenti  vidimus,  fi  aequatio 
quaecunque : 

z — x - Ax' .(-  B*'-1-  C* * — 3 .{.  D* * — 4 - &c.  = o 
omnes  radices  habeat  reales , tum  etiam  eius  differentialem 
dz 

— =nx"~~ 1 - (»-  r)A*"  *+(»-  a)B*,— 3 - (n-  3)C#"  ~ +4. 8cc. 

d * 

omnes  fuas  radices  habituram  effe  reales . Simul  vero  offendi- 
mus , etiamfi  aequatio  differentialis  omnes  habeat  radices  rea- 
les ; tamen  inde  non  fequi , ipfius  aequationis  propofitae  omnes 

• i,  r.  j.  : :■  A radi- 
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radices  futuras  e fle  reales . Interim  tamen  , fi  aequatio  diffe- 
rentiatos habeat  radices  imaginarias , tum  femper  refle  con- 
cludimus , aequationem  ipfam  propolium  ad  minimum  toti- 
dem habere  debere  radices  imaginarias . Ad  minimum  dico : 
fieri  enim  potefl , ur  ipfa  aequatio  plurcs  habeat  radices  ima- 
ginarias . Hoc  ergo  modo  ex  aequatione  differentiato  plus  con- 
cludi non  potefl , quam , fi  ea  habeat  radices  imaginarias , 
ipfam  propolium  aequationem  eiufmodi  radices  quoque  habere 
debere , & quidem  ad  minimum  totidem . 

315.  Si  aequatio  propolita  multiplicetur  per  poteflatcm 

quamcumque  denotante  tn  numerum  integrum  affirma- 

tivum; tum  quia  haec  nova  aequatio  omnes  radices  habebit 
reales,  fi  quidem  propofitae  radices  omnes  luerint  reales:  tum 
quoque  eius  differentiatos,  poflquam  per  xm~‘  fuerit  divifo, 
radices  erunt  reales  omnes . Hinc  fi  haec  aequatio 

Ax’~'  -f  — Cx"-»  + D**~ * — & c.  =0 

omnes  radices  habeat  reales , tum  quoque  i fla  'aequatio 
(»1  4.»)*"  - (mp  n-i)  A*  " —l  4.  Bx"  — s-  &c.  = o 

omnes  radices  habebit  reales . Ob  eandem  rationem  , fi  haec 
multiplicetur  per  x*  & denuo  differentietur  aequatio  refultaus 
(w_|.n)(£.j-w)x  “ -(>w4.»-i)(4-f-»-l)  A**"’p.(»J4.»-2)(^p-n-2)B.x,",-&C. 
omnes  adhuc  radices  habebit  reales  : ficque  quoulque  libuerit , 
ulterius  progredi  licet . Sin  autem  huiufmodi  aequatio  radices 
imaginarias  habere  deprehendatur,  tum  fimul  certum  erit  , 
ipfam  aequationem  propofitam  laltem  totidem  radices  imagi- 
narias efle  habituram . *■ 

3 1 6.  Si  aequatio  propofua  antequam  differentietur,  per 
nullam  potcflatem  ipfius  x multiplicetur , tum  iudicium  ad  ae- 
quationem uno  gradu  inferiorem  deducitur . Ita  fi  aequatio 
propofita 

x"  — -Ax^1  + Bx  "■*  — Cx"'*  + &c.  =0 
omnes  radices  habeat  reales,  tum  quoque  eius  diflerentiales 
omnium  ordinum  omnes  radices  habebunt  reales . Quare  & 
lequentium  aequationum  omnium  radices  erunt  reales : 

nx 
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ii»'’-* -(*-  r)A*  +-(«- 2)B* ’ >-(»  - 3)0* -f-  &c.  = o 
- i}# ' 1 - (/j  - 1)(«  - 2) A*  3.  (»  -2X""3) b*  — &c.  =*  o 
n(»-i)(n  -2)*"-»  - (»  - x)(«  - 2V»  - 3)Ax,-»+  8cc.  =0 

w(®  ~ 1 )(*  - »)(»  ~ 3)* ' ',-4“(,/'0(',~2X,*-3Xw_4)A*'  '*+  &c.  = 0 
quae  aequatione?  ad  liquentes  far. nas  revocantur : 

1 . (»-i)(»-2)£^-,.  (»-i)(»-*)0»-3) 


&c. 


"I  . 

n 

» - 2 

n 

»- 3 

n 

'4*» 

»- 4 

A*’'1*  r --■;/V'v~— N~  Or’-^&c.  = o 

JU-+  (i-iXe^)  a,.., o,.., , = , 

a^-4,  (^3X^-4)  B .(*-3X»-4X»-r" 

+ »(»-!) 


-C«’-48cc.  = a 


' ' ' /V  / 

&c. 

317.  Hoc  igitur  modo  iudicium  ad  aequationem  dati 
gradus  inferioris,  quam  eft  ipfa  propofita,  reduci  poteft.  Sic 
fi  »»  fuerit  numerus  quicunque  minor  quam  1»,  tum  fi  ae- 
quatio propofita  omnes  radices  habeat  reales,  tum  quoque 
huiu;  aequationis  gradus  m omnes  radices  erunt  reales: 


G*"~34.  &c.  = o. 


n,  in(rn-l) 

•v  — A* 4.  — -B»*-*-  

n n{n~i)  n(n-i)(n-i) 

Quare  fi  ponatur  m = 2 , prodibit  illa  aequatio : 

2 . 2.  x 

x! Ajr  -f  - B = o, 

n n(n — 1} 

cuius  radices  debebunt  effe  reales , fi  quidem  aequatio  propofita 
x”  — A*’*'  + B*"‘  — C»,_1  + &c.  = o,  omnes  habeat  ra- 
dices reales.  Cum  autem  i fla  aequatio  quadratica  radices  rea- 

les  liabcre  nequeat,  nifi  fit  — ;>  — 7— — B,  lequitur,  aequa- 
tionis propofitae  radices  omnes  reales  effe  non  pofle,  nifi  fit 
A A > — — B.  Quarnobrem  fi  fierit  AA  < — — B , hoc 


n — x 


n — x 
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certum  erit  lignum,  aequationis  propofitae  au  minimum  duas 
radices  fore  imaginarias. 

3x8.  Hinc  ergo  aflecuti  fumus  affc£1ionem  neceflariam, 
qua  coefficientes  trium  primorum  terminorum  afiefli  efle  de- 
bent , fi  quidem  aequationis  propofitae  omnes  radices  fuerint 
reales . Hocque  eft  eiufmodi  criterium  , uti  initio  meminimus: 

fcilicet  etiamfi  cafu  AA  > B , nihil  pro  realitate  ra- 

n — 1 

dkum  fequatur,at  fi  fit  AA  — B , hoc  tamen  certum  fit 

n — 1 

fignum  duarum  faltem  radicum  imaginariarum.  Sic  ut  omnes 
radices  fint  reales,  fucceflivc  pro  n numero  2,  3,  4,  5,  &c. 
fubftitucndo  requiritur,  ut  fequitur: 

— A*+B  = o A’>  4B 

* * — - A* 1 +-  B«  — C *=  o A * > 4 B 

*4— A*»-f-B** — G»  +Ds=o  . . . A * > jB 
— A*4-f-B*»— C*’+D*— E=o  . . A’>?B 

Hinc  fi  terminus  fecundus  defit , tertiique  coefliciens  B fit 
affirmativus , ut  aequatio  fit  huiufmodi : 

x"+B*  — ■ — C* •"*  +•  D*"'4  — &c.  — o , 
haec  omnes  radices  reales  liabere  nequit , fed  ad  minimum 
duae  erunt  imaginariae. 

3 j p.  Huiufmodi  vero  criteria  pro  coefficientibus  fe- 
quentium  terminorum  erui  poflunt  , li  perpendamus  aequa- 
tionem hanc: 

1 — hy  + By  * — CJ- » -f-  * — &c.  = o 

totidem  habere  radices  tam  reales  quam  imaginarias , quot 
ipfa  aequatio  propofita  contineat.  Haec  enim  aequatio  ex  illa 

oritur , fi  ponatur  * — - , ita  ut  ex  radicibus  luxius  aequa- 

tionis fimul  radices  illius  habeantur.  Quare  fi  aequatio  pro- 
pofita omnes  radices  habeat  reales  , runa  quoque  reciproce 
ifiius  diffcrentialis , fcilicet  huius 

— A 


/ 


t 


\ 

i 

4 
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— A 4-  2 B y — 3 C v 1 -(-  4 D ^ — &c.  = o 
radices  omnes  erunt  reales.  Subftitnatur  in  hac  iterum  * pro 

1 

— , atque  emerget  ilta  aequatio: 

Ax’-*  — 2B*"-i+3C*-»  — 4D*--4  -f-&c.  = o , 
cuius  radices  propterea  omnes  erunt  reales , fi  radices  aequa- 
tionis propofitae  fuerint  tales.  Hinc  iam  patet,  fi  fuerir 
« = 3 , necefle  efle  ut  fit  BB  > 3AC. 

320.  Differentietur  autem  illa  aequatio  ulterius  atque  prodibunt 

A»*'*  — B»-*  +-  (i V.  Cx-4  — &c.  = o 

A*"'* Cx'-5  — &c.  = o 


Ax 


I / \ / , V4*  — * 

«-I  (n-l)(n-z) 

l(n- 4)„  . 3()»-4)?»«  <) 

"♦ : Bx"5  + ^ VI ^ Cx«-‘  — &c.  = . 

n-  1 (»-  Xj(«-  2) 

&c. 


Generaliter  ergo,  fi  w fit  numerus  minor  quam  «,  errt  3 

Ax" Bx"-'-f- — Cx’-‘  — &c.  = 0. 

» - I (n  - 1 )(»  - 2) 

Si  iam  ponatur  w — 2 , habebitur  ifta  aequatio : 

4 d 

Bx  + — r C = o 


Ax1 


n-  1 


(fl-l)(»-2) 


cuius  radices  ut  fint  reales,  oportet  efle  ~ ^ . 

. _ (»-0*  (»- iX«~») 

Quare  fi  aequatio  propofita  omnes  habeat  radices  reales  erit 

BB  > — ^-AC.  Atque  fi  fuerit  BB  < — — AC 

2 (»-2)  2(»-2)  ’ 

hoc  certum  eft  fignum , aequationem  propofitam  ad  minimum 
duas  habere  radices  imaginarias.  Si  igitur  fit  »=3,  crite- 


rium  erit  BB  > 3 AC  ; fi  fit  » = 4;  erit  BB  > — AC:  fi 

2. 2 


3-J 
.2 
»=5, 
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» = 5 , erit  BB  > — AC , & ita  porro  . 

321.  Ut  haec  criteria  ad  fequentes  coefficientes  transfe- 
ramus , refumamus  aequationem  differentialem  in  y inventam 

— A -f-  2 B ^ — 3C/*-+-4D^»  — 5Ey4+  &c.  =0, 
hancque  denuo  diflerentiemus,  ut  habeamus: 

2B  — — 2oE>’-r  &c.  =0 

quae  reftituto  — loco  y dabit : 

Bx,—  * — 3CX * — > -f-<5D.x*  — 4 — ioEx"- f -f-  &c.  = o 
cx  cuius  ulteriori  differentiatione  fequuntur  hae  aequationes  : 

6(h~7.)(h — 4)  _ 

Bx"-’-^ L. Cs”-*  + ~—^7 -x  Dx"-«  - &c.  = o 

»-2  (»-2)'« — l) 

& generaliter 

7m  . 6m(m  - 1 ) 

Bx" — Cx"  H -7 — Dar"~»  — & c.  =0 

w-2  (»-2)(»-3) 

Quodfi  igitur  ponamus  m — 2 prodibit  aequatio  quadrata : 
2.  2 . 6.  2 

B* 1 Car  -f-  D = o 

n - 2 («  — 2_)  {n  — 3) 

, ^ . pCC  6.  2BD 

cuius  radices  erunt  reales , fi  luerit > — • — 

(•“  2)1 

feu  CC  > — — BD.  Quare  fi  aequatio  propofita  omnes 

3("-3} 

radices  habeat  reales , erit  CC  > — ; BD , atque  fi 

3 (*“  3) 

haec  conditio  deficiat,  aequatio  certo  duas  ad  minimum  ha- 
bebit radices  imaginarias . 

322.  Si  aequationem  fuperiorem  2B — 6Cy  nDy*  — 
8cc.  = 0 denuo  differentiemus  , prodibit: 

— 6C  ■+■  24  D y — 6oEy  * + &c.  = o , five 
C — 4D7  -f- 1 o Ey  * — 2oF/s+  &c.  =0, 

B b b b quae 
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quae  reftituto  # loco  — abibit  in  hanc  : 

Cx"  — 3 — 4 Dx"  — 4 -f.  xo  Ex"  — *i—  20  F x’ — 4 -f-  &c.  =:  o 
ex  cuius  ulteriori  differentiatione  fequuntur : 

e,.-.,  &c.=0 


Cxf-5' 


»-3  (»  ~ 3)(«  ~ 4) 

io(»-5)(»-d) 


4(»'5) 


Dx" 


& generaliter 


(»-3)(»-4) 


Ex"—»  — &c. 


„ 41»  _ , lom  (m- 1) 

Cxm Dx"  — *-f-- i- L Ex"-»—  &c.  = o . 

”~3  (n " 3) (M ~ 4) 

. 2.  4 2.  IO 

Ponamus  w = 2 y critque  Cx  * Dx  4. E =0 

3 . (^-3)(«-4) 

ex  qua  11  eius  radices  fint  reales  fequitur  fore : 

7-Mt7  DD > 10  — CE  feu  DD  > C E . 

(»'3)  _ .(»”.3XW“4)  ...  4(»-4) 


323.  Ex  his  iam  fatis  perfpicitur  relatio  omnium  coef- 
ficientium  . Generatim  ergo  h aequatio  haec : 
x"  - Ax  “ — 1 4 Bx " - * - Cx " — * 4 Dx  ” — 4-Ex*  — s-f-  & c.  = o 
omnes  radices  habeat  reales ; erit 

A A > — ~ — r B 


C C > 
D D> 
E E > 


J («  — 

0 

3 (»— 

I) 

2 (» — 

2) 

4 («-— 

2) 

3 (»  — 

3) 

5 (*— 

3) 

4(«  — 

4) 

<5  (n  — 

4) 

5 («-5) 
& c. 


A C 
BD 
CE 
DF- 


Qua- 


1 
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Quarum  conditionum  fi  una  defit , aequatio  ad  minimum 
duas  habebit  radices  imaginarias . Atque  /i  ilia  criteria  a fe 
invicem  non  pendeant,  facile  perfpicitur  , quotquot  eorum 
non  conveniant , totidem  dari  paria  radicum  imaginariarum . 
Quamvis  autem  hae  conditiones  omnes  in  quapiam  aequatio- 
ne iocum  habeant,  tamen  inde  non  lequitur,  nullas  dari  ra- 
dices imaginarias  ; quin  potius  evenire  potell  , ut  hoc  non 
ohlhintc  omnes  radices  fmt  imaginariae . Cavendum  ergo  clt , 
ne  his  criteriis  plus  tribuatur,  quam  i piis  vi  principiorum, 
unde  funt  dedufia,  tribui  potell. 

324.  Facile  autem  apparet  non  lingula  criteria,  quae 
deficiunt,  binas  radices  imaginarias  indicare  polle;  in  aequa- 
tione enim  n diraenfionuin  - quia  habentur  «4-1  termini, 
atque  ex  lingulis  praeter  primum  8:  ultimum  criterium  de- 
fumi  potell,  omnino  criteria  lubeL'utnur  n — 1;  neque  ta- 
men fi  lingula  deficiant,  aequatio  :» — 2 radices  imagina- 
rias habere  poterit,  propterea  quod  omnino  tantum  n ha- 
beat radices  . Unum  autem  criterium  femper  duas  radices 
imaginarias  patefacit , & quia  fieri  potell , ut  duo  criteria 
huiulmodi  radicum  non  plures  offendant , videndum  clt  utrum 
haec  duo  criteria  fine  contigua  nec  ne : priori  cafu  numerus 
radicum  imaginariarum  non  augebitur,  polleriori  vero,  quia 
criteria  litteras  prorfu;  diverfas  involvunt  , unumquoJque 
binas  radices  imaginarias  monldrabit.  Ita  etiamfi  fuerit 

A A < — — — — B & B B < — i—  A B,  tamen  hinc 

1 (»  — 1)  2 (»  — 2 ) 

non  necelfirio  quatuor  radices  imaginariae  indicantur  , fed 
utrumque  fortalfe  ealdem  binas  indicat . Quodfi  vero  fuerit 

2 n _ x( »-—2  > _ 

AA  < — ; rB  Sc  CC  < — - BD  , cxilfente 

• i(»— 1)  ' ' }{»—  3) 

BB>  AC , quatuor  radices  imaginariae  indicabuntur. 

*(»  — 2)  ...  • „ . 

325.  Ex  criteriis  ergo  radicum  imaginariarum  fe  immediate 

Bbbb  2 infe- 


556  CAPUT  XIII. 

infcquencibus  plus  non  fe*juitur  quam  ex  uno;  (in  autem  ca  or- 
dine interrupto  procedant , ut  inter  bina  quaeque  criterium 
unum  vel  plura  contraria  interiaceant , tum  ex  unoquoque  bi- 
nae radices  imaginariae  concludi  poterunt . Quae  confideratio 
fequemem  regulam  fuppedirat . Aequationis  propofitae  lingu- 
lis terminis , praeter  primum  & ultimum , inferibantur  coet- 
fieientes  criteriorum  ante  inventi , hoc  modo  : 

2 » 3('>- i)  4(*-2)  5 (»  - 3) 

2 (n-z)  3 (»-3) 

x"  — Ax"-*  -f-  B*"-*  — Cx-‘  -f  D.v-4  — fcc.  = 0 
+ • • • . . . . &c. 

Tum  examinetur  quadratum  cuiufque  coeflicientis , utrum  fit 
maius  an  minus,  quam  fra&io  inferipta  per  produdlum  adiacen- 
tium  coefficietitium  multiplicata , priori  cafu  termino  fubfcri- 
batur  fignum  -f* , pofteriori  fignum  — ; primo  vero  termino 
& ultimo  perpetuo  fignum  + fublcribatur . Quo  fafto , quot 
fignorum  horum  fublcriptorum  variationes  occurrunt , totidem 
radices  imaginarias  aequatio  ad  minimum  habere  cenfenda  erit. 

326.  Haec  eft  regula  a Neutono  inventa  ad  radices  ima- 
ginarias cuiufque  aequationis  explorandas ; de  qua  autem  pro- 
be tenendum  eft , quod  iam  annotavimus , faepenumero  fieri 
polle,  ut  aequatio  plores  habeat  radices  imaginarias,  quam 
liac  methodo  deteguntur.  Hinc  alii  operam  dederunt,  ut  fi- 
miles  regulas  alias  invenirent , quae  numerum  radicum  imagi- 
nariarum exa&ius  praeberent , ita  ut  verus  iftiufmodi  radi- 
cum numerus  minus  faepe  eum,  quem  regula  oftendat , exce- 
deret. in  hoc  genere  imprimis  proftat  regula  Campbelli  Arith- 
meticae Ncutoni  univerfali  fubiundla , quam  propterea  hic  ex- 
plicari conveniet,  etiamfi  non  fit  perfedfta.  Nititur  autem  hoc 
lemmate:  Si  fuerint  «,  S , y , S,  e,  &c.  quantitates;  ea- 
rumque  numerus  fit  m , ponatur  fumma  harum  quantitatum 
« + 6 -h  y + 8 + &c.  = S , fumma  quadratorum 

+ + + = V,  erit  utique  V > o. 

Sed 
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Sed  cum  fit  produflum  ex  binis  a®  -f-a}  4 clo  -f  oj-j-  SS  4 &c. 

= — ; erit  (»i  • — x ) V > SS  — V feu  »i  V > SS. 

Nam  fi  differentiarum  inter  binas  quantitates  quadrata  fuman- 
tur, erit  eorum  fumma 

= («-0\  + (“-?)*  4-  («-*)*  + (1-7)*  + (#-*)'  + &c. 

= (»»-  l)(«’  -(1  -f  &C.)  - •{-*?-{-  -f  &C.) 

ss  — V 

— (w  — 1)  V — a zz  m V — SS.  Cum  igitur 

2 

fumma  quadratorum  realium  fit  femper  affirmativa  , erit 
m V — SS  > o ideoque  m V > SS  . 

327.  Hoc  lemmate  praemiffo  fi  habeatur  haec  aequatio: 
x"  -Ax  ‘~'  4.  Bx"'*  - Cx'  > 3.  Dx ,_4-  Ex":*  3.  Fx"'4  -&c.  = o, 
eiufque  omnes  radices  fuerint  reaies  numero  n , quae  lint  a , 
b , c , d , e , &c.  erit  uti  confiat  cx  natura 

aequationum  : I numerus  termin. 

A = u + b 4 c 4 d + &c.  » 

B = ab  -f-  ac  -J-  ad  -f-  bc  4 bd  -f-  &c.  | — 


C zz  abe  -f-  abd  -f-  abe  -f  aed  -f-  bc  d 4 & c. 


D = abed  4 ab  ce  -f-  abde  4 Stc. 


I **  2 

| w(»-iX«-a) 

I 1.  2.  3 

-(»-  i)(»  - a)(«-  3) 


&c. 


2.  3. 


Sumantur  iam  fingulorum  harum  lerierum  terminorum  qua- 
drata, ac  ponatur: 

P=d’  4 £ * 4 c s 4 d:  4 &c. 

4 /r:r*  -f-/;*./1  4 b’c*  4 &c. 

K = a1b:c:-l-a:b,d:-t-a,b,e,-f-a,c,d,-f-  & c. 

S = + &C.  &C. 

erit  ex  natura  combinationum : 

P = A*  — 2 B 
O = B*  — 2 AC4:D 

R — 
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R =C‘-  2BD  + 2AE  — 2F 
S = D*  — 2 CE  + 2 BF— 2 AG  + 2 H & c. 

328.  Vi  igitur  lemmatis  praemitti  habebimus  : 
n P > A A 

• nfn  — 1 ) 

-Q  > B R 

I.  2 

n(n  — 1 )(n  — 2)  „ „ 

— R > C C 

I.  2.  3 

« ( — I ) (»  — 2)  ( n — 3) 

— -- — — S > D D &c. 

1.  2.  3.  4 

Quodli  ergo  loco  P,  q,  R , Stc.  valorcs  ante  inventi  fub- 
ilituantur,  obtinebimus  fequentes  radicum  realium  proprietates: 

» A A — 2 n B > A A feu  A A > — — B 

n — 1 

*>(» — l)  2 n(a — l)  2»(» — i) 

BB v AC  d 1 D > BB  , five 

!•  2 I.  2 I.  2 

2 n(n — 1) 

EB>  (AC-D) 

»(»  — 1 ) ' 

77~ 1 

fimilique  modo  aequationes  fequetnes  praebent: 

2 »(» — 1)  ( n — 2) 

CC  > ~.2-  1— (BD  — AE  + F) 

”(»—  0 (”  — 2)  _i 
1.  2.  3 

2»(»—  0(”~  2)(«—  3) 

DD>  1‘  "...  4 (CE  — BF+AG— H) 

»(»  — !)(»—  2)(tf— 3)  __ 

1.  2.  3-  . 4 

Hinc  ergo  cuiufque  coefficientis  quadratum  non  folum  cum 

pro- 
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produflo  proxime  adiacentium  comparatur,  fcd  etiam  cum 
re£langulis  binorum  quorumque  utrinquc  aeque  diliantium ; 
ita  tamen  ut  horum  reflangulorum  figna  alternatim  mutentur. 

32£.  Singulis  igitur  aequationis  terminis  praeter  pri- 
mum & ultimum  infcribi  debent  fra&iones,  quarum  numerato- 
res fint  unciae  binomii  ad  limilcm  dignitatem  elevati  dupli-, 
catae,  detiominatores  vero  eaedem  unciae  unitate  minutae. 
Ita  coilli  cicrando  aequationes  quadratas,  cubicas,  biquadratas 
&c.  fi  earum  radices  omnes  fuerint  rcales , erit : 

4 

x* — A#-f-B  = o ; A*>4B 

Pro  aequatione  cubica : 
tt 

X 1 Ax  1 4-  lix C — O 

erit  A*>3B  & B’>  3 AC. 

Pro  aequatione  biquadrata: 

. 8 12  _8_ 

7 J ' 3 

k*  — Ax 5 + Bx 1 — Cx+  D = o 
erit  A‘  > 7 B ; B’>  “(AC — D)  ; C1  > - BD 
Pro  aequatione  poteflatis  quintae: 

«o  20  20  10 

4994 

x 5 — Ax 4 + Bx 5 — Cx 1 -f-  Dx  — E = o 

erit  AA  > “B  ; B'  > "(AC  — D)  ; C*  > "(BD  — AE) 
& D*  > '.‘■CE. 

Pro  aequatione  poteflatis  fextae: 

11  ;o  40  ;o  12 

5 '4  19  '4  5 

x6  — A* 1 4"  Bx4  — Cx^-J-Dx1  — Ex  4-  F = o 
erit  A 1 > VB;  B’  > g(AC  — D);  C' > ?“(BD  — AE4-F); 
DJ>  «(CE  — BF);  Es>  “DF;  &c. 

330.  Si  igitur  quodpiam  criterium  fallat,  id  erit  in- 
dicium duas  ad  minimum  inefle  radices  imaginarias  in  aequa- 
tione propofita.  Cum  autem  fi  fmgula  fallant,  aequatio  ideo 
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non  duplo  plures  habere  queat  radices  imaginarias,  fimili 
modo  iudicium  his  cafibus  erit  abfblvendum , quem  ante  pro 
Neutoniana  regula  indicavimus.  Scilicet  fi  cuiufquc  termiiii 
quadratum  maius  fuerit  quam  fra&io  infcripta  per  produila 
terminorum  adiacentium  & utrinque  aequidiftantium  multipli- 
cata , tum  illi  termino  fubfcribatur  fignum  + , contra  vero 
fignum  — ; primo  vero  & ultimo  termino  confianter  fub- 
fcribatur fignum  -f* . Quo  fa£io  infpiciatur  ordo  lignorum 
horum  fubfcriptorum , & quoties  occurrit  variatio , toties 
radix  imaginaria  indicabitur . Quoties  ergo  haec  regula  plu- 
res radices  imaginarias  indicat,  quam  Neutoniana,  toties  quo- 
que ad  veritatem  magis  accedit,  lnterim  tamen  fieri  potelt , 
ut  aequatio  plures  habeat  radices  imaginarias  , quam  per 
utramque  regulam  indicantur. 

331.  Falleremur  ergo,  fi  his  criteriis  tanquam  perfe- 
Clis  lignis  radicum  realium  & imaginariarum  uti  vellemus , 
propterea  quod  fieri  poreft , ut  aequatio  plures  habeat  radices 
imaginarias,  quam  haec  crireria  indicant:  error  autem  eo 
inaior  efie  poflet,  quo  altioris  gradus  fuerit  aequatio  propo- 
Jita.  Nam  in  aequatione  quadrata  haec  criteria  ita  veritati 
funt  conlentanea , ut  fi  nullas  radices  imaginarias  indicent , 
etiam  aequatio  nullas  fit  habitura.  Aequatio  autem  cubica 
duas  radices  imaginarias  habere  poteft , etiamfi  neutro  regula, 
(ambae  autem  hoc  cafu  adhuc  conveniunt)  eas  exhibeat, 
Hos  igitur  calus  invelligaturi , fit  propofita  haec  aequatio 
cubica  generalis:  3 3 

x*  — A s * d-  Bx  — C = o 

in  qua  fi  fuerit  AA  > 3B  & BB  > 3 AC  neutra  regula 
radices  imaginarias  indicat . Supra  autem  (306)  vidimus  ad 
id , ut  nullae  radices  imaginariae  adfint  requiri  primo  ut  fit 
B > 7 A A , quam  conditionem  quoque  ambae  regulae  requi- 
runt. Sit  igitur  B=(AA — atque  necelfe  eft  ut  C 
contineatur  intra  hos  limites:  £A3 — 7 Aj ff  — & 

r,  A’  — 7 Aj5*'-f- Utraque  autem  regula  tantum  poftulat, 

ut 
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Quae 


B B / 

Ut  fit  C < J£’  h°C  Cft  C 

conditio  locum  habere  poteft,  etiamfi  C non  intra  diftos  li. 
mites  contineatur.  _ 

332.  Sit  enim  C = i A 3 — r,  Aff + — eg : at- 

27  A 

que  regulae  nullas  radices  imaginarias  indicabunt.  Interim  ta- 
men inerunt  duae  radices  imaginariae , fi  fuerit  vel 

$A»  — bAff+^—gg  <JA>- vel 

Si  igitur  fuerit  vel  gg  > vel  „„  < (Af—JT) » 

. . 27  A " 27  A * 

aequatio  cubica  duas  habebit  radices  imaginarias , etiamfi  neu* 
tra  regula  eas  indicet.  Sumimus  autem  hic  effe  A quantita- 
tem affirmativam , fi  enim  eifet  negativa , ponendo  x = — y 
aequatio  in  eiufmodi  formam  tranfmutaretur , in  qua  A effet 
affirmativa.  Hinc  infinitae  aequationes  cubicae  formari  po fiunt, 
quae  habeant  duas  radices  imaginarias,  etiamfi  per  regulam 

non  indicentur.  Sit  enim  gg  ■—  ■ A ^ ' _j_  hb  er;t 

(AA-f)  !?A 

27  A 


‘gg = «A»  - 7 Aff-  h,f*  - bb,  & B as  }AA- \ff. 


Vel  fit  — JLL-bb  exiftente  bb  < ^ 


""  w»|nsu«  uu  — terit 

_ 27  A 27  A 

C = s A1  jAJf  + £/3  + b b & B = j A A — \ff.  Utro- 
que cafu  prodibit  aequatio  duas  habens  radices  imaginarias, 
neutra  regula  indicandas.  Ponamus  verbi  gratia  A = 4 f — j 
erit  B=S  ; Job«=^+W;eritC«:-a-a-^=t-^ 
Quare  fi  fit  C < aequatio  **  — C = o fem- 

per  habebit  duas  radices  imaginarias.  At  fumto  gg=^-bb 

C c c c debe- 


CAPUT  XIII. 


5 tfs 


debebit  eiTe  bb  <J  n,  fietquc  C — J(—  +.  kh  = * 4-  kb  • Sit 
bb  = ; atque  aequatio  * 5 - 4xx  -}-  3*  - H — ° duas  habebit 
radices  imaginarias , etiamfi  nulla  regulis  prodatur : 

333.  Quin  etiam  eiufmodi  aequationes  generales  forma- 
ri pofluut , m quibus  neutra  regula  radices  imaginarias  exhi- 
beat , etiamfi  tamen  Iaepiflime  duae  plurefve  infint . Evenit 
hoc  fi  perpetuo  duo  figna  fimi  1 a fe  mutuo  excipiant,  uti: 
xn-  Ax  - 13* -1  q.  C*  q.  D x ' ♦ - Ex - F*"'*  | &c.  = o 
vel  + A*  £)*’-♦+  E*  - & c.  = o, 

hic  utraque  regula  nullam  unquatn  radicem  imaginariam  pro- 
dit . Quod  autem  Iaepiflime  huiufmodi  radices  continere  que- 
ant, vel  ex  aequatione  cubica  elucet  x* — A*1  — Bx-|-C  = o, 

J|uae  pofito  $=  AA-f  3B  femper  habeat  duas  radices  imaginarias, 
i fuerit  vel  - C<^A»-J  A (f-  ifi  ve!  - C>  A » - { A/f  f,  /»• 
Interim  tamen  & hos  caius  ex  regulis  elicere  licet  , fi  ae- 
quatio ope  fubflitutionis  in  aliam  formam  transformetur  . 

• 1.  Ponatur  x — y - f-  £ , fietque  : 

y 5 + 3^ y ! + 3^  y + k ’ 

— A yy  — 2 A ky  — Akk 

— B / — B £ — 0 

+ C 

quae  lecundum  regulas  examinata  dabit  primo  quidem 
fponte  (3£ — A )J  > 3(3^^^  2 Ak  — B)  : at  quo  fit 
( 3 M — zAk  — B)*>  3(3£-A)(£»-A<(4-B&-f-C), 
quod  eft  alterum  critcrium  , necefle  eft  ut  fit : 

BB-f  3AC  + (AB  — pC)£  + (AA-f3B)  k k > o, 
quicunque  valor  ipfi  k tribuatur  . Sumatur  ergo  k ita , ut 
haec  expreflio  minimum  valorem  adipilcatur , quod  fiet  po- 


nenuo 


k = 


9 C — AB 


& fi  illa  expreflio  adhuc  fuerit  > o, 


2(AA+jB) 

probabile  erit  aequationem  propofitam  nullas  habere  radices  ima* 

• • r-  . (AB-pC)*  . (AB-oC)* 

gmarias.  Fiet  autem  BB-f-  3AC-- -f-  > o 

b (AA+3b/  4:AAq.3Bj 


feu 
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feu  BB  f 3 AC  > ^A^B)  • Cum  ergo  fit  B = •/-  'A  A, 
erit  4 fAA/+V4  + 3 AC)  > (\Aff- -9 C ) * feu 

4/'4.SA*/4+4A^4io8ACff>  A*/«-iA*/1-S4AC/4.A‘4.54A»Cf72J'CC 
vel  +/‘  > pA  »/4-  tfA4jf-  itfzAC/f  A* 4.  54A»C  f 72pCC 
unde  fafloribus  fumtis  elTe  debebit : 

(e/-»  + A’  — 3 A /4  27 C)  (2/*  — A»  + 3A/— 27C)>  0. 
fi  i neque  regulae  radices  imaginarias  oflendent,  fi  fuerit  vel 
C>  —4A*+!Ajf— £/*  & C>-iA’+ vel 
C + & C<-iA*  + bA/4r7/>. 

Quae  funt  eaedem  conditiones,  quas  fupra  invenimus.  Patet 
ergo  idonea  aequationis  propofitae  tranfinutatione  regulas  hoc 
capite  traditas  ita  perfici  pofie,  ut  a veritate  non  diffideant , 
etianifi  convertantur. 

334.  Ex  his  principiis  quoque  regula  Harriotti , qua 
quaelibet  aequatio  tot  radices  affirmativas  habere  praedicatur , 
quot  dentur  fignorum  variationes , tot  vero  negativas , quot 
dentur  eiuldem  figni  fucceffiones  , demonftrari  poteft , quae 
quidem  regula  pro  radicibus  tantum  realibus  valet  . Pona- 
mus ergo  aequationem  Ax’’-' .{.B#’'~,-Cx',-J.f-D*’'~4-  &c. 

= o omnes  radices  habere  rcales  atque  affirmativas , atque 
eius  differentialis  »x’_,-(«- i)A*”"1  -{.(»- 2)  Bx,-S-  &c.  = o 
non  folum  omnes  fuas  radices  quoque  habebit  reales  & affir- 
mativas , fed  etiam  huius  radices  conflituent  limites  radicum 

illius  aequationis  . Praeterea  vero  pofito  x = — haec  aequa- 
tio 1 — A/4-By*  — C^,4-D_7* — 8cc.  =0  omnes  quo- 
que radices  habebit  reales  affirmativas , fed  reciprocas  illius , 
ita  ut  quae  radices  in  illa  aequatione  fint  maximae , hae  in 
ilta  fiant  minimae.  His  pofitis  fi  illa  aequatio  propofita  con- 
tinuo differentietur , donec  ad  aequationem  primi  ordinis  per- 
veniatur, quae  erit  # — — A = o,  (317)  huius  radix  adhuc 
n 

Cccc  2 Jrit 
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erit  affirmativa , ideoque  coefficiens  fecundi  termini  habebit  Ti- 
gnum — uti  aflumfimus  . Sin  autem  ifte  coefficiens  haberet 
fignum  + , tum  certo  fequerctur  , aequationem  propofitam 
non  omnes  radices  habere  affirmativas,  fed  unam  ad  mini- 
mum fore  negativam , & quidem  eam , quae  limitibus  huc- 
ulque  perdu&is  refpondcat . 

335.  Si  aequatio  propofita  in  fui  reciprocam  converta- 
tur & differentietur,  tum  vero  iterum  * rellituatur  atque  dif- 
ferentiationes  continuentur  , dynec  perveniatur  ad  aequationem 

fimplicem,  quae  ex  §.  320.  erit  huiufmodi  Ax * — B = o, 

cuius  propterea  radix  quoque  debet  e (Te  affirmativa,  fi  quidem 
propofita  omnes  fuas  radices  habeat  reales  affirmativas,  hinc- 

Jiue  fecundus  & tertius  terminus  diverla  figna  habebunt.  Quod- 
1 ergo  hi  duo  termini  fimilia  habeant  figna , ad  minimum 
una  radix  negativa  indicabitur , refpondens  limiti  hac  aequa- 
tione fignato , qui  diverfus  erit  a limite  praecedente  aequatio- 
ne indicato,  propterea  quod  hic  radices  femel  funt  in  fuas 
reciprocas  converfae : unde  concluditur , fi  tres  termini  aequa- 
tionis initiales  paria  habuerint  figna , tura  duas  radices  nega- 
tivas indicari . 

33 6.  Simili  modo  fi  converfiones  & differentiationes 
fecundum  §.  321.  infiituantur , atque  eoufque  continuentur, 


donec  ad  aequationem  fimplicem  Bx  — - — C = o pervenia- 
tur, & huius  aequationis  radix  efle  debet  affirmativa,  fi 
quidem  propofitae  aequationis  omnes  radices  fuerint  tales ; 
unde  fi  termini  tertius  & quartus  paria  habeant  figna,  indica- 
bitur una  radix  negativa.  Sicque  perpetuo,  fi  duo  quicunque 
termini  contigui  aequalibus  fignis  fuerint  affefti , una  radix 
negativa  proditur ; ideoque  quotcunque  fuerint  eiuldem  figni 
fuccelfiones,  totidem  ad  minimum  aequatio  propofita  habebit 
radices  negativas , quoniam  haec  fingula  criteria  ad  drverfos  li- 
mites referuntur.  Quod  fi  autem  aequatio  propofita  omnes  radi- 
ces 
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ces  negativas  habere  ponatur , tum  quia  radices  omnium  aequa- 
tionum differentialium  ex  ea  deduftarum  debent  ciTe  pariter 
negativae,  omnes  termini  aequalibus  fignis  afi'e£li  efTe  debe- 
bunt . Quare  fi  duo  termini  contigui  diverfa  habeant  figna , 
ex  iis  una  ad  minimum  radix  aihrmativa  concludetur.  Atque 
ilmili  modo,  quotcunque  in  aequatione  occurrant  binorum  ter- 
minorum variationes  fignorum , totidem  ad  minimum  radices 
affirmativae  iueiTe  dicendae  funt.  Cum  igitur  aequatio  omnis 
tot  habeat  radices , quot  dantur  duorum  fignorum  contiguo- 
rum combinationes , neque  plures , (equitur  quamvis  aequatio- 
nem , cuius  omnes  radices  fint  reales , tot  habere  radices  affir- 
mativas , quot  fuerint  fignorum  contiguorum  variationes , tot 
vero  negativas,  quot  fuerint  eiufdem  figni  fucceffiones . 
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CAPUT  XIV. 

DE  DIFFER  EXT  l ALI  RUS  FUNCTIONUM 

IN  CERTIS  TANTUM  CASIBUS. 

.l.  337. 

'S*  y fuerit  fun&io  quaecunque  ipfius  x , atque  haec  quan- 
titas variabilis  * augeatur  incremento  <o,  ut  x abeat  in 
x -f-co  3 turrr  funflio  y induet  hunc  valorem: 

; <x>dy  ‘ a*  ddy  ; a*d3y  <6*d*y  , „ 

■ ■ y ^ +■  ~7j~t  ^ — t r 

4 , dx  „ zdx*  . 6dxi  zydx* 

nleoque  capiet  hoc  incrementum: 

udy  ^ <a!  ddy  OJ  i(/V  . ^ 

dx  zdx 1 6dx  5 24  dx* 

uti  fupra  demonftravimus . Quare  fi  fiat  a = dx , ita  ut  x 
fuo  diflerentiali  dx  crefcat , tum  funftio  y incrementum  ac- 

cipet  ==  dy  -f-  — ddy  -f  d>y  -h  — d*y  ~h  & c.  quod  erit  ve- 
rum differentiate  ipfius  y.  Quoniam  vero  huius  feriei  quilibet 
terminus  ad  fequentes  habet  rationem  infinitam , prae  primo 
omnes  evanefcunt,  ita  ut  dy  more  confueto  furatum  praebeat 
verum  differentiale  ipfius  y . Simili  motio  vera  differentialia 
fecunda,  tertia,  quarta,  &c.  ipfius  y ita  fe  habebunt: 

dd.y—  ddy  4 — d 1 y X d*yl  — — d * y 4.  — d ‘/4&C. 

3 3-4  3-4-5  3-4-S-tf 

d’.y  = d’y±-?-d*y+-^  d<y  + ' ~r  d*y  y ~~T~~  ^ 

4 4-5  4-5-®  4-5*®>7 

10  2<o 

d*.y=zd*?±jdt/±~d‘y+  ^ 

d,.y  = diy±  — diy].  ■^> diy±  &c. 

6 6,y 


21 


d Sy  = d !,y  4.  — d i y 4.  &c. 
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quae  fequuntur  ex  §.  5 6.  fi  loco  co  ponatur  dx.  Erunt  ergo 
h ec  dilierentialia  ipfius  y completa , quippe  in  quibus  ne  ii 
quidem  termini,  qui  refpe&u  primi  evanefcjnc,  negligemur. 
Inveniuntur  autem  finguli  illi  termini , fi  funflio  / continuo 
dlffercntietur , ponendo  dx  conflans.  Sic  polito  y—ax — xx 
ob  dy  — adx-ixdx  & ddy  — -2dx';  erunt  ipfius  y difleren- 
tialia  completa : dy  — adx  — zx dx  — ddy  — — zJx : ; 
fcquemia  autem  funt  nulla 

330.  Quanquam  autem  generatim  in  his  exprefllonibus 
diflerentialium  fequentes  termini  prae  primis  pro  nihilo  repu- 
tantur ; tamen  iti  cafibus  fpecialibus , quibus  ipfe  terminus 
primus  evanefeit , haec  ratio  ce  flat , neque  terminus  fecundus 
amplius  negligi  poterit.  Sic  in  exemplo  praecedente  etiamft 
formulae  y—ax-xx  diflerenriale  in  genere  eft  — (a -l*)dx 
reieflo  termino  — dx *,  quippe  qui  eft  infinities  minor  quam 
primus  (a — 2 x)dx:  hic  tamen  ifta  conditio  manifeflo  fub- 
tntclligitur,  nifi  primus  terminus  per  fe  evanefeat.  Quocirca 
fi  ipfius  y — ax — xx  quaeratur  diflerenriale,  cafu  quo  x—\  a, 
tum  id  dicendum  erit  efle  — — dx‘-y  fcilicet  fi  variabilis  w 
differeutiali  dx  crefcat , tum  funflionis  / cafu  x = j a decre- 
mentum erit  dx1.  Hoc  autem  folo  cafu  excepto  perpetuo 
funftionis  y diflerenriale  erit  = («  — 2 x)dx  ; nifi  enim  fit 
x = j a,  terminus  fecundus  — dx 1 prae  primo  femper  re£le 
negligitur.  Neque  vero  n?g!cc!io  termini  dx 1 etiam  in  cafu 
* = i a in  errorem  inducere  poteft : comparari  enim  differen- 
tialia  prima  inter  fe  folent ; unde  quia  dy  — — dx1  cafu 
x—ia,  prae  differentialibus  primis  dx  evanefeit,  perinde 
eft  five  hoc  cafu  habeamus  dy  — o five  dy  — — dx  *. 

33 9.  Denotante  / funAiouein  quaincunque  ipfius  x , fit 
•differentialibus  continuis  fumtis : 

dy  — pdx  ; dp  = qdx  ; dq  = rdx  ; dr  — sdx  ; &c. 

Hinc  ergo  differentialia  completa,  in  quibus  nihil  negligatur, 
ipfius  / erunt: 
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d . y ~ pdx  + 7 qdx  3 -f-  7 rdx  3 -f-  s,  tdx  4 4-  &c. 
d '.y  — qdx 3 -f-  rdx 3 4-  £ sdx  4 +■  7 tdx  • -f-  &c. 
d *.y  — rdx  3 -f-  } sdx  4 +■  7 tdx s -f  &c. 

</  4.  ^ 4 -f-  2 rd* 3 + &c. 

</  *./  = * -f*  &c. 

Nifi  ergo  primi  termini  harum  expreffionum  evanefcint , ii 
foli  dilferentialia  ipfius  y exhibebunt ; fin  autem  quopiam  ca- 
fu  primus  terminus  fiat  =0,  tum  fequens  differentiale  quaefi- 
tum  exprimet.  Atque  fi  etiam  fecundus  terminus  evanelcat , 
tum  tertius  terminus  valorem  differentialis  quaefiti  praebebit, 
fm  autem  & hic  evanefeat , quartus  & ita  deinceps.  Unde 
intclligitur  nullius  functionis  ipfius  * differentiale  primum 
unquam  penitus  evanelcere;  etiamfi  enim  fiat  />  = o,  quo 
cafu  vulgo  dy  evanefcere  cenfetur , tum  hoc  differentiale  per 
altiorem  ipfius  dx  poteflatem  exprimetur.  Uti  vel  per  } qdx 1 , 
vel  fi  etiam  fit  9 = 0,  per  {rdx* ; & ita  porro. 

340.  Qu3nquam  mutem  his  cafibus  differentiale  ipfius  y 
refpe&u  aliorum  differcntiaiium  primorum , quibufcum  com- 
paratur , recte  negligitur , atque  pro  nihilo  xeputatur ; tamen 
laepenumero  eius  veram  expreilioncm  nolfe  iuvat . Ex  comple- 
ta enim  differentialis  forma  ftatim  perfpici  poteft , quibus  ca- 
fibus data  funftio  fiat  maximum  vel  minimum.  Si  enim  fuerit ; 

• d .y  — pdx  + i qdx 3 -f-  i rdx 3 -f-  &C. 

quo  y nancifcatur  maximum  niinimumve  valorem , necefle  eft 
ut  fit  p — 0 ; erit  ergo  hoc  cafu  dy  qdx* , & funitio 

y , fi  loco  x ponatur  x£dx,  abit  in  y +•  7 qdx 1 , eritque 

propterea  minima , fi  q habeat  valorem  affirmativum , at 
maxima  fi  q habeat  valorem  negativum.  At  fi  fimul  fiat 

q = o , erit  dy  = J rdx 3 , & funftio  y ponendo  x ± dx  loco 

x abibit  in  yiirdx*,  neque  hoc  cafu  maximum  neque  mi- 
nimum prodit ; fin  autem  fiat  Sc  r = o,  tum  pofito  x±dx 
loco  * funftio  y evadet  —y+^sdx*,  quae  maximum  ex- 
hibet, fi  s fuerit  quantitas  negativa,  minimum  vero,  fi  s 
fit  quantitas  affirmativa.  Aliae  occafiones , quibus  diffcrentia- 

lium 
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lium  completa  expreflio  ufum  liabet , infra  occurrent..  . 

3 4 r.  Ponamus  p evanefcere  cafu  x a , quod  evenit 
fi  fuerit  p — (x  — d)  P.  Talis  autem  valor  prodit,  fi  fuerit 
— <*) 1 P +-  G , denotante  C quantitatem  cpnffantem 
quamcunque.  Cum  enim  fit  pdx  — (Kx-d)1-dP-\-z{x-d)Pdx^ 
erit  utique  p = o,  pofito  x = a.  Tum  ergo  ob 
dpdx  ==  qdx  1 = (x  — a) 1 ddP  +•  4 (a:  — a)  dPdx  4*  2 Pdx  * , 
pofito  *■  = a y fiet  qdx 1 ~ zPdx  * , atque  differentiale  com- 
pletum hoc  cafu  x—ay  erit  d./serPd*1  v nifi  forte  & P 
evanefeat  pofito  * = /»,  quos  cafus  poffea  contemplabor.  Prae* 
fens  autem  Cafus  generalius  hoc  modo  exhiberi  poteli.  Sit 
x=(v — n)!  Pf  C,  atque  y fit  funftio  quaecuuque  ipfius 
* , ita  ut  fiat  dy  = 5 Ldz ,.  denotaute  Z functionem  quamcun- 
que ipfius  * = (.*• — /»)*P+G.  Erit  ergo dz.=  (x-<j)'  dS 
+ z(x — a).  Pdx , & pdx  = Z (x  — /r)  1 dP  4*  2-Z  (x  — a)  Pdx  , 
quod  membrum  fit  = o fi  x = a ■ eodemque  cafu  negleftis 
terminis,  qui  continent  fa&orem  * - a , erit  qdxl~zPZdx*, 
ideoque  caiu  x = «•,  fiet  dy  = PZdx'-wr  poftquam  in  PZ 
ubique  loco  x pofitum  fuerit  a.  Quare  fi  fuerit  y funftio 
quaecunque  ipfius  z.s=s(x — <»)*P-f-C.,  ita  ut  fit  dy  — Ldzr 
erit  cafu.  * = /»,  differentiale  dy  — PZdx*.  Fiet  ergo  haec 
funflio  y maxima  cafu-  x = a,  fi  eodem  cafu  fiat  PZ  quan- 
titas negativa,  minima  vero,  fi  PZ  fiat  quantitas  affirmativa. 

342.  Si  fuerit  p — (x — x)’P,  cafu  # = x quoque  q 
evanefeie , talis  autem  expreffio  pro  p oritur , fi  fuerit  y = 
(x— 'd)1  P -f-C.  Erit  ergo  pdx=(x — a)  3 dP  -f-  3(x  - a)  * Pdx  j 
qdx*=(x-a)*ddP  ±6(x-a)*dPdx±6  (x — a)  Pdx  1 , quorum 
utrumque  membrum  cafu  x—o  evanefeit;  at  vero  fequens 
erit  rd*3  = (*-  a)  3d 3 P + p (x- a)* ddPdx  -f-  18  (x  — n)dPdx' 
+ 6Pdx 3 = 6Pdx 3 , pofito  x — a.  Quare  cum  Ik  p 8c  q ca- 
fu x =r  a evanefeat , fiet  dy  rdx 3 = Pdx 3 . Simili  modo 
fi  ponatur  a = (x-d)*P-f-C,  fueritque  y funftio  quaecunque 
ipfius  *■;  ita  ut  fitdy  = Zdx,  obdz=(x-a)3dP4  3(x-d)*Pdx, 
fiet  quoque  t>  =s  o & q — c,  eritque  rdx 3 = 6 PZ dx 3 ; unde 
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cafu  * = /»,  erit  dy  = VZdx » . Quare  ifla  funSio  7 , etiamfi 
cafu  * =s  <j  , fiat  p = o , tamen  neque  maximum  neqne  mi- 
nimum valorem  recipit.  . • — .• 

343.  Haec  difterentialia  facilius  inveniri  poffunt  ex  ip- 
fa  differcnrialium  natura.  Cum  enim  differentiale  jpfius  y 
oriatur,  fi  y a flatu  fequenti  proximo  fubtraharur,  qui  pro- 
dit , fi  loco  x ponatur  * -f-  dx ; ponamus  cafu  primo , quo 
erat  y — (*  — *)  ’ P + C , * 4 - dx  loco  * , eritque  y 1 = 
(*-*.}.  </*)’  P^4-C,  unde  fiet  dx)iP*-(x^a)  !JP* 

Cafu  igitur  quo  * = a , erit  dyzszP*  dx*  ^ & cum  P1  ad 
P rationem  aequalitatis  habeat,  erit  dy—Pdf.  Simili  modo 
fi  fuerit  z — (* -•«)*  P + C ; erit  dz-=.Pdx*  \ quare  fi  fit  y 
funSio  quaecunque  ipfius  z,  ita  ut  fit  dy  — Zdz , erit  dy  = 
PZdx’ cafu,  quo  ponitur  x=a.  Deinde  fi  fit  z~(x-a)*  P + C, 
erit  z'  = (#-<«  -f-  dx)  > P'  + C,  & propterea  cafu  *=at,  fiet 
x*  — z—  dz  =sr  Pdx* . Hinc  fi  fuerit  y funftio  quaecunque 
ipfius  z,  atque  dy=Zdz,  erit  quoque  cafu  x — at  differen- 
tiale  dy  = PZdx 5 , fi  quidem  in  tunsionibus  P & Z loco 
x ubique  fubftituatur  n.  Quoniam  vero  hoc  cafu  fit  z = C, 
atque  Z eit  funSio  ipfius  z , evadet  Z quantitas  conflans , 
talis  fcilicet  funSio  ipfius  C,  qualis  ante  erat  ipfius  z. 

344.  Si  igitur  generaliter  fuerit  y = (x — o)*P  + C, 
quia  efi  y * = (#  — A + dx)'  P * ■+•  C , cafu  *=/j,  fiet  dy  — 
P dx' \ unde  fi  fuerit  «>  z,  hoc  differentiale  refpeftu  alio- 
rum differentialium  primorum,  quae  ipfi  dx  funt  homogenea, 
.evanefeet.  Ex  praecedentibus  ergo  manifeflum  cft,  funftionem 
'y  fieri  cafu  * = «,  vel  maximam  vel  minimam , fi  fuerit  n 
'numerus  par  : tum  enim  fi  pofito  x=n»  fiat  P quantitas 
affirmativa  , fiet  y minimum  , fin  autem  P fit  quantitas  ne- 
gativa , fiet  y maximum.  Hocque  ergo  modo  ratio  maximo- 
rum & minimorum  multo  facilius  invenitur,  quam  methodo 
fupra  expofita  quia  non  opus  eft  ad  differemialia  altiora  pro- 
gredi . Quod  fi  vero  fit  z — (*  — «)~P  + C , atqu&  y fuerit 
funSio  quaecunque  ipfius  z , ut  fit  dy  zzZdz,  erit  cafux=<* 

1-  diffe- 
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differentiate  dy=zV7,dx” . Notandum  autem  efi , hic  n fumi 
pro  numero  affirmativo  feu  o maiore , fi  enim  n effet  nu- 
merus negativus , tum  pofito  x = a , non  evanefceret  (* - a) • , 
uti  affundimus,  fed  adeo  fieret  infinite  magnum. 

345.  lam  vidimus  hoc  pa£lo  differentiate  multo  e.xpe- 
ditius- inveniri,  quam  ope  feriei , qua  ante  differentiale  com- 
pletum cxprcffimus;  fi  enim  fit  « numerus  integer,  tot  feriei 
illius  termini  perlufirari  • deberent , quot  n contineat  unita- 
tes . Verum  fi  n fit  numerus  iraffus , tum  feries  i (ia  nequi- 
dem  verum  differentiale  unquam  exhibebit.  Ponamus  etiim 

cffe  / = (*—*<)  ‘ -f-jV/r,  fi  ferient 

dy  = pdx  -f-  ' qdx 1 4"?  rdx  1 -f- fdx*  -f  & C. 

fpeflemus  , fiet  p = { V (x  — a) , q — , 

■ 4 V-  (*  a) 


— 3 


&c.  j, 

#nvvi« 


Quare  fi  ponatur  x = <*  fiet  quidem  p~ o , at  fequcnres-tert- 
mini  omnes  q,  r,  s , &c.  evadent  infiniti’  unde  valor  diffe- 
rentialis  dy  hoc  cafu  omnino  definiri- non  poteft.  At  vero 
methodus  ex  ipfa  differentialium  natura ' dedu&a  nullum  div 

bium  relinquit.  Cum  enim  fit  y — (*  — q)‘  + pofito 

x-\-dx  loco  x fiet  y,  = (x — a + dx)  1 -f-  a \/  a , eritque,  fi 
x — a ponatur,  dy  — dxV" dx.  Evanefcit  ergo  hoc  differen- 
tiale prae  dx , at  vero  differentialia 'fecunda  cum  dx 1 homo- 
genea  prae  eo  evanefcent. 

345.  Evolvamus  hos  cafus , quibus  exponens  n eft  nff- 
merus  fraflus  aliquanto  accuratius,  htque  )>  = P/(x-<j)-|-C, 
ob  y 1 — P 1 V(x  - aq.  dx)  4.  C,  Jiet  dy  — P^dx  cafu  x—a]  un- 
de hoc  differentiale  ad  dx , & ad  differentialia  cum  dx  homo- 
genea  rationem  tenebit  infinitam.  Hinc  etiam  patet,  quid  hoc 
cafu  de  ratione  maximi  ac  minimi  fi(  tenendum.  Cum  enim 
Dddd  2 pofito  ' J 
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polito  * -|-  dx  loco  x , abeat  y in  P ✓ (x  - a)  -f  C +-  P ✓ dx , ob 
Vdx  ambiguum  , fundlio  y geminum  induet  valorem,  aiterum 
maiorem  quam  C , quem  recipit  polito  * = a , alterum  mi- 
norem ; unde  cafu  x — a neque  maximum  neque  minimum 
fiet.  Praeterea  ft  dx  capiatur  negative  tum  valor  ipfius  y 
adeo  fiet  imaginarius.  Idem  tenendum  eft  fi  fu  z = Pd{x-a) 4. C , 
& y funflio  quaecunque  ipfius  % , ut  fit  dy  — Zdz , tura 
enim  erit  dy  — PZV  dx  caiu  x—ai 

.t  • t,  * 

347.  . Si  propofita  fuerit  illa  fuoflio  y = (*•-/;)  P-J.C, 
cuius  differentiale  quaeritur  cafu  x — a , erit  uti  ex  antece- 


1 ' - . .■ 

dentibus  colligitur  dy^tVdx".  Quocirca  fi  fuerit  w>  n hoc 
differentiale  prae  dx  evanelcet;  lin  autem  fit  m < »,  ratio 

erit  infinita  magna.  Praeterea  vero  fi  n fit  numerus  par, 
0 x 


differentiale  -geminum  habebit-  valorem  , alterum  -affirma- 
tivum , alterum  negativum  ; fi  eque  funilio  y,  quae  cafu*  = <* 
fit  = C,  fi  ponatur  -zx  = //  -fi  dx  _ binos  habebit  valqres  alte- 
rum maiorem  quam  C alterum  vero,  minorem;  fin  autem 
poneretur  * = a — ■ tum  y adeo  fieret  imaginarium;  unde 

ioc  cafu  y rieqUe  maximum  fit  neque  tnipimum-  ponamus 
nunc  denominatqrem  n elfe  numerum  imparem,  erit  numera- 
tor m vel  par  vel  “mipar.  Sit  primo  m numerus  par;  quid 
dy  eundem  valorem  retinet , five  dx  fumatur  affirmative  live 
negatiyc , perfpicuum  eft , iun&ionem  y cafu  xssa  fieri  five 
maximam  five  mmimam  , prout  hoq  cafq  fuerit  P vel  quan- 
titas negativa  vel  affirmativa.  Sin  autem  uterque  humerus  m 
& n fuerit  impar ^ differentiale  dy  'in Tui  negativum  abibit, 
pofito  dx  negativo;  fiqcque  ergo  cafu  funftio  ^ neque  maxi- 
mum erit  neque  minimum,  fi  ponatur  'x  — a. 

348.  Si  funitio  y ex  pluribus  huiufmodi  terminis,  quo- 
rum finguli  fint  divifibiles  per  *■  — 0, . conflet , ita  ut  fit 
y-(x-d)’»  t + tum  eiUs  dideremiale 

cafu  #sa<  erit'  dyzt  Pdx  * +•  Q</.v  “ ; iii  qua  efcpreflione , 

(i 
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ft  fuerit  n > m , terminus  fecundus  prae  primo  evanefcit , ita 
ut  tantum  prodeat  dy  — Pdx  " . Sin  autem  n fit  fraflio  de- 
nominatorem  habens  parem,  tum  etiamfi  Qdx”  prae  Pdxm 
evanefcat,  tamen  omnino  negligi  non  poteft.  Ex  eo  enim  ap- 
paret, (i  capiatur  dx  .negative,  valorem  ipfius  dy  fieri  ima- 
ginarium, quod  ex  folo  termino  primo  Pdx'"  non  patet. 
•Cum  ergo  fi  n fit  fraflio  deuomin.uorem  habens  parem , dx 
negative  accipi  nequeat,  fin  autem  affirmative  capiatur,  ter- 
minus Qdx"  geminum  praebeat  valorem  : ffinflio  y = 

{x — *)  " P + (x  — <j)"Q+C  quae  cafu  x — a fit=C, 
fi  ponatur  x = a -f-  dx  , erit  y — C + P dx  m i Qd x ",  quo- 
rum valorum  uterque  cum  vel  maior  fit  vel  minor  quam  C, 
prout  P fuerit  quantitas  vel  affirmativa  vel  negativa,  erit 
funftio  y cafu  vpl  minimum  vel  maximum  fecundae 

fpeciei - 

349.  His  igitur  cafibus  differentialia  funffiouum  vera 
non  per  regulas  differentiatjouis  confuetas  inveniri  poffunt ; 
quippe  quae  tantum  valent , quamdiu  differentiate  funftionis 
eff  homogeneum  cum  dx.  Sin  autem  cafu  quopiam  fingula- 
ri  differentiale  fun&ionis  exprimatur  per  eius  poteftatem  dx ", 
tum  regula  praebet  pro  hoc  differentiali  o , fi  n fuerit  nume- 
rus unitate  maior;  at  vero  differentiale  exhibet  infinite  ma- 
gnum , fi  n fitv  exponens  unitate  minor  . Sic  fi  ipfius 
y = V (u  — x)  differentiale  quaeratur  cafu  x — a , quia  cfl 

dyx=. - -,’fa{fo  x — a prodit  d y~ . Atque 

</{jt-x)  ■■  " 1 o 

fi  differentialia  fequentia  in  fubfidium  vocare  velimus,  omnia 
pariter  ob  denominatores  =0  in  infinitum  excrefcunt,  ita 
ut  inde  nihil  concludi  poffit.  At  vero  hoc  cafu  vidimus 
efle  dy—V  — dx , atque  adeo  imaginarium.  Sin  autem  lo- 
co *•  ponatur  x — dx  , erit  dy  dx , atque  adeo  erit  in- 
ljnities  maius  quam  dx , ita  ut  dx  prae  dy  evanefcat.  Qua- 
re regula  confueta  etiam  hoc  cafu  in  errorem  non  inducit , 
cum  valorem  ipfius  dy  infinitum  exhibeat . 
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350.  A regula  ergo  conlueta  differentiationis  recedendum 
efl  , quoties  in  lerie  pdx  4 7 qdx 1 4.  7 rdx  * 4.  &c.  qua  diff* 
rentiale  completum  iun&ionis  y exprimitur , primus  termi- 
nus p vel  fit  = o vel  in  infinitum  excrefcit , eoque  cafu 
differentiale  ex  primis  principiis  derivari  debet.  Quoties  er- 
go funflionis  y diflerentiale  quaeritur  dato  ipfius  x valori 
relpondens , quo  littera  p vel  infinite  parva  evadit  vel  infi- 
nite magna , toties  recurrendum  ell  ad  ipfa  prima  differentia, 
tionis  principia.  Omnibus  vero  reliquis  caiibus , quibus  fit 
neque  p =s  o neque  p = 00 , confueta  regula  veros  differcn- 
tialis  valores  praebebit.  Interim  tamen  calus  ante  (348)  me- 
moratus non  efl  negligendus,  fi  funflio  y contineat  huiufmo- 
di  membrum  (x  — a) " Q exiftente  n fr  ait  io  ne  denominato- 
rem  parem  habente  j etiamfi  cnini  adlint  differentialia  infe- 
riora quam  Qdx " , prae  quibus  hoc  evanefcat;  tamen  quo- 
niam Qrfxm  fi  fit  dx  negativum,  fit  imaginarium,  hoc  mem- 
brum Q dx " reliqua  omnia  , prae  quibus  evanefcit , quoque 
tranfmutat  in  imaginaria : cuius  circumllantiae  ratio  potifii- 
mum  in  lineis  erit  habenda . Huiufinodi  ergo  cafus  particu- 
lares , quibus  verum  differentiale  communi  regula  non  indica- 
tur , in  adiunilis  exemplis  explicabo . 

EXEMPLUM  I. 

Quaeratur  differentiale  funttionis 
y — a}- x — V [xx  -f- ax  — x/(aax  — xx)] 
cafu  quo  ponitur  X — a. 

Differentiale  illius  funftionis  cafu  x — a per  regulam  recep- 
tam non  reperiri  , ex  differentiatione  patet  , fit  enim  : 

, xdx  -[adx-L{dx^(zax  - xx)l.(axdx  - xxdx)  :V  (lax-  xx) 

fjy  * — ‘ ci  .V  — - ■ V— — I 

y /[  xx  ax  - x V (zax  - xx)  ] 

a d x 

polito  enim  x = a erit  dy  — dx — o.  Ordiamur 

A 

ergo  a principiis  differentiationis , ac  primo  quidem  pofito 

* + d*  loco  * fiet : 

-a\.x\-dx-i/[xxyzxdx\.dxl\.ax\.ad*-{x\dx)V'(z*x-xx\.ZadK-2*dx-dx'y] 

Pofi- 
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Pofito  autem  x=za  erit: 

y'  — 2 a ± dx  - V\_2aa  ± 3 adx  4.  dx 1 - {a  4.  dx ) V {aa  -</#*)] 

. dx1 

iam  cum  fit  V {aa  — dx  *)  = a , fequentes  enim  ter- 

2a 

mini  tuto  negligi  poterunt , quia  non  omnes , qui  funt  infi. 

nities  maiores,  deffruentur,  ut  mox  patebit: 

erit  y ' — 2a-\-dx- </ {aa  4. 2adx  4 j dx1)  , porroque  radicem 

extrahendo  fiet  y * = z*  + dx  — ( a 4.  dx  ± — ^ £=  a - ~ . 

\ 4 a)  4 a 


At  cafu  x=<*,  erit  y — a\  unde  cum  Ct  y —y  + dy  ob- 
dx1  , 

tinebitur  dyzz. : ex  quo  fimul  perfpicitur  fun&ionem 

• 4" 

propofitam  y fieri  maximum,  fi  ponatur  x = a . 


EXEMPLUM  II. 

Invenire  differentiate  buius  funCtionis  : 
y = aax  — xx  + a V (aa  — xx) 
cafu  , quo  ponitur  x = a. 

Fa£fa  diflerentiatione  more  confueto  fit  dy  — iadx — zxdx 

■, , quod  pofito  * = a in  infinitum  abit , neque 

'S{aa  — xxy  1 r 

ergo  hoc  modo  indicatur . Differentialia  vero  fequentium  or- 
dinum pariter  omnia  .'fient  infinita , ita  ut  ex  iis  nequideru 
ex  feric  pdx  4 qdx1  \ j rdx*  4 &c.  rerus  valor  differentialis 
inveniri  queat . Ponamus  ergo  * ±dx  loco*,  atque  habebimus 
y — 2 ax  - xx  4.  2adx  - 2 xdx  - dx1  ±aV  ( aa  - xx-  zxdx-  dx & 
pofito  xsrraerit:  y=zaa-dx*-\-  aV~  ( — 2adx — dx1)  At  eo- 
dem cafu  fit  y — aa\  unde  erit  d ys^  — dx1  + aV  — 2ad*  y 
& cum  dx 1 prae  — 2 adx  evanefeat , erit  dy  = a^  — 2 adx. 
Quare  fi  diflerentiale  dx  affirmative  capiatur,  erit  dy  imagi- 
narium; fin  autem  pro  x feribatur  x — dx,  erit  dy=za^zadxy 
cuius  cum  duplex  fit  vafor  alter  affirmativus,  alter  negativus, 
funflio  y calu  x — a neque  maxima  fiet  neque  minima . 

EXEM- 
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EXEMPLUM  III. 

Invenire  differentiate  /unctionis  : 

y = jaax  — jaxx  -+-  x * -f-  Ca  — x) s ^ (a  J *“*  x 0 
cafu  quo  ponitur  X = a. 

Quoniam  haec  funftio  in  iftam  formam  transformatur 

7 3 

y =«>—(<»  — #)  5 -f-  (/*  — *)’  / (an  -f-  ax  + xx)  , pofito 

( a j 

x=sa-\-  dx  fit  y'  = a * -f-  dx 1 — dx' V 3<»<*  , eodemque  cafu 

2.  , 

efl  y = a ».  Erit  ergo  dy  = dx*  - dxv  3 aa  , & cum 

i 1 1 

evanelcat  prae  dx’,  erit  dy  — dx' \f  3 aa.  Cafu  ergo  x — m 

fun&io  y neque  maximum  fit  neque  minimum  • 

EXEMPLUM  IV.  . • 

Invenire  differentiate  funCtionis : 

4 4 

y = /x+Vxi  = (i+/x)/x  cafu  x = o. 
Quoniam  cafus  x — o proponitur,  eoque  fit  y = o,  loco* 

i 1 

tantum  dx  dcribatur  , & habebitur  dy~dx'f-  dx' , feu 

dy  = ( 1 + V dx)V  dx\  unde  primum  patet  dx  negative  ac- 
cipi non  pofie.  Tum  vero  etiamft  alias  V dx  geminum  va- 
lorem  prae  fe  ferat , alterum  affirmativum  alterum  negativum, 

tamen  hoc  cafu,  quia  eius  radix  V dx  occurrit,  non  nili 

affirmative  accipi  poteft . At  vero  V dx  utrumque  fignifica- 

tum  recipit,  eritque  dy=.Vdx±Vdxi  &/  = o-\-Zdx±/dx\ 
ob  y = o.  Cum  igitur  uterque  ipfius  y valor  maior  fit, 
quam  ipfius  y , fequitur  cafu  x=o  fieri  y minimum.  Quod 

4 

autem  fun  Aio  y = V x -f-  V x * non  compleftatur  hanc 

y — — , utramque  ad  rationalitatem  perducendo 

4 

patebit.  Prior  enim  fufa  in  hanc  formam  y - V x=  V* 1 , & 

qua- 
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quadrata  dar,y:  - lyV x -l~ * — x\Px  feu,  y ! + x==  x 2 /) V *, 
quae  denuo  quadrata  praebet  y*  - ty' x- 4 xxy  -f  **  - x 5 c=  o . 

Altera  vero  * = V**  dabit  ^ ’+#  = (# — 2 y)Vj«  & 

porro  y+  — lyj*  ~h  4X*  y + **• — «3  = o quae  ab  illa  ell 

diverfa  . “At  vero  alterum  membrum  V x 5 ambiguitatem  fi- 
gni  retinet.  Quamobrem  illa  pircutnllantia  probe  eft  notan- 
da, qupd.etiapifi  comajuniter  radices  potellatum  parium  utrum- 
que  iiguum  ■+■  & — includant , tamen  haec  ambiguitas  cef- 
iet,ffi  in  eadem  expreflione  e.irumdem  radicum  ulteriores  ra- 
dices, poteflatum  parium  occurrant;  quippe  quae  fierent  ima- 
ginariae, fi  radices  priores  negative  acciperentur  . Atque  ex 
hoc  fonte  maxima.  & minima  fecundae  fpeciei  fequunntr , 
quando  talia  non.  locum  habere  videantur- 

EXEMPLUM  V. 

Invenire  differentiate  funtlionn : 

v =a  -f /(x-f)  + (x-f)  V“(x-f)  +(x-f)‘  V (x-f) 
cafn  quo  ponitur  X = f» 

* * 

Ponamus  * -f  = t , & cum  fit  y=za  4 Vt  tVt  .{.  « Vr 
huius  differentiale  quaeritur  cafu  t—  o,  quo  fit  y — a.  Pofito 
ergo  / + dt  feu  o + dt  loco  t fiet  y'  =y  .+  dy  = a + Vdt  + 
♦ ; • 4 

d /V d t + dt*  V di  , ideoque  habebitur  d y — V dt  -f  dtV dt 

+ dt7  V dt . Ubi  primo  patet  differentiale  d t negative  acci- 
pi non  poffe,  quin  dy  fiat  imaginarium.  Tum  verum  non 

folum  / dt , fed  nequidem  Vdt  negative  accipi  poteft;  fie- 

: r S 

ret  enim  Vdt  imaginarium:  unde  differentiale  dy  geminum 

4 8 

tantum  habet  valorem  , dy  — Vdt  -f  dt  V dt  + d t 1 Y d t , quo- 
rum cum  uterqu*  maior  fit  nihilo,  fequitur  funftionem  y fie- 
ri minimum  fecundae  fpeciei  pofito  r = o feu  x=.f.  Q.uan- 

E e e e quani 
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quam  ergo  his  cafibus  termini  dtYdt  8c  dt 1 Y ar  prae  pri- 
mo V dt  evanefcant ; tamen  eorum  ratio  eft  habenda , fi  mul- 
tiplicitas valorum  fpeftetur,  ut  imaginaria  evitentur. 

EXEMPLUM.  , VI.  ; . r 

Invenire  differentiate  functionis  : 
y =r  ax  + bxx  + (x  — f)"  +(x  — f)»  -4*v*  i 
cafu  X = f . 

Si  ponatur  x — f ficty  — af+bff,8t  fi  loco  x 
ponatur  x + dx  feu  f + d x , prodibit  valor  proximus 
y'  — a f + bff -\-adx  + 2 bfdx  + bdx  l-\-dx  "-}-dx  m + f «,  ita 
ut  fit  dy  — adx  •+■  xbf dx-\-  bdx ‘ +■  dx ' + dx V dx’.  Ni- 
fi  ergo  fit  n numerus  par,  difterentiale  dx  negative  fumi  ne- 
quit. Ultimus  autem  terminus  dx"  V dx * fignum  habet  am- 
biguum ; unde  valor  ipfius  y erit  duplex  uterque  riiaior  quant 
ipfius  y , fi  quidem  a -f-  lbf  fuerit  quantitas  affirmativa,  at- 
que exponentes  n & m -f-  -j'  n unitate  fuerint  maiores . Fiet 
ergo  valor  funffionis  / cafu  x ~f  minimus:  hocque  evenit 
live  n fit  numerus  integer  five  fraflus  , dummodo  numerator 
hoc  cafu , & ipfe  numerus  illo  calu  non  fuerit  par . 

351-  Imprimis  autem  haec  methodus  differentialia  ex 
ipfis  principiis  deducendi  ufum  habet  in  tunsionibus  tranfcen- 
dentibus , cum  quibufdam  cafibus  diflerentiale  more  confueto 
inventum  vel  evanefcit , vel  in  infinitum  excrefcere  videtur. 
Occurrunt  autem  hic  eiufmodi  infinitorum  Sc  infinite  parvo- 
rum fpecies,  quae  in  algebraicis  nunquam  inveniuntur.  Cum 
enim  li  i denotet  numerum  infinitum,  ii  fit  quoque  infini- 
tus quidem fed  tamen  ad  i pium  numerum  i,  eiufque  adeo 
poteltatcm  quamcunque  quantumvis  exiguus  ftatuatur  ex- 
ponens n rationem  tenens  infinite  parvam,  erit  fraflio  — in- 
finite parva,  neque  ante  finita  eflc  poterit,  quam  exponens  n 
fiat  infinite  parvus.  Erit  ergo  li  homogeneum  cum  f» 

exponertf  n fuerit  infinite  paivcrc.  Ponamus  hunc  r=* 

exi- 
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exiflente  a quantitate  infinite  parva , erit  — / a horaogeneum 

cum  — — , fi  expoaens  n fit  infinite  parvus,  ideoque  — ho- 

mogeneum  erit  cum  hineque  — -7-  , erit  infinite  par- 

vum  comparandum  cum  d*",  exifiente  n fra&ione  infinite 

parva.  Ita  fi  fuerit  y — — ~ differentiate  ipfius  y cafuxrro, 

■ ,,  £ * x 

erit  = — — - = dx*  ideoque  dy  ad  dx  atque  ad  quamcun- 

‘ twX  ‘ - i • f 

que  ipfius  dx  poteftarem  tenebit  ratiouem  infinitam:  atque 

prae  — -jj-  evauefcunt  omnes  omnino  poteftates  ipfius  dx , 

quantumvis  exigui  fuerint  earum  exponentes . 

352.  Deinde  ■quoque  vidimus,  fi  a fuerit  numerus  uni- 
tate maior,  &- j infinitus,  tum  a'  fore  infinitum  nam  excelli 
gradus , ut  prae  eo  non  folum  i , fed  etiam  quaevis  ipfius  i 
poteftas  evanefeat ; neque  i*  ante  hotnogeneum  anu  * ‘ eva- 
det, quam  exponens  n in  infinitum  fuerit  au£ius.  Sit  nunc 

*.  I f ' ” i* 

i — , ita  ut  a infinite  parvum  denotet,  erit  j> • homo- 

geneum  cum  — , exiflente  » numero  infinite  magno : kieoqu; 
m* 


feti 


—7-^ , erit  infinite  parvum  comparandum  cum  tu" 


Hinc— 7-7-,  erit  infinite  parvum,  quod  autem  prae  omnibus 

ipfius  dx  potefiatibus  evanefeit;  cum  homogeaeum  fit  cum 
poteftate  dx"  exiftente  » numero  infinite  magno.  Quare  fi 

j 

'quaeratur  differentiate  ipfius  y = — 7 cafu  x = o ; quoniam 

* i t - ' 

fit  y — o , erit  dy  — -77^  , ideoque  infinities  minus  eft 

quam  potefias  quantumvis  alta  ipfius  dx  . 


353- 


t 
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353.  Sin  autem  a fit  numerus  unitate  minor,  tum  quia 

I 

— fit  unitate  maior,  quaefiio  ad  cafum  praecedentem  redu- 
& 

t_  « 

.citur.  Scilicet  fi  habeatur  expreffio  a*,  ea  ponendo  az=xi:b 

iranlm  utabitur  in  b • , feu  ^ . - , quae  homogenea  erit  ob 

b>  i cum  ta",  exiflente  n numero  infinite  magno  . His  igi- 
tur praemiffis  fequentia  exempla  refolvere  poienmps . 

EXEMPLUM  L ' 


Invenire  differentiate  f unitionis:  y = xx — j — , cafu  x = o. 

Quoniam  pofito  x =s:  o fit  y — o , fi  ponamus  x -f-  dx,  Ceu 

O + dx  loco  x,  fiet  y‘—  dy  = dx'- — . Cum  aUteih 

1 • , tdx 

- liomogcneum  fit  cum  dx” , denotante  » numerum  in- 
Idx  j 

finite  parvum,  prae  eo  dx1  evanefcet,  eritque  d/=  — — — 


— dx”.  At  vero  quia  logarithmi  numerorum  negativorum 
funt  imaginarii,  dx  negative  accipi  non  poterit;  eritque, adeo 
cafu  x = o funilio  y mininum , fed  neque  ad  primam  neque 
ad  fecundam  fpeciem  pertinens.  Ad  primam  fcilicet  fpeciem 
non  pertinet , quia  y nullos  habet  valores  antecedentes  proxi- 
mos, fed  tantum  minus  cft  valoribus  fequentibus,  fi  x nihilo 
maius  fatuatur.  Ad  fecundam  autem  : fpeciem  ideo  non  perti- 
net , quia  valores  fequentes , quibufeum  comparatur , non  funt 
gemini:  fic  itaque  prodit  tertia  fpecies  maximorum  minimo- 
rumve , quae  in  funftionibus  logarithmicis  & tranfcendentibqs 
f tantum  locum  habet,  in  algebraicis  autem- nunquam  occurrit; 
' de  qua  in  fequente  parte  de  lineis  curvis  fufius  agetur.  ‘ 

ffC-a  . — — a V»  3 1 1 .»  ij 
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EXEMPLUM  II. 

Invenire  differentiate  functionis  : y — (a  — x)  " — X ” (la-  lx)  * 
c «fu  quo  x = a . 

i j : : . 

Diffcrentiale  hoc  fi  n fit  numerus  integer,  ex  formula  gene- 
rali dy  — pdx  + i qdx * + j rdx » -f  Scc.  inveniri  potett , erit 
enim: 

pdx—  - n(a  - x)*-'  dx  - nx*~'  dx  ( la-lx )"  4.  nx’~' (la- Ix)"  ' dx 

qui  valor  poGto  x = a utique  evanefcit:  nam  etiamfi  lit 
»=i,  erit  pdx  = — dx  + dx=z  o.  Si  igitur  ulterius  pro- 
grediamur , erit : { qdx 1 — 

/ (a.x)'-*dx  — * -'dx\la-txy+  — * '•’</»  * (la-lx)r" 

- nf» -l)  ^ ^ _ /x  ) dx'(la~lx)' 

1.2  ' ' 


.1.2 


Hinc  ergo  fi  fuerit  «=  i,  erit  i * = — pofito  x=za. 

Simili  modo  fi  fit  » = 2,  ad  terminum  tertium  4 r</*  ’ eflet 
pergendum  , & ita  porro.  Facilius  ergo  utemur  ipfis  differen- 
tiauonis  principiis,  & cum  pofito  x = a fiat  y ==  a,  fi  pi- 
camus x-\-  dx  feu  a -f-  dx  loco  x , erit 

y =(-*)"-  (rt +</*)*  [^  -r  t(*+d*)  3 ± 9hy=9' 

, dx  dx*  dx* 

Eft  vero  l(a  + dx)  = la-\ — &C.  unde  fit_  * 

' a 2 a*  3 a* 

<//  = r( — </x)"  — »4“^  dx  + — — — 4"'1  <fx  ’ J X -\;  *v. 

. /,  dx  , dx'  dx3\n  n 

- -jt.i  I — 4.  — . - — I = — - ( ■*—  dx)  Tii:  ■•••  [ijl 

\ 'a  24*  3/» 5 / 24  ' 

3afu  igitur  x==  4 erit  fermUlae  propofitae  differcturale  qtaaP- 
tjtum  dy , ut  fequitur:  , ---  • - • 

- it 
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fi  H — 1 

• • / 

A n — 2 

fi  » = 3 

fi  » = 4 

&c. 


d/  = 
d)  = 
«t?  — 
*>  = 


</x*  . 

— ut  ante  invenimus 

2 4 
2<j!»  J 

2 <J 
3</*4 
2 a 
t^dx * 

24 

&C. 


Si  ergo  » fuerit  numerus  impar , fun&io  y cafu  x = /*  fit 
minimum,  fm  autem  « (it  numerus  par,  neque  maximum 
neque  minimum : quod  idem  valet , fi  n fuerit  fraftio  deno- 
minatorem  Labeas  imparem.  Sin  autem  n fuerit  fragio  deno- 
minatorem  habens  parem , tum  dx  negative  accipi  debet , ne 
in  imaginaria  incidamus;  & ob  ambiguitatem  fignificationis 
lunftio  quoque  neque  maxima  neque  minima  evadet. 

EXEMPLUM  HI. 

•si  • ■ < , i 

■btvanre  differentiate  fuxUio/tis : y ar  X x<afu  x = — denotante 

e numerum , cuius  logarttbmus  hyperbolrrus  efi  =s  I . 

V Qum  fit  in  genae  i#r  =e*r4(*(fir  +•  i),  hoc  differentiale  cafu 

fr  — — (eu  i • = — - i evanefcit.  Comparetur  ergo  hoc  dif- 
ferentiale cum  forma  generali  pdx  -f-  4 q dx  * + &c.  erit  p — 
«*(/*  + 0 & + it*-*,  & pofito  /*  = — i 

••  • 1 1 — 9 

J * / | \ 1 . 

fcu  x— — , erit  .<7  = “/ — J =s  e ’ . Quare  ( differentiale 

.quaefitura  erit  dy  =4  dx' , evaditque  ergo  funftio 

yszx*  minimum  cafu  x — — , 

e EXEM- 
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EXEMPLUM  IV. 

Invenire  differentiate  fundionis  buiut : y = x'  + e — cafu 
quo  x — o . 

Quia  fafto  x :=  o fit  y = o , fi  ponatur  * = o -f-  dx , erit 

y —dy~  d*n  H — Vidimus  autem  homogeneum 

e (Te  cum  poteftate  ipfius  dx  infinita,  feu  cum  a'*00,  ideo* 
que  prae  dx"  evaneicet ; ita  ut  fit  dy  = dxn . 

354-  Quod  in  differentialibus  primis  certis  cafibus  ufu 
venit  , ut  confueta  differentiationis  regula  non  prodeant , 
idem  quoque  in  differentialibus  fecundi  ac  tertii  fuperiorum- 
que  Ordinum  evenit , iis  cafibus,  quibus  in  forma  differeu- 
tiali  completa: 

d.y  —pd*  + \qd*%  +{  rdn*  +£  flcc. 

quantitatum  q,  r,  r , &c.  nonuullae  vel  evanefeunt,  vel  in 
infinitum  abeunt.  Scilicet  cum  fit: 

dd  .y  sz  qdx  * -f-  rdte 1 ■+•  £ sdx * + fle c. 
fi  quo  cafu  fiat  9 = 0,  tum  erit  ddy^rdx1;  fin  autem 
eodem  cafu  Sc  r evanefeat,  tum  erit  ddy  z=i  ’ sdx 4 , fle  ita 
porro.  Sin  autem  vel  q vel  r v«l  r flcc.  fiat  infinitum,  tum 
ex  ifia  ferie  difterentiale  fecundum  prorfus  inveniri  nequit, 
fed  confugiendum  erit  ad  principia  drfferertrialium : fcilicet  po- 
nendo  *-j -dx  loco  x quaeratur  valor  y,  & ponendo  x-j-  ldx 
loco  x valor  ipfius  quo  faflo  erit  verus  valor  differen- 
tialis  fecundi  ddy  — dy' — dy  — y' — a/  + y.  Simili  mo- 
do  fi  de  differentiati  tertio  quaeftio  proponatur , tum  prae- 
terea k)co  k fcribsrrur  w-f-  ^dx , inventoque  valore  y" 
erit  d^yxAy'"' — y"  -f*  3/  — y , fi  eque  deinceps.  Quos  c* 
fus  fequentibus  exemplis  iilufirabimus . 
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Invenire  differentiate  fecundum  functionis  y _ 


aa — xx 
aa  + xx 


a 

cafu  quo  ponitur  x = — - • < ' 

* ' 3 * 

Quaerendo  diflerentiale  completum  ipfius  y,  ex  forma 
dy  = pdx  + £?</*’  + i,dx2+ctsdx*  4-  &c.  prodibunt  pro 

4tf44 1 T.aaXX 


qaax 


******  fe<iuentes  ^lor^:/'=-(— — , ;*=-  y; 


atque  r = 


48/7 4 * — 48/7/7  ** 


(aa-f-#*)4 

Cum  nunc  fit  ddy  =r  qdxx-\r'dx*  -f~  ns<J**  4 -&c.  ob  q—o 
a 27V  ■* 

cafu  x = — , eodemque  cafu  fit  r=  — — - , fiet  difTerentia- 
* oa* 


le  fecundum  quaefitum  ddy~ 


_ zydxWj 


8 < 


EXEMPLUM  II. 


Invenire  differentiate  tertium  fundionis  y — 
ea/»  x =r  a . 


aa  — xx 
aa  + xx 


Quaerendo  ut  ante  diflerentiale  completum 
^ = {^1  + irrf*»+iiJ^4+  &c,  quia  eft  diflerentiale 

48*  * x — 48 aax' 

tertium  d'y=rdx'  + isd  x 4 , ob  r = — ~(aa+xx)*  * 

fiet  r=o  cafu  x = a ; quare  ad  valorem  s eft  progredien- 
48a4- \\\aaxx  8»f(.48tf4* — 48  aa**) 

dum  , qui  erit : s — — —— j- — — , , ■> 

’ r (aa  + xx)  * (aa  +■  xx) 5 

• p6a*  6 

faflo  ergo  x = a,  erit  s = — — — ~ J unde  hoc  ca- 

O ’ i*al  «* 

p dx* 

fu  erit  d>y=-—.  EXEM- 
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EXEMPLUM  IIL 

Invenire  differentialia  cuiufque  gradus  functionis 
y = ax‘u+bx“  cafu  xzz.  o. 

' * ^ f 

Ponendo  fucceflive  x dx ; x -f-  idx\  'jt  + 3 dx;  Sic. 
loco  x valores  fequentes  funfdionis  y erunt : 
y =3  a (x  -f-  dx)”  -f-  b(  «4 • dx)" 
y'  e=  a ( x 4"  2 dx  ) m -f-  b (x  -f-  2 dx)  * 
y'"=a(x  -f-  idx)"  +b  (x  -f  idxY 

Sc  c. 

Polito  ergo  x = o,  erit  / —o,  eiufque  differentialia  erunt: 
dy  — adxm  ■j-bdu" 
ddy  = ( 2 “ - 2 ) adx  ” 4*  ( 2 ” - 2 ) bdx  * 
d*  y = ( 3 - 3. 2"|  3)/7^*’n  +(3  •-*  3.2"  + 3 ) bdx” 
d*y  — (4"  - 4. 3 <5.2  m-tf)adx'*  4.  (4  "-4. 3*.).  <5.  z^-sfjbdx' 

& c. 

Si  igitur  exponens  » fuerit  maior  quam  m , termini  fecun- 
di in  his  expreilionibus  evanefcunt  prae  primis,  fnterim  ta- 
men eorum  ratio  erit  habenda,  (i  n fuerit  numerus  fraftus, 
ut  cafus , quibus  haec  differentialia  vel  fiunt  imaginaria,  vel 
ambigua,  diiudieari  queant.  Ulteriorem  vero  horum  cafuum 
evolutionem  in  do&rinam  de  lineis  curvis  refervari  convenit. 


Ffff 


CA- 
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DE  VALORIBUS  FUNCTIONUM,  QUI  CERTIS 
CASIBUS  VIDENTUR  INDETERMINATI. 


sss- 

S , 1» 

i funflio  ipfius  k quaecunque  y fuerit  fra£lio  — , cuius 

numerator  ac  denominator  pofito  loco  * certo  quodam  valore 

P . . 

fimul  evanefcant;  tum  illo  cafu  fraflio  — valorem  funflionis 

Q 

y exprimens  evadet  = - , quae  expreflio  cum  cuique  quan- 
titati five  finitae  five  infinitae  five  infinite  parvae  poffit  e (Te 
aequalis,  ex  ea  prorfus  valor  ipfius  y hoc  cafu  colligi  nequit, 
atque  ideo  videtur  indeterminatus . Interim  tamen  facile  pcr- 
fpicitur,  quia  praeter  hunc  cafum  funflio  y perpetuo  valorem 
determinatum  recipit,  quicquid  pro  * fubftituatur  , etiam  hoc 
cafu  valorem  ipfius  y indeterminatum  efle  non  potfe . Mani* 

felium  hoc  fiet  vel  ex  hoc  exemplo , fi  fuerit  y = , 

o 

quo  faflo  n — a fit  utique  y = — . Cum  autem  numeratore 

O 

per  denominatorem  divifo  fiat  y e=  a -f*  * , evidens  eff  fi  po- 

o 

natur  * = 'a  fore  y — 2 a , ita  ut  hoc  jcafu  fra&io  illa  — ae- 
J o 

quivaleat  quantjjati.  za*  . , . ...... 

Quoniam  ergo  fupra  oftendimus,  inter  cyphras  ra- 
tionem quamcunque  intercedere  polfe , in  huiufmodi  exemplis 
ratio  determinata,  quam  numerator  ad  denominatorem  teneat, 
invcftigari  debet . Cum  autem  in  cyphris  ablolutis  illa  diver- 
(itas  perfpici  nequeat,  earum  lato  quantitates  infinite  parvae 

intro- 
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introduci  debent,  quae  etft  ratione  fignificationis  a cyphra  non 
differunt , tamen  ex  diverfis  earum  tunSionibus , quae  nume- 
ratorem & denominatorem  confli  tuum , valor  ira£tionis  fponte 

elucet . Sic  fi  habeatur  ifta  fra£lio  — , etiamli  revera  nu- 

b d* 

merator  & denominator  fit  = o , tamen  patet  valorem  huius 

. • * 4 

fractionis  efle  determinatum  nempe  ss— . Sin  autem  habea- 
a d k 1 # * 

tur  haec  fraflio  — — , . huius  valor  erit  nullus , quemadmo- 
b a k 

. 4 J x 

dum  huius  valor  eft  infinite  magnus.  Si  igitur  loco  ni- 
hilorum , quae  faepcmirnero  in  calculum  ingrediuntur , infinite 
parva  introducamus , hunc  inde  fru&uni  percipiemus , ut  ra- 
tionem , quam  illa  nihila  inter  fe  tenent , mox  cognofcamus, 
nullumque  amplius  dubium  circa  fignificationem  huiufmodi 
expreffionum  fuperfit. 

357.  Quo  haec  planiora  reddantur,  ponamus  fraitionis 
P 

y — — tam  numeratorem  quam  denominatorem  evanefeere , 

fi  flatuatur  x—t.  Ad  haec  autem  nihila,  quae  inter  fe  com- 
parari non  poflunt , evitanda , ponamus  x = a -f-  dx  , quae 
pofitio  revera  in  priorem  x — t recidit  ob  d*  — o.  Cum  ve- 
ro , fi  loco  x ponatur  x -f-  d» , fiinftiones  P & Q abeant  in 
P + dP  & Q-f-  dQj  pofitioni  x = x-f-dx  fatisfiet,  fi  in  his 
valoribus  ubique  flatuatur  x — a , quo  quidem  cafu  P & Q 
evanefeere  aflumuntur . Hinc  fi  loco  x ponatur  * + d*  , fra- 
P . d P 

ftio  — trafmutabitur  in  hanc  quae  propterea  valorem 
fun&ionis  y ~ — exprimit  cafu  x = a.  Haecque  expreffio  in- 
determinata amplius  efle  non  poterit , fi  quidem  funflionum 
P & Q differentialia  vera  fumantur,  uti  in  capite  praecedente 

F fff  2 do- 
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docuimus.  Hoc  enim  paflo  diflferentialia  dP  & </Q  nunquam 
in  nihilum  abfolutum  abeunt,  fed  nili  per  differentiata  dx  ip- 
fum  exprimantur , faltem  per  eius  poteftates  exhibebuntur. 
Quod  fi  igitur  reperiatur  dP  = Rdxm  & dQ—  Sdx  ’ , erit 
P Rdx " 

funflionis  / = — cafu  x — a valor  = — — , qui  propterca 

erit  finitus  & = — , ^ler*t  m — n\  fin  autem  fit  m>  n , 

tum  valor  fraftionis  propofitae  revera  erit  = o : at  fi  fit 
m <>»,  ifte  valor  in  infinitum  excrefcit.  P 

358.  Quoties  ergo  huiulinodi  fraftio  occurrit  — , cuius 

numerator  & denominator  certo  cafu  puta  x~a  fimul  eva- 
nefcant  , vralor  illius  fraftionis  hoc  cafu  x — a per  lequentem 
regulam  invenietur: 

Quaerantur  quantitatum  P & Q differ  enti  ali  a cafu  x=a, 
eaque  loco  ipfarum  P C S?  Q fubjlituantur  , quo  facio  fraciia 

d P . . P 

exhibebit  valerem  fradionis  — quaefitum. 

Si  differentialia  dP  8c  dQ  methodo  confueta  inventa  neque 
infinita  fiant  neque  evanefcant  cafu  x = a , tum  ea  retineri 
poterunt;  (in  autem  ambo  vel  =0  fiant  vel  =00,  tum 
modo  in  praecedente  Gipite  expolito  haec  differentialia  com- 
pleta cafu  x — a invefligari  debent.  Plerumque  etiam  calculus 
mirifice  contrahitur,  fi  antea,  ponatur  x-a—t  feu  * = «-/, 

p , • ' 

quo  prodeat  fraflio  — , cuius  numerator  ac  denominator  eva- 

nefeunt  cafu  t — o ; tum  enim  differentialia  dP  8c  d Q habe- 
buntur, 11  ubique  dt  loco  i fubftituatur. 

EXEMPLUM  I. 

, , i>— v-p^nr  ; • ■ 

Quaeratur  valor  fractionis  nutus cafu  t = o . 

Quoniam  hoc  cafu  t = o & numerator  & denominator  eva- 

nefeit , 
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nefcit,  loco  t tantum  lcribatur  dt , atque  valor  quaefittis  ex- 

i — V (. bb  — dt ») 
primetur  hac  fractione  — 


dt 1 


Cum  vero  fit 

* . i 


dt1  ...  . dt 

V( bb~dtx)  — b , .illa  fraftio  abit  in  hanc  - , ■ — — 

zb  zbdt 1 2» 

Hinc  fraflio  propofita  — ^ ^ 


cafu  t — o recipit 


hunc  valorem  — . , - - ■ > 

ib  ... 

EXE  M P.L  U M .JU, 

Quaeratur  'calor  huius  frjtaiortis 
<J  (aa  + ax  -f-  xx)  — v'(aa  — ax  + xx)' 


cafu  x — o. 


V (a  -f-  x,'  — ✓ (a  — x)  ; 

Hic  iterum  llatim  dx  loco  x fubilitui  poteft ; quo  facio  cum  fit : 


/ (/7.7  + adx  + dx 1 ) = a -}-  { dx  + ; 

O tf 


V (aa  — adx  dx*  ) — a — { dx  4 


3 dx'- 


8 i 


atque  >/  (a  4-  dx)  = Va  H ■ V (a-  dx)  ==  Va — 

2 Va  2 V a 


dx 


fiet  numerator  = dx  Sc  denominator  = — , ex  quo  fraftio- 

V a/  1 

nis  propofitae  valor  quaefitus  erit  a. 

EXEMPLUM  III. 

Quaeratur  valor  huius  jrablionis : 

x * — aax 5 4-  ya : x — aa 3 — ia 1 / ( 2ax  — aa)  , 

- cafu  xra. 


xx  — aax  — aa4"ia/(2ax  — xx) 

Si  more  confueto  differantialia  fumantur  & in  loca  nume- 
ratoris ac  denominatoris  fubfl  i tuantur , habebitur: 

2xx — fSax-^-ya* — 2/7 3 : V(zax  — aa)  . . 

- , cuius  fractionis  nu- 

2x  — 2/7  4"  2/»  (a  — xj:  ^ (zax  — xx . 

merator 
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merator  ac  denominator  denuo  evanefcunt,  fi  ponatur  x~a. 
Quare  ob  eandem  rationem  eorum  loco  denuo  ipforum  diffe- 

. ..  rtn.  ....  6x-%a  + ia*:(iax-<itiy 

renttalia  fubfutuantur , prodibitque  : — ; — 

2 — za  * : (jax  — arx)  ' 

cuius  numerator  ac  denominator  iterum  cafu  x—a  evane- 
Icunt . Pergamus  ergo  eorum  loco  ipforum  differentialia  fub- 

JL  ± 

6 — 6a  * : (zttx  — aa)1  I—  a*'.(zax — aa)‘ 
fii tuere: — . Ve- 

6a*  (a- x) : {zax- xx)1  a 1 (a- x)  : {zax-xx)1 
rum  & hic  polito  x — a denuo  tam  numerator  quam  deno- 
minator evanelcunt . Porro  igitur  differeatialibus  ipforum  lo- 
co fubllitutis , orietur  : . 

5*‘ : (zax  — aa)*  . 

— . Nunc  denique 

— (5" 5 — 8tf«*  +•  40  * xx) : (2 ax  — **)’ 
loco  x ponatur  a , prodibitque  haec  fraflio  determinata 

-= — 5«,  qui  eft  valor  quaefitus  fraftionis  propofitae: 

Quodfi  autem  antequam  haec  invefligatio  fufcipiatur , po- 
natur x — a -f-  t , fraclio  propofita  tranfmutabitur  in  hanc  : 

za3-j-za*t — an  + t 3 — 2«*  V (an  -f*  2ai) 

■ — quae  cum  reci- 

— zaa  ■+■  tt  -f-  2aV {aa  — tt) 

piat  formam  — , fi  ponatur  r — o,  ponatur  dt  loco  /,  & erit: 
o 

2a 1 -f-  Za * dt  — adr  * -J-  dt3  — Za*</  {aa  -f-  2 adr) 

i— . Convertan- 

— 2 aa  dt*  - 1-  2 a / {aa  — de  * ) 

tur  iam  formulae  irrationales  in  feries,  quae  eoufque  conti- 
nuentur , quoad  termini  a membro  rationali  non  amplius 

dt*  de*  5 dt * 

deltruantur  : / ( aa  -f-  2 adr)  cs  a dt 1 


2<j  2 aa 

. , . dt * dt* 

V \ . aa  —dr*)c=a 


2« 


8a«’ 


8 a * 
qui- 
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quibus  valoribus  fubflitutis  prodibit  fraflio  haec : 

~ d t* : 44  a ^ 1 

qui  eft  valor  fradlioivis  propofiue  iam  ante  inventus. 
EXEMPLUM  IV. 

„ brueniie  vxJorctn  binus  fraftionis: 

a-f-V(2aa — 2ax)  — Vfaax — xx) 

i c»Ju  x = a . 

a — x + V(aa  — xx) 

Subftitutis  in  loca  numeratoris  & denominatoris  eorum  <lit- 
lerentialibus  prodibit  haec  frailio , quae  cafu  x — a ipfi  pr  o- 
• . - e : V(laa~  2ax) — (a- u) : V(zam- * x) 

politae  erit  aequalis: ; : 

r 1 — I — x:V^(aa-xx) 

cuius  numerator  ac  denominator  cafu  x — a fiunt  infinita  1 . 
Verum  fi  uterque  per  — ^ (a — x)  multiplicetur,  habebitur 

I. 

a:V2a-f-(a — »)*:  V (-ax  — xx ) 1,1 

i—, — -i- a — - quae  pofuo  x — * dat  jit 

✓ (<*  — *)  + x : ✓ (*  + *) 

tt:V 2 a . : : 

hunc  valorem  determinatum — j,  qui  propterea  ae- 

a : V 2 a ■* 

qualis  eft  fra£lioni  propofitae  .cafu  ^sz=a. 

3 $p.  Si  igitur  habeatur  P.aflio  — , cuius  numerator  Sc 

denominator  cafu  x — a isvanefcat , eius  valor  per  confuetas 
differentiandi  regulas  afl-gnari  poterit,  neque  opus  erit  ad  dit- 
lerentialia  , quae  capite  praecedente  trafitavimus  , recurrere. 


Sumtis  ertim  differentialibiis  'fraflio  propofita  — 


p 

— cafu  * 


aeqnaiis  erit  ffatlioni  'cuius  ft  numerator  & denominator 

polito.  * ==*  induant  ^ores  fipitos,  cognofcetur  valor  fra- 


fioim  ptopofita-e ; ^Tem  aiter'fiat  = o,  manente  altwo 

11,110  > tum  frafF  Q erit  vel  =0  yel  = oc,  Pr0UVV.l" 


merator 
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merator  evanefcat  vel  denominator.  At  fi  alteruter  vel  uter- 
que  fiat  = 00,  quod  evenit,  fi  dividantur  per  quantitates 
cafu  x—n  evanefcentes tum  multiplicando  utrumque  per 
hos  divifores , ifiud  incommodum  tolletur , uti  in  exemplo 
poltremo  evenit . Quodfi  vero  tam  numerator  quam  denomi- 
nator cafu#  = <j  denuo  evanefcat,  tum  iterum,  uti  initio 
faflum  eft,  differentialia  erunt  capienda,  ita  ut  haec  fraCtio 

— — prodeat  , quae  cafu  x = a propofitae  adhuc  erit  ac- 
d 

qualis , & , fi  idem  rurfus  in  hac  fraflione  ufu  veniat  , ut 

o d 3 P 

fiat  = — , tum  in  eius  locum  furrogetur  haec  — — — ■ , atque 
o ’ 0 d'  Q’  1 

ita  porro,  donec  ad  fractionem  perveniatur,  quae  valorem 
determinatum  exhibear,  five  finitum  five  infinite  magnum  fi- 
ve  infinite  parvum . Sic  in  exemplo  tertio  oportebat  ad  fra- 
d*  P . ......  . - • 

Clionem  progredi , antequam  valorem  fraCtionis  propofitae 

— aflignari  licuerit . ' . . 

Q. 

3^0.  Ufus  huius  invefiigationis  elucet  in  definiendis  fum- 
mis  ferieTum , quas  fupra  Capite  II.  §.  22.  eruimus,  fi  pona- 
tur x = 1 . Ex  iis  enim,  quae  ibi  tradita  funt,  fequitur  fore: 

x-xn-+l 

f x ” 


a:  4.  x'  4-  *5  + • 
* 4.  zx 1 q.  3* 5 4. . 


±»x' 


1 - x 
x-x%'- 


1 -XX 

x-(n±  l)x' 


■»  ±tix 


I *+“  * 


(i  -*)* 

. xl  x5  — (zn x i)xs""*"  ’-L  (2«-i)x*“  * 

*+3*,+5*’  + -4(2»-i>‘“",  = (t—xx)~ 

I-\-(l>in±2n-l)x*+~,-nnxn  +2 

*4-4*’-fp**4-4»’*’e=~ (i  — x)i 


&c. 


Quod 
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Quod  fi  nunc  harum  ferierum  fummae  defiderentur  cafu  quo 
x = i , in  expreflionibus  illis  tam  numerator  quam  denomi- 
nator evanefcunt . Valorcs  ergo  harum  fummarum  cafu  x—i 
methodo  hic  expolita definiri  poterunt.  Quoniam  vero  eaedem 
fummae  aliunde  conltanr , ex  confenfu  veritas  huius  methodi 
manis  elucebit . 


EXEMPLUM  I. 


Definire  velorem  huius  fradionis 


x — x1 


I — x 


cafu  x = i , 


qui  exhibebit  fummam  ferrei  I -f-  i -(-  r + I / 

ex  n terminis  conflantis , quae  propter  e a erit  = n . 
Quoniam  'cafu  x *=M  uUnjerator  ac  denominator  evane- 
fcit , tubllituantur  differentialia  in  eorum  locum , habebiturque 

I — (w-f-l)*"  ' y:.,  \> 

■ , quae  polito  x — i dat  n pro  fumma  feriei 


— i 


t — • 


quaefira . 

Definire  valorem  fredionis 


EXEMPLUM 
x — x*"+-‘ 


II. 

cafu  x = X , qui 


1 — xx 

exhibebit  fummam  feriei  i -f-  i -f-  I Hf-  ...  -f-  x ex  n 
terminis  conflantis  , quae  propter  ea  erit  — n - — 
Sumtis  differentialibus  fraftlo  propofita  tranfmutatur  in 
1 — (aw-f-i)*1"  . . 

nane  : ; , cuius  valor  polito  x—  i , erit  = ». 

— 2X  r 

EXEMPLUM  III. 

/ , . I 'i  r)x ’ -|.nx"‘f'* 

Invenire  valor  fm  huius  i r ad  tonis : — — — - 

f ' >•  - ,(*T  x)* 

caju  x — i , qui  exprimet  fummam  feriei  I .{.  2 -f.  3 .{.  ..^.n , 

_ nn  +•  n 

• . quam  conflat  ejlcz: - — . . 1 > 

* "*  " ' ' ‘ * ' _ 2 

Sumtis  differentialibus  pervenietur  ad  hanc  fraflionetn 

Gggg  '•  1- 


, cuius  adhuc  tam  nume- 
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i — (»  + i)  ‘ * * 4-  »(»  + 2)*  "•*" 1 

— *(*  — *) 

rator  quam  denominatur  cafu  x=i  evanefcit.  Hiuc  denuo 
differentialia  fumantur , ut  prodeat  haec  fraflio : 

— - n(n  + i)*  xn~'  + n(n+  x)(»  + 2)** 

, quae  pofito  x—  t 

, . . n (n  + i)  fin  + n r ...  . 

abit  in  — — = — - — fummam  feriei  propofitae  . 

EXEMPLUM  IV. 

Invenire  valerem  huius  fradionis  : 

* + x'  — (an -f- t)xiH- '+(2n — i)x,n+) 

— — (,_n)i|  | • cafu  x = I , 

qui  exprimet  fummam  feriei  I -f-j  -f"  3 4*  • * . + (l»  — i) 
quam  conflat  ejfe  = nn  . 

Subftitutis  differentialibus  in  loca  numeratoris  & denomi- 
natoris  provenit  haec  fraftio : 

i -f  $xx  — (2  n+  i),x1"  + (2n—  i)(a»-f-  3 
4 Af  ( X XX  ) 

quae  cum  adhuc  idem  incommodum  habeat,  ut  polito  x—i 
• ° 

abeat  in  — , denuo  differentialia  fumantur , 

o . . . " . *•'■•*  *^ 

6x  — a»(awf  i)2x1B~'  -\-(m — x)  ( 2»  -f-  2 ) (2»  + 3 ) x *" + 1 

-^4  + uxx  " 
quae  pofito  *=x  abit  in; 

6 — 2» (2»  + i)*  + (2»  — 1)  (21»  -f-  2) (2»  + 3 ) 

z=nn. 

. • I 8 V ;• 

EXEMPLUM  V. 

Invenire  valorem  huius  froBionis  : 

— (n+  x)*  x0+~ 1 + (2nn  4 2n  - i)x-*-»-nnx  "+■  * 

. . s i 

cafu  x = x , qui  dabit  fummam  feriei  i 44494...  4 n * , 
, quam  conflat  ejfe  = C!  + >. 

Sumtis  numeratoris  ac  denominatoris  differentialibus,  fiet 


i — z)(znn±w  - i)*”+  *-nn(n  4-  3)#,+-  * 

— 3(1  -*)* 

in  qua  cum  numerator  ac  denominator  pofito  x = x deuuo 

evanelcat , differentialia  fecunda  fumantur : 

e-»(»f  i)’*  "',^.(»-|■I)(,t+2)(2”,;4■3n_I)*”“”,(”+2)(”+3)x*'f', 

6 ( 1 — *)  . 7T 

eodem  vero  adhuc  fubGftente  incommodo,  ad  differentialia 
tertia  procedatur , ut  prodeat  haec  fraftio  : 

-»(«-! J(«4.l)5x,_,+»(»f  l)(n±z)(lnn±m-i)x'~'-n''  («X I )(n4-2)(w-|-3)  * ” 

— — 

quae  tandem  pofito  x ~i  abit  in  hanc  formam  determinatam: 

- «(«- 1)  (»f  x )’.J.  n (n 4.  1 ) (n  .{.  2)  (nn-n-i) n(n 4. 1 )(2»f  1)  _ 

• — 6 6 
= j n 3 -f*  7 «’  + j n ; qui  eft  ille  ipfe  valor,  quo  fe- 
riem  memoratam  exprimi  invenimus . 


Sit  propofita  ijla  f ratito 


EXEMPLUM 
x’  — x n+‘ 


VI. 

, cuius  v/tlorcm 


1 — x"> 
cafu  x = I ajji gnari  oporteat. 

Quoniam  haec  fraftio  elt  produftum  ex  his  duabus  : 

Y W j ^ w % 

— 7 — - . , prioris  autem  faftoris  cafu  x = 1 valor  eft 

1 + 1 — xf  r 

\ * I — X n 

— 7 , tantum  opus  eft  ut  alterius  faitoris valor  eodem 

1 — xf 

fjXn~  * n 

cafu  quaeratur,  qui  fumtis  differentialibus  erit  =: — — = — : 


p*f 

• n 

1 , erit  = — . Idem 

2P 

valor  prodit , fi  immediate  differentialia  in  fraftione  propofi- 

mxm-' — (m +n)x"‘i~  m~l 

. , 


unde  fra£tionis  propofitae  valor  cafu  x ■ 
valor  prodit , fi  immedi 
ta  capiantur:  fiet  enim 


— zpx 

Gggg  2 


tf-i 


cuius  va- 
lor 
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lor  pofito  #=  i,  erit  = r=. — , ut  ante: 

~2P  2P  r . 

$6i.  Eadem  methodo  erit  utendum,  fi  in  fraiiione  pro- 
p 

pofita  — vel  numerator  vel  denominator  vel  uterque  fuerit 

quantitas  tranfcendcns . Quae  operationes , quo  clarius  expli- 
centur , fequentia  exempla  adiicere  vifum  eft . 

EXEMPLUM  I. 
an  — x 0 

Sit  propoftta  ijla  fraflio  j j — , cuius  valor  quaeratur 

cafu  X = a . 

Sumtis  differentialibus  flatim  pervenitur  ad  hanc  fraflio- 

nem = cuius  valor  pofito  x — a,  erit  n a". 

- i:  * 

EXEMPLUM  II. 
lx 

Sit  propoftta  ijla  f radio  — , Cuius  valor  quaeritur 

cafu  X — I . 

Sumtis  differeutialibus  numeratoris  & denominatoris  pro- 
i:;e  z V (i  - x) 


dit  - . — 

- i :z  x 

cum  fit  =:  o , fequitur  fraftionem 

nefcere . 


, cuius  valor  pofito  *=i , 
lx 


cafu  x = x eva- 


ent 


EXEMPLUM  III. 

r n r r,  2 — x — ala  + alx 

Sit  tropo  lita  tfta  jrattio — ■ ■ ■ — r , cuius  valor 

r rJ  J J a — V(2a x — xx)  * 

quaeratur  pofito  x=a,  quo  cafu  numerator  (3 
denominator  evanefeunt . 

Differentiatis  fecundum  regulam  numeratore  ac  denominatorc 

-i-\-a:x  (a  - x)V(zax-xx)  ...  _ 

—a - t=5- ~ — - : ubi  etfi  n«- 

- (a-xj:  y/ \zax  - xx)  -x\a — x) 


mera- 
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merator  ac  denominator  cafu  x = a adhuc  evancfcit , tamen 
quia  uterque  divifibilis  cft  per  a — x , habebitur  ifta  i'ra£tio 


z a 


cuius  valor  cafu  x «=:  a eft  determinatus  at- 


ex±  e~x 
x :(!  + *)’ 


quae 


que  = - 1 ; abitque  igitur  fraftio  propofita  in  - 1 , fi  pona- 
tur x = a . 

EXEMPLUM  IV. 
ex-e"* 

Sit  propofita  i fla  f radio  — , cuius  valor  quaeritur 

f ‘ I(x  +x; 

poftto  X = o . 

Sumtis  differentialibus  habebitur  ifta  funftio 

pofito  x = o dat  2 pro  valore  quaefito . 

EXEMPLUM  V. 

.e* — i — 1 ( i -{- x)  r 

Invenire  valerem  huius  fradionis } caju 

J xx 

quo  ponitur  x = o. 

Si  loco  numeratoris  ac  denominaturis  eorum  differentialia 

. • ex  — i :(i  j.*) 

fubflituantur , orietur  haec  fraftio , quae  cum 

z x 

adhuc  abeat  in  — , fi  ponatur  x = o,  denuo  difierentialia  fu- 

O 

, . ex  + i :(i  -f  *)*  ' r 

mantur  , ut  habeatur > quae  polito  x — o 

2 

praebet  — — - = i . Quod  idem  patet  fi  loco  x ftatini 
2 

o4 - dx  liibftituatur:  cum  enim  fit  etx—  i .p  dx  4.  7 dx * 4. &c. 

eix  — 1 — l(i  + dx) dx' ^ 

d xx  dx% 


& l(i+dx)  — dx~  r dx*-l  otc., 


EXEM- 
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EXEMPLUM  VI. 

• X n 

Quaeratur  valor  f rasionis  j—  , cafu  quo  ponitur  x — ©o  • 
Quo  ifta  fraftio  ad  formam,  quae  hoc  cafu  tranfeat  in  — 

• J J / X . ^ 

reducatur,  ita  repraefeutetur  , ^IC  en*m  ca^u  K — &o> 
tam  numerator  quam  denominator  evanefcet.  Ponatur  vero 
porro  x = ~ , ita  ut  cafu  # = o© , fiat  y — o , atque  pro- 
ponetur ifta  fraftio  - > cuius  valor  cafu  y — o inveftigari 

debet.  Sumtis  autem  differentialibus  erit  -r 

nyn~ 1 ny * 

quae  pofito  ^ = o , cum  abeat  in  — , fumantur  denuo  diffe- 

. — 2 : f/y)  * ° 

rentiana , eritque ! “bi  quia  idem  incommodum  ad- 

n*ym  1 6-(l  )* 

eft , fi  porro  differentialia  fumantur  prodibit  — • ~~ , ficque 

quoufque  procedamus,  perpetuo  idem  incommodum  occurret. 
Quamobrem  ut  hoc  non  obftante  valorem  quaefitum  erua- 
mus, fit  s valor  fraftionis  — ~ym*  ca^u»  ^u0  Pon‘tur  > = °, 

& cum  eodem  cafu  fit  quoque  s = 1 - ■ erit  ex  illa  ae- 

quatione ss  — — ~~  , quae  per  iftam  divifa  dabit  t = 

n . , , 

— > ex  qua  perfpicitur  cafu  y = o fieri  s infinitum.  Fit 

ergo  fraftionis  — ~~  valor  cafu  y — o infinitus,  ideoque 

pofito  y^dx,  habebit  — ad  dx”  rationem  infinitam,  uti 
iam  fupra  innuimus. 

EXEM- 
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EXEMPLUM  VII. 

_ . X 0 

Quaeratur  valor  fr  ad  ion  is  - ^ — ca/u  x = o , quo  tam  nu- 
merator q;-am  denominator  evanefcit. 


Sit  hoc  cafu  — — — = j,  erit  fumtis  differentialibus  quoque 

nx'~ ' nx*+'  ... 

t — = , & quia  hic  idem  incommodum  oc- 

currit , perpetuoque  recurrit , quoufque  diffcrentiationes  conti- 
nuentur, remedio  ante  adhibito  utamur.  Prior  aequatio  dat 
x"  = e~l:*s  & «*(•+«)  = f-(»  +«:*)  x*-+-i  altera  aequatio 
dat  #■  + ' = e~,:xs : n , unde  fit  -+0  — e-»:*  s • ; n” , qui 

valor  illi  aequatus  dabit  e~,:x  sn"~  i ideoque  s — — - — 7^ 

c=oo,  fi  x—o.  Quare  pofito  * infinite  parvo  habebit 
dx’  ad  e~''ix  rationem  infinite  magnam,  quicunque  nume- 
rus finitus  pro  n ftatuatur : unde  fequitur  e~,:i * effe  infini- 
te parvum  homogeneum  cum  dxm,  fi  m fuerit  numerus  infi- 
nite magnus. 

‘EXEMPLUM  VIII. 


n . , . I — fin  x+co/  x 

Quaeratur  valor  fradionis  1 cafu  . quo 

^ J fnx  + co/x  — 1 7 ’ 1 

ponitur  x — — feu  arcui  $0  graduum  . 

Sumtis  differentialibus  obtinebitur  haec  fraftio  — ^r— 

coix  - fin  x 

quae  pofito  x = — ob  fin  x = 1 & cof*  = o abit  in  i: 
2 

ita  ut  unitas  fit  valor  quaefitus  fra&ionis  propofitae.  Quod 
idem  patet  fine  differentiatione : cum  enim  fit 
cof  x =:  y ( 1 + fin  x ) ( 1 — fin  * ) 


fra£lia 


tfoo 
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r n.  r , . . , /(i — fin*)+V(i  -f- fin jc ) 

fractio  propofita  abit  in  hanc  — ; — — — t — — r, 

r r v"(  i + linar)—  /(  i — fin*-) 

quae  fit  evidenter  — i , fi  fiat  fin  x=  i . 

EXEMPLUM  IX. 

X * — X 

Invenire  valorem  inita  cxprt/Ttonis . — cafu 

r I — x-hlx  ’ 

quo  patiitur  x — I . 

Loco  numeratoris  & denominatoris  eorum  differentialibus 

Xx  ( I “j~  / X ) — — I 

fubflitutis  protlibit  ifta  fraftio  : • , quae  cum 

etiam  nunc  fiat  = — pofito  x — i , fumantur  dentio  diflfe* 

. +/*)*+**:.*■ 
rentiaha , ut  proJeat — , quae  pofito 

x=i  abit  in  — 2,  qui  eft  valor  fraftionis  propofitae  cafu 

x = 1 . 

3<^2.  Quoniam  hic  omnes  exprefiiones,  quae  quibufdam 
cafibus  indeterminatos  valores  recipere  videntur,  pertraflare 

p 

conftituimus , huc  non  folum  pertinent  eae  fra£liones  -~r  , 

a • 'v 

quarum  numerator  ac  denominator  certo  cafu  evanefeunt ; fed 
etiam  eiufmodi  fra&iones,  quarum  numerator  ac  denominator 
certo  cafu  fiunt  infiniti,  huc  funt  referendae:  propterea  quod 
earum  ‘valores  aeque  indeterminati  videntur.  Si  fcilicet  P & 
Q eiufmodi  fuerint  funfiiones  ipfiusx,  ut  cafu  quopiam x = a, 

P OO 

ambae  fiant  infinitae , fraflioque  ^ induat  hanc  formam  — ; 

quoniam  infinita  aeque  ac  cyphrae  inter  fe  rationem  quam- 
cunque tenere  poffunt , hinc  valor  verus  minime  cognofci 
poteft . Hic  quidem  cafus  ad  praecedentem  revocari  poteft , 

fra&ionem  — in  hanc  formam  ^ tranfmutando , cuius 

Q 1 : P * 

fra- 
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fia£lionts  nunc  numerator  ac  denominator  cafu  x ~ a evane- 
(cunt  j ideoque  eius  valor  modo  ante  tradito  inveniri  poteft. 
At  vero  quoque  fine  hac  transformatione  valor  invenietur 
ioco . * ”9°  rt  * ^ a d*  fubflituatur , quo  lailo  non 
eiulmodi  infinita  abfoluta  oo  provenient ; fed  ita  erunt  ex- 

Pre^a  ~j~x  Ve^  7x • ’ ^uae  exPre^ones  «fi  funt  aeque  infinitae 

ac  oo,  tamen  comparatione  inter  dx  eiufve  poteftatcs  infli- 
tuta,  valor  quaefitus  facile  colligetur. 

, u 3<frnA-L  eande™  claffem  quoque  pertinent  produfla  ex 
duobus  faftoribus  conflantia , quorum  alter  certo  cafu  x~a 

evanefcit,  alter  vero  in  infinitum  abit:  cum  enim  quaevis 
quantitas  per  huiufmodi  produflum  o.oo  repraefentari  poflit 
eius  valor  indefinitus  videtur.  Sit  PQ  huiufmodi  producum’ 
m quo,  f.  ponatur  * = , fiat  P = o & Q=oo,  eius  va-’ 
Jor  per  praecepta  ante  tradita  invenietur,  fi  ponatur  Q = 

— , tum  enim  produffum  PQ  tranfmutabitur  in  fraflionem 
P 

r : CUIUS  numerator  ac  denominator  ante  cafu  x~  a evane- 
fcunt,  ideoque  eius  valor  methodo  ante  expolita  invefiigari 
poterit.  Sic  fi  quaeratur  valor  huius  produ&i  (i-*)  rang  — 
cafu  *=i,  quo  fit  i~x  = o & tang  ~=*oo,  conver- 
tatur id  in  hanc  fraflionem  , cuius  numerator  ac  de- 

nominator  cafu  *=  i evanefcunt.  Cum  igitur  fit  differentia Je 

numeratoris  i~~M dx,  & differentiale  denominatoris 

** i * ax  : 2 

z (fin  ’ e“u  x = 1 va^or  fraflionis  propofitae 

«rit=2..fin 

Hhhh  354. 


6 oi 


CAPUT  XV. 


354.  Imprimis  autem  huc  funt  referendae  eiufmodi  ex- 
preffiones , quae  dum  ipfi  x cerrus  quidam  valor  tribuitur., 
abeunt  in  huiufmodi  formam  00  — 00  : quoniam  enim  duo 
infinita  quavis  quantitate  finita  inter  fe  difcrepare  poliunt., 
manifeftum  eft  hoc  cafu  valorem  expreflionis  non  determinari, 
nifi  differentia  inter  illa  duo  infinita  afiignari  poflit . Ifte  ergo 
cafus  occurrit,  fi  proponatur  huiufmodi  funftio  P — Q,  in 
qua  polito  x — a fiat  tam  P = 00  quam  Q=  00 , quo  ca- 
fu ope  regulae  ante  traditae  valor  quaefitus  non  tam  facile 
aflignari  poteft.  Etfi  enim  pofito  hoc  cafu  fieri  P — Q =/, 

e~^ 

fiatuatur  = ita  ut  fit  c-F  = ubi  cafu  » — * 

tam  numerator  e-Qquam  denominator  c~e  e vane  fc  it ; tamen 

c~~  V Q 

fi  regula  ante  tradita  huc  transferatur,  fiete-^  = — j— , un- 
<1  e r«P 

de  ob  ef  = — p — , fieret  .1  — ideoque  valor  quaefi- 
tus ipfius  f hinc  non  innotefcit . Quoties  quidem  P & Q 
funt  quantitates  algebraicae,  quoniam  hae  infinitae  fieri  ne- 
queunt , nifi  fint  fraflioncs , quarum  denominatores  evane- 
fcunt;  tum  P — Q in  unicam  fraflionem  colligi  poterit,  cu- 
ius denominator  pariter  evanelcet . Quo  faflo  fi  etiam  nu- 
merator evanefeat,  valor  modo  fupra  explicato  definietur:  fin 
autem  numerator  non  evanefeat,  tum  eius  valor  revera  erit 

i J f 5 

infinitus . Sic  fi  huius  expreflionis valor  de- 


fideretur  cafu  x=i,  quia  ea  abit  in 


l—x  - J—  #* 
* — 1 -l 


patet 


I m XX  I+AT 

valorem  quaefitnm  effe  = — 

365.  Verum  fi  funftiones  P & Q fuerint  tranfeenden- 
tes , tum  plerumque  haec  transformatio  ad  calculum  molefiit 
fimum  perduceret . Expediet  ergo  his  cafibus  methodo  dire- 

V 1 i aa 
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CAPUT  XV, 


<5oj 


$a  uti,  atque  loco  *=<*,  quo  ambae  quantitates  P & Q 
in  infinitum  abeunt,  poni  # = «+£0,  exiftente  u quantitate 
infinite  parva , pro  qua  d x accipi  poterit.  Quo  'fa£lo  -fi  fiat 

P = l-BSc  O — — + C nuoifeftum  vft  fun&ionem 

u a 

P — Q abituram  efle  in  B — C,  qui  erit  valor  finitus.  Ra- 
Tionem  igitur  huiufmodi  funftionum  valorcs  inveftigantli  fe- 
quentibus  exemplis  itluftrabimus. 

EXEMPLUM  I. 

X I 

QuaerMur  valor  huius  euprcjjionis j — cafu  , 


x-  i 
tfuo  ponitur  x — X . 


Quoniam  tam  — — quam  -~fit  infinitum,  -polito  x '■ 
x-  i 1 lx 


*> 


ftatuatur  x = t + u , atque  expreflio  propofita  transforma- 
bitur in  — r • Cum  igitur  fit  /fixu) 

u /(ipu)  ° 

=u-{u*piu*-  Scc.  a -&c.)  habebitur 

(i  +u)(i  - j u-f-7-u*-&c.)-i  i u - ju*p  &c. 

®(i  -yU-f  7 U * — &C.)  u(l  7U/—&C.) 

r — { u +&C. 


1 — j a 4-  fu 1 — &c. 

Pofito  nunc  u infinite  parvo  feu  u = o,  manifefium  eft  va- 
lorem  quaefitum  efle  = £ . 

EXEMPLUM  II. 

Denotantibus  e numerum  cuius  logaritbmus  byperbo/icus  ejl  c=  r, 
6*  t femicircumferentiam  circuli,  cuius  radius  eft  = I , 
invtftigare  valor  em  huius  expreftioms  : 

7T  X I T 

1 , cafu  x=0. 

2xx  x(ei»*-I),  J 

Expreflio  ifta  propofita  exhibet  fummam  huius  feriei  : 
Hhhh  2 1 
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— — -I 

i + x*  4 +■  xx  ' 5»  + xx 


H — x—  -f  — i — + — - — 
- ' + 25+** 


+ &c.  un- 


de fi  ponatur  * = o . , prodire  debet  ^imnia  feriei  huius 


f + 7 + ; +r*  + &c.  quam  conftut  efle  = . Fafto  autem 

6 


# = o expreflionis  propofitae  — — - -f- 

2 xx  -*(e 1 


vaior  ma- 


xime  videtur  indeterminatus,  ob  omnes  terminos  infinitos. 
Ponatur  ergo  * = 0) , exiftente  0)  quantitate  infinite  parva, 

atque  membrum  prius  ——  abit  in  --^—  + — , Cum  deinde 

2XX  20) 1 2CB 

fit  e **» — 1 = zxca  + 2**g>*  + f*’  <a»  -f-  Scc.  alterum 
membrum  , ■ r abit  in 


* ( e l5r*  - 1 ) 


<a(2«»  + 2*,coI  + f n’5a>3+&c.)  2jr’(H-*o).j.f  jt,&)*4.&q>) 

At  eft — : — - — as j — . xa  +}«•*»* — Scc. 


I +ir0)  + 7ir10 )’+&c. 

unde  pofierius  membrum  fit  = — — 4-'  .t1  — &c.  ad 

20) 1 20) 

quod  fi  prius  addatur  prodit  j ir  * , qui  eft  vaior  quaefitus  ex- 
preffionis  propofitae  cafu  * = o. 

'Idem  quoque  per  methodum  fraflionnm,  quarum  numerator 
ac  denominator  certo  cafu  evanefeunt , praedari  poteft : ex- 
preftio  enim  propofita  in  hanc  fraflioueiu  tranfmutatur  : 

...  itxe1"* — + 


2 xxe1**  -.2  xx 

cuius  numerator  ac  denominator  cafu  x — o evanefeunt.  Sum- 
tis  ergo  differentialibus  oritur : 

ne2**  -f-  2 Kirx  «mr—  2 tc e2r*  + * 

4xe  -f-  4.T**  e — 4* 

. •!  d ' I five 
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CAPUT  XV. 
* — ir  e *»*  4*  2 * x x e 
4*ff 2T*  + 4 *xx  e '-**  — 4» 


6o  5 


w • r t ■ 

cuius,  fi  ponatur  * = o,  adhuc  numerator  ac  denominator 
cvanefcunt.  Quare  fumtis  denuo  differentialibus  'habebitur : 
— 2 fiT  e 2W*  -fiTf  -f-  4 t J * e v*x 


feu 


feu 


4 e 2W*  -f-  8 f xe  vnt  4“  8 t * e 2T*  -f*  8 t*  xx  e JT*  — 4 
>r»Jte2»* 

r -f-  47rxe’2**  + 2 K*xte  2m*  — i 

TT  * * 


1 4"  4^#  4"  iir1  x*  — j — 2»* 
cuius  numerator  ac  denominator  adhuc  cvanefcunt  cafu  *=o  . 
Quocirca  iterum  differentialia  fumantur 
- >r  '• 

4T  4"  4t**  4"  a 

. ' . jr  * 

guae  fraftio  pofito  x = o abit  in  •£-  , ut  ante. 


EXEM-PLUM  III. 

■Retinentibus  e (y  TC  eofdem  valores , quaeratur  valor  exprejfro. 

cafu  x — o •-  . - 


»«  huius  — ■ 

4* 


2x(e«4-|.) 

_ * ■ “ 

Expreffio  haec  tranfmutatur  in  hanc : 


re’ 


— — cuius  nu- 

4*e”  4-  4* 

merator  ac  denominator  cafu  x~  o evanefcunt.  Ponatur  ergo 
* = c 0 , & cum  fit  r ; c , 

eT*’=i4-rM+7T*Q»4-j1t3(a*4-&c. 
formula  propofita  tranfmutatur  in  hanc: 

t*  6)4-;  r3  <a ’ 4-  ; o) » 4-  &c. 

8 &>  4-  4 T <a*4-2T*6)34- fcc. 

quae  pofitQ  infinite  parvo  ftatim  dat  qui  eft  valor 

quaefitus  cxpreflionis  propofirae  cafu  » — o.  At  vero  expref- 

(io 


CAPUT 
v 


XI'. 


4* 

I 


2X{e*x 

+ ' 


— — exhibet  fummam  huius  feriet 

+ 0 ... 

•i + &c-  cuim  fun- 


6o6 

(io  propofita 

i + xx  p -f  xx  ‘ 2 5 ■+■  xx  ' 49  4-  x x 
roa  pofiro  x~o  utique  fit  = 7T!. 

E X ESP  L U M IV. 

■ _ ] V 

Quaeratur  valor  humi  cxprcjhouis  

- 2XX  2Xfrf'^Tx 

eafu  x = o . 

Formula  haec  propofita  — — -exprimit  fummam 

1 4 w >>  unnffwu  4 


2 XX 


a «tange* 


huius  feriei  infinitae 


— + + 

I - XX  4 - X* 


— + 8cc- 
p - xx  10-  XX 


Si  igitur  ponatur  * = o,  prodire  debet  fumma  feriei 
1 + 7 + 7 + &c-  quae  cil  — { x x . 

Quoniam  eft  tang  t * =' — — — , expreflio  propoGta  induet 

, I.  .Tcofxjf.  fini* — TatcofT* 

hanc  formam:  — — — = — cuius 

2xx  2xnnrx  2xxUnrx 

numerator  ac  denominator  evanefeit  pofito  x ==  o , Ponatur 
ergo  x = a & cum'  fit  - - - - . 

finir*  = t o)-|  t’ ea»  >+  &c. 

cof  t * = 1 — -f-  & c.  expreflio  propofita  fiet: 

TW_.I1rJ6)l-f-&c.-T<U-f-xTl<a»  — &C. 7T,01 — &C. 

2 "x  a s — i t ico  < -f-&c.  2 x t»»  — Scc. 

quae  ob  <0  infinite  parvum  dat  fr%> 

EXEMPLUM  - V.  ■ 

Cum  fu  fumma  huius  feriei  infinitae 


— — + — — + 


CTc. 


*fin\  tx 

1 — xx  9 — xx  '•  25— XX  ■ 49  — xx  4 xco/r»x 

invenire  eius  fummam  , Ji  fuerit  x = o . 

■ Quia  efl  fin  7 t*  = ^x*  ~ ~ n # 3 + &c.  ; 

& cof  j r * = 1 — -f-  &c.  erit  expreflio  propoGta 
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_ i XlX~},K*  X 1 + &C. 7 JT  * ,L,  X*  + &c. 

4* — £ jt  ’ *• » -f- &c.  4 — I x 1 x 1 -+•  Sic. 

5n  qua  li  fiat  x— o,  valor  erit  manifefto  s= n *,  quam  efle 
fumnum , feriei  i -f-  -j  + ^ ~h  &c.  fupra  pluribus  modis  eft 
demon  liratum.  Sin  autem  pro  x fumatur  numerus  par  qui-, 
cunque,  Tumnia  feriei  propofuae  femper  efl  = o. 

3 66.  In  his  feriebus , quas  binis  ultimis  exemplis  tra- 
navimus , aliifque  -litteram  variabilem  * continentibus , ipfi 
x eiufmodi  valores  tribui  potiunt,  ut  quidam  termini  in  in- 
finitum excrefcant , quibus  quidem  ‘cafibus  fumma  totius  fe- 
riei fiet  infinita,  _Stc_ feries: 

— - — + — J — -f — — 1 — -f-  &c.  fi  pro  x ponatur  nu- 

i-**  4- xx  p-  xx  r 6 -xx 

merus  quicunque  integer,  unus  perpetuo  terminus  ob  denomi- 
natorem  evanefcentem  fit  infinitus ; hancque  ob  caufam  ipfa 
feriei  fumma  infinita  evadet.  Quodfi  autem  ifie  terminus  in- 
finitus ex  ferie  tollatur,  tum  fumma  reliqua  fine  dubio  erit 
finita , exprimeturque  fumma  priori  infinita  termino  illo  in- 
finito mulftata , hoc  modo  ©o  — oc  : quemnam  ergo  habi- 
tura fit  valorem  determinatum  modo  hic  expofito  inveniri 
poterit;  id  quod  clarius  ex  fubiunflis  exemplis  perfpicietur. 

EXEMPLUM  I. 

Invenire  fummam  feriei 


— — + — — + — — + + ev. 

i — xx  4 — xx  p — xx  io  — xx 
cafu  x = i , (y  demto  termino  primo , qui 
hoc  cafu  in  infinitum  augetur . . 


Quia  in  genere  fumma  eft  = — , erit  fum- 

— 2 ttu  ix  tang  tfx 

ma  quaefita  — . , — pofito  x=i. 

2 **  ^x  taeg  itx — x.--**  - - n.l 

Sit  *=  i +<3,  & habebitur  pro  fumma  quaefita 

i 
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+ 


At  efi 


2(1  + 2w+-M'oj  2(1  4-<a)  tang  (*  -(-  mtt)  2&)-j-co5* 
tang  (•*■  4- cot)  = tang  cot=  rj>)  4^  I T>  w’  4"  &c.  Unde  cum 

primus  terminus  — polito  x = 1 determinatum  habeat  va- 

loremj,  duo  reliqui  tantum  termini  funt  fpeftandi,  qui  erunr 
1 ;r  . 1 1 


0)(2f<a)  20(l  -J_  (30X^4-!  IT  3 <30  * ) 0(24.0))  o(24.2&>Xl4T«”<aJ) 

Si  quidem  w fit  infinite  parvum  , quo  cafu  etiam  terminus 

...  0) 

~ ?r  Joil  negligi  notent.  Proveniet  autem  — — *— ■ = i 

1 0(14.0X14.20)  4 

polito  0 = 0,  efique  ergo  4 4-  i = ; fumma  ferici: 

{ 4-  t 4*  n ~h  4 + &c.  uti  aliunde  confiat. 

EXEMPLUM  II. 

Invenire  fummam  feriet 
1 . I . 1 1 


-I — * — I — - — F 

i-xx  4~xx  p-xx  10-xx 


4-&C.  • 


cafu  quo  pro  x ponitur  numerus  quicunque  integer  n & demto  en 


ftrie  termino  illo 


nn-  xx 


, qui  jit  infinitus 


Summa  ergo  haec,  quae  quaeritur,  ita  erit  expreffa  — — 

T I ***  . 

, fi  quidem  fiatuatur  x—  n , quo  qui- 

ix  tang  tx  nn  — xx  2 t 

dem  cafu  primus  terminus  — abit  in  — , bini  vero  reli- 

2 x.v  2m 

qui  ambo  fiunt  infiniti.  Ponatur  ergo  « = »4.0,  & cum  fit 
tang  (jr»4-Jr«)  = tangTO=xo , polito  o infinite  parvo,  ha- 
bebimus pro  fumma  quaefua : — • — -N- — 4 


feu  — - 


2 nn  2(»  + 6>)tO 
:=-  + 


2 »0  4-0»3 

<1 


2 nn  o(2»4-2«)  ^0(2»  4.0)  2 nn  (2»  + 20)  (2» 4"“) 

unde 
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unde  fi  fiat  oro,  prodibit  fumma  quaefita 

i , i 3 _ 

= ( = — i Quo  circa  erit 


6 op 


mn 


4 nn  4 nn 
4 nn  I -nn  4 -nn  p-nn 


+ 

1 


-+  &C. 


(w-t-l)’  — nn  (n-j-2.)* — nn  : 
in  infinitum  , five  erit  iftius  feriei  infinitae  fumma  : 


l , L . i 

(**+-  (»+2)'-»»  (”  + 3)1-»» 

= JL  + -i_ 

47«  - 1 


+ '&c- 


— — + — 1 — +-...+ — 

»»-4  nn- 9 nn-(n-i)1 


EXEMPLUM  III. 

Invenire  fumnam  huius  feriei 

I I 


&c» 

I-XX  f-XX  2 5- XX  49 -XX  x 

ft  ponatur  x=I,  atque  terminus  primus . 


, qui  hoc  cafu  Jit  infinitus , auferatur. 
Cum  huius  feriei  fumma  fit  in  genere  z=  ‘ 


erit 


fumma  quaefita : 


rfinin 


4*  coff  ttx 
, fi  ponatur  x = i 


4irxcoffx*  1 — x x 
Quia  vero  uterque  terminus  fit  infinitus,  ponatur  x=i-o>, 


8c  cum  fit  fin  (xir--i nu)  = cof rroi  =r  i ir*  a1 


& 


cof(j ir-j/roi)  =fin  i* 01  = 7x01  oboi  infinite  parvum,  ha- 

. , ■ «n  ir(i'i*‘»!)  1 ’ 1 i 

bcbitur  lita  expreflio:  — ; — ■—*- 

1 .r  0101 


4(  i - 01)  7 rroi  201-03»  00(2-201)  01(2-01) 

quae  fit  — 7 pofito  <£>  = o,  eftque  propterea 

— = -rH / — r-  + r * + &c< 

4 8 24  48  80  120 

Ii  ii  EXEM- 
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EXEMPLUM  IV. 

Invenire  fumntam  feriet  huius  : 

+ & c.  fi  pro  x 


x— XX  9 — XX  25— XX  49 — XX 
ponatur  numerus  quicunque  integer  impar  2 n - I 

I 

terminus  - qui  hoc  cafu  fit  infinitus , 

(2  n - 1) 1 - xx  7 J J J ’ 

e taedio  tollatur . 

■c  • r . JT  fin  4 * x 

Erit  ergo  fumma  , quae  quaeritur , = 

4*cof  \sr  x 
1 

~ * 7 rr pofito  *=  2 n — 1.  Statuamus  ergo  * 

[in-*  l)*-X x ° 

2n  -1-6),  exiftente  a infinite  parvo,  fietque  fin  j jr  x = 
^ ' — tt  — 7 rr « ^ = + cof  { jr  <a , ubi  fignum  fuperius 

valet,  fi  fit  n numerus  impar,  inferius  vero  fi  fit  par.  Simi- 
li modo  eritcoff  jr*  = cof(— — n - { r wj  = ± finf.Tta; 

ideoque  five  n fit  par  live  impar,  erit 
finftr*  x x 

“ r . — j — = ; . Hinc  fumma  quaefita  ita  ex- 

cotrff*  tangi*»  i*»  1 


prtmetur : 


2G)(2» — x — caj 

1 

que  propterea 


ent- 


«[2(2» — x)  — »]  ’ 

Sit:  fi  fit  n sz  2 , erit 


+ 1 - — -f — - — + &c.  cuius  fum- 

3°  o xo  40  72  xi2 

mationis  veritas  aliunde  conitar . 


CAPUT  XVL 

DE  DIFFERENT  1AT IONE  FUNCTIONUM 
INEXPLICABILIUM. 

...  t 

I67. 

P un£liones  inexplicabiles  hic  voco , quae  neque  expreftioni- 
bus  determinatis , neque  per  aequationum  radices  explicari  pof- 
funt ; ita  ut  non  folum  non  fint  algebraicae , fed  etiam  plerum- 
que incertum  iit , ad  quod  genus  tranfcendentium  pertineant . 

Huiufinodi  funftio  inexplicabilis  eft  1 + , 

quae  utique  ab  * pendet,  at  nifi  x fit  numerus  integer  nullo 
modo  explicari  poteft.  Simili  modo  haec  expreflio  1.2.  3.4...*, 
erit  fun£tio  inexplicabilis  ipfius  x , quoniam  fi  x fit  nume- 
rus quicunque  eius  valor  non  folum  non  algcbraice,  fed  ne 
quidem  per  ullum  certum  quantitatum  tranfcendentium  ge- 
nus exprimi  poteft.  Generatim  ergo  talium  funflionum  inex- 
plicabilium notio  ex  feriebus  derivari  poteft.  Sit  enim  pro- 
pofita  feries  quaecunque 

1234  ...  x 

Af  B + C + D+  ...  + X 

cuius  fumma  fi  formula  finita  exprimi  nequeat,  praebebit  fun- 
ftionem  inexplicabilem  ipfius  x , nempe 

S = A + B + C + D + . . . + X. 

Similiter  continua  produfta  ex  terminis  ferierum  uti 
P = A B C D . . . . X 
exhibebunt  funfliones  inexplicabiles  ipfius  x , quae  autem  ope 
logarithmorum  ad  formam  priorem  revocari  pofliint,  erit  enim: 
/P  = /A  -f  /B  + /C  + /D  + . . . -f-  /X 
3<58.  Hoc  igitur  capite  methodum  explicare  conftitui, 
huiufmodi  fun&ionum  inexplicabilium  differentialia  inveftigan- 

I ii  i 2 di. 
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di.  Quod  argumentum,  quamvis  «d  primam  huius  operis  par- 
tem, ubi  praecepta  calculi  differcntialis  funt  tradita,  pertine- 
re videatur;  tamen  quoniam  uberiorem  doflrinae  feri  erum  co- 
gnitionem poliulat , ad  quam  in  hac  altera  parte  pervenire  li- 
cuit , ordinem  naturalem  relinquere  coafli  hoc  loco  attinga- 
mus. Cum  autem  haec  inveftigatio  prorfus  fit  nova,  neque 
a quoquam  adhuc  traflata , tantum  abeft  ut  hanc  calculi  dif- 
ferentialis  partem.abfolvcre  queamus,  ut  potius  prima  tantum 
eius  elementa  adumbrare  conemur.  Praeterea  vero  nonnullas 
quaefliones  proponam , quarum  enodatio  differentiationem  hu- 
iufmodi  funilionum  inexplicabilium  Tcquirat,  quo  fimtil  ufus 
huius  tra&ationis , qui  autem  in  pofterum  fine  dubio  multo 
amplior  erit,  clarius  perfpiciatur.. 

3 6p.  Ad  huiufmodi  funfliones  inexplicabiles  differentian- 
das  ante  omnia  necefle  eft,  ut  earum  valores  inveftigemus , 
quos  induunt,  fi  pro  x ponatur  x + ci.  Sit  igitur 
.1234  * 

S = A 4-  B + C + D-h..  • 4-  X • 
atque  ponatur  2 valor  ipfius  S , quem  recipit , fi  pro  x po- 
natur je-f-io,  litqueZ  terminus  feriei  rcfpondens  indicii  * 4*  <*»- 
lam  igitur  termipi,  qui  refpondent  indicibus  * 4"  2,*  4-  3, 

&c.  indicentur  per  X',  X",  X'",  X ,v,  &c.  atque  is , qui  con- 
venit indici  iufinitp  x 4"  oo  per  X|1/5I.  Similique  modo  ter- 
mini eompetentes  indicibus  *,-|-<»4'i,  *4-«4-2>  x-hu-h^ 
&c.  indicentur  per  Z',  Z",  Z"',  &c.  & fit  Z fi  I terminus  ref- 
pondens  indici  x 4*  <*>  4"  Quibus  politis  erit 

s'  ■=  S + X' 
s"  = s 4-  x'  4-  x" 

. s'"  = s + x'  4 x"  + X'" 

S 1*?  I = S + X'  4-  x"  4-  X'"  + ...  ./+  XJ°*J  f Simi- 
li modo  cum  etiam  S fuccefiive  terminis  Z',  Z"  &c.  augea- 
tur , erit 
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2'  = 2 4-  Z' 

2"  = 2 + Z'  + Z" 

2"'  = 2 + Z'  + Z"  + Z”' 

&c. 

2 1°° I = 2 + Z'  + Z"  + Z"'  + . . . + Zl"  l 

370.  Nunc  natura  feriei  S,  S',  S",  S'",  &c.  cft  perpen- 

denda, qualis  futura  fit,  fi  in  infinitum  continuetur:  quae  fi 
in  infinito  cum  progreflione  arithmetica  confundatur;  quod  fit 
fi  termini  feriei  X,  X',  X",  X"',  &c.  in  infinito  ad  aequalita- 
tem convergant , ita  ut  differentiae  feriei  S,S',S",  &c.  tandem  fiant 
aequales:  hoc  cafu  quantitates  S1 10  I,  S 1 ^ + '1,  Sl<rt'+*l  &c.  ertint 
in  arithmetica  progreffoue , & cum  fit  2 |t/!|  — S 1°^  ~t—  • I ob 
S I -t- *> I = s 1 I 4^ (S i 00  S'00 1 )=coSlc/5'f'  ’<  4(1-0)  S> 10 1 

erit  2 I ‘"I  = co  *►» I 4*  (1  - <a)S'  1/5  I . At  eft  S1  v>‘i~  ' 1 = 
Si00'  + X'”  -*-*!,  unde  fit  s I”!  = S|t0>  + <a  XI50-*-  cx 
quo  obtinebitur  haec  aequatio 

S + Z'  + Z"+Z"'+ +ZIM|  = 

S + X' + X"  + X'"  + ....  4-  Xl**l  4-  mXI4,+~‘I 
cx  qua  definitur  valor  quaefitus  S,  quem  induit  funflio  S, 
dum  in  ea  x 4-  <0  loco  * fubllituitur  ; eritque 
^ =S4-"Xl‘/5  + Il  + X' 4- X"  4- X'"  4-  &c.  in  infinitum 
— Z'  — Z"  — Z'"  — 8cc.  in  infinitum 
Quare  fi  feriei  A,  B,  C,  D,  &c.  termini  infinitefimi  evane- 
Icant,  terminus  ea  X 1 4/5 ’ I cvanefcit,  & omitti  poteft. 

371.  Exprimitur  ergo  valor  iplius  S per  novam  feri  em 
infinitam,  quae  exhiberi  poteft,  fi  feriei  A 4"  B +■  C 4-  &c. 
habeatur  terminus  generalis  , ex  quo  valores  terminorum 
Z',  Z",  Z & c.  definiri  queant.  Pofito  ergo  m infinite  par- 
vo, cum  fit  S — S .differentiate  funfilionis  S,  hoc  differen- 
tiale  d S per  feriem  infinitam  exprimetur.  Atque  fi  nequi- 
dem  altiores  poteftates  ipliiis  w negligantur , habebitur  diffe- 
rentiale  completum  funtlionis  huius  inexplicabilis  S,  cuius 
natura , quo  clarius  ob  oculos  ponatur , fequentibus  exemplis 
hoc  negotium  illuftrabimus. 

EXEM- 
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EXEMPLUM  I. 

Invenire  differentiate  huius  f unitionis  inexplicabilis 

S=i'+r  + j + i+  ....+  — • 

* i 

Quoniam  huius  feriei  terminus  generalis  X efl  =;  — ac 
propterea  x 

x'  cs  — — I z'  = . ■ . 


x 4- 1 

1 Z' 

x 4 1 4 w 

I 

! 7" 

i 

» + 2 

1 

~ X + 2+0) 

I 

z"' 

I 

* 4-  3 

1 c 

X + 3 +» 

X — — Z = -t"T" 

X + 3 | X + 3 + » 

&c.  I Scc. 

ob  Xi!/,+',l  = — ■ — =o,  fi  loco  x ponatur  * + or 

* + oo  + i 

funflio  S abibit  in  S , ut  fit 

2 = S + — — + — r—  + -jr-  + Scc. 
x+i  x+-2  x-f-j 

1 1 i & c. 

x + i-fo)  Ar42fta  *434.<a 

live  binis  his  terminis  in  fingulos  colligendis,  erit  S — S 
m o>  ea 

+ (*+i)(*M4")  + (*42)(*4H“)  + (»+3X434“)  ^ C* 


4-  Scc. 


erit  feriebus  fecundum  poteftates  ipfius  o)  dilpofuis 


i 

I 

feu  cum  fit 
0)  to* 

0)5 

je+  i+oo 

X+I 

(*+i)‘  +(*4i)} 

'(»40 4 

i 

1 

0)  <B* 

O)1 

*+2+“~" 

X + 2 

c^+^F*  ^ ~ 

'to^T4 

— _ ~.~"Piaitizga hy CornV 
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s -s+ a fep +i4ip + &c) 

((*+*) ‘ +(*+2)  * +0+3) ! ^"(*+4) 1 * &C'^ 

+ 61  ((*+04  +(*+2)4  +(*4-3)4  +0+4>  + &C'^ 

-coJ— — -) i— -j 5__  -f — 1 -f  &c.) 

\(*-|.i)J  (*|2)i  («4.3) 5 (*+4)  * -/  &c. 

Polito  ergo  </*  pro  ca  obtinebimus  funflionis  propofitae  S 
-differeutiaie  completum 

‘'S='*  (sV+(4~+(n'i?+(H^+8tG) 

- • (^r-  +dj)-+i4jr- + ^ 

+ ' * ! fep  +sV< +^if +(£f + fc) 
WWWW+*6)  &c' 

EXEMPLUM  II. 

Invenire  differentia/e  huius  funEitonis  inexplicabilis  ipfius  S 

S=i+  — + — + — + . . +— 

3 5 7 2*  — i 

Quia  huius  feriei  terminus  generalis  ell  X = — — ; erit: 

2X-1 


X’  = 


2X  + 1 


2X  + I + 20J 


X"  = Z"  = 

1*  + 3 

X"'= -? — Z"'  — 


:*  + 3 + 2 0) 


2*  + 5 

&c. 


2*  + 5 + a tu 

&C. 


A 
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ob  terminos  huius  feriei  infinitcfimos  evanefcentes  & aequa- 
les, prodibit  valor  iplius  S,  11  loco  x ponatur  x + 1 : 

— ..  - 1 , i . i 

*=!>  + + r—  + +&c. 


2X  ~t~  I 
I 


2X  -f-  3 
I 


2X  + 5 
I 


■ — Scc. 


2X+I  + 2CO  2X  -(.  3 p 2 0)  20r-f.  5 2 0) 

(eu 

_ o * 26)  . 26) 

**  ~~  O + *)(**  + i + 2«)  + Cwr^3)(2^7f  «0  + &C* 

Verum  fi  finguli  termini  in  feries  fecundum  dimenfiones  ip- 
lius  eo  refolvantur,  erit: 

S "*"2  Qi*+1),+(i*+3)*^’(2*+5)* 

4“  ij'  "^(ix+TT’  + &C') 

+ 8“  ’ (<ZT7F + (ZpF + + 

~'6*' +&c0 
&c. 

Ponatur  nunc  dx  pro  <n  , atque  prodibit  differentiale  comple- 
tum funftionis  inexplicabilis  S proDofitae: 

JS—  2it  C(a-+I)«  + (M+ + (2*45)1  + &c*) 

-f  $JX  3 C i 4-  L 4.  - i 4-  &C.) 

(2*41)4  (2*43)4  (2*45)4  / 

— 1 6dx  4 ( — 4 - — 4*  — 4*  &cA 

\(2*4l)5  (2*4  3)«  r (2*45)  j ) 


&c. 


EXEM- 
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EXEMPLUM  Iir. 

Invenire  differentiate  completum  /unitionis  huius  inexplicabilis  ' 
ipfms  S: 

• • ••  « "f-  — ■ - .1 


S = x+  -L  + JL-f-L  + 

2 3 4" 


Cum  huius  feriei  terminus  generalis  fit  = -L  erunt  ter- 

... 

■mu  mfinitefimi  evanefcentes  & inter  fe  aequales.  Hincque  ob 


X'  = 


X"  = 


I 


X'"= 


(*+*)■ 

x 

0»+3)* 

&c. 


Z'  = 


z"  = 


Z'"  — 


(*+  I + «)* 
I- 

(*  + 2 + 0))  • 

I 

(*  -f-  3 + w)  * 

&c. 


erit : 


, »(»4-  i)(n+2)a’ 

(*+i)*-»“  3(*xi)>+i  C' 

X"-Z"= 


»(«4-  i)<a»  ^ »(»4,iX»4.a)(Q3  & 


’(*+0,+'  2(«fa)*-***  d(*+  a)*-H 

&c. 

ex  quibus  invenitur: 

s ~~  * ” r +i + (*+*)’ + &c*) 

»(n-L  1J  /•  i i , v 

• a>'( 1 4—  1 4 _&c\ 

*■  2 V#.|.  r)  ■ +’  (#42)”-+*  (*43)*-+»^  */ 

i 


n(«4l)(»+2) 


K*+r)-+>  (*+a)~ 

8cc. 


L__- 

i-  2.  3 \(»4i)"-h^(*4.2)’-h^(*43)--h 


+ 


■f  &C. 


■) 


Quare  pofito  (o  — du  prodibit  differentiale  completum  fun- 
ctionis S quaefitum: 

Kkkk  dS 
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i 


di* 

dS  ess  + ”dx  (- *- 

— ' + £ 

1.2 


n + «“•) 


(xj.1)”-4*  (x+i)"-*1  (*+3)”-t‘‘ 

— £ + £ + ‘_  + &c') 

(«fi)"-**1  ) 

»(*4-i)(*+2)  . / i . i 


t.  2.  3 


!&•( - 

H-+i  )■ 


+ 


+ &<•) 


!)"■+»  (x.J.z)"'41  (x-j-3)  “ 

& C. 

372.  Ex  his  quoque  fummae  illarum  ferierum  interpo- 
lari , feu  valores  terminorum  fummatoriorum  exhiberi  poC- 
funt , quando  numerus  terminorum  non  ell  numerus  integer. 
Si  enim  ponatur  * = o,  erit  quoque  S = a,  atque  2 ex- 
primet lummani  tot  terminorum,  qu.ot  numerus  <a  continet 
unitates,  etiamfi  ille  numerus  a>  non  fit  integer.  Ita  in  exem- 
plo primo  fi  ponatur 

+ -L 


2 =1  -f-  + 

2 3 


2 = 


<u 


+ 77 


a 


ent : 

Ci 

t"  “777  — T + 


a 


- + Scc. 


+ 1(2  + «)  3(3  + »)  4(4  + “) 

fi  ve. 

2 =0  (i  + — + — + i + — + &cA 

\ 4 9 *5  / 

— ai*/ 1 +•  - -f — - + «“  + Sc cS 

\ »3  3J  4*  S*  / 

+ «5(i  + 71  + 4*  \ +M 

\ 24  3 4 4 5 4 / 


& c. 

In  exemplo,  vero  tertio,  erit : 


+ 5T. 


2 = i + -<-f-L  + _L  + . . 

2 ? 3 * 4 " 

Valorque  ipfius  2 , five  <u  fit  numerus  inwger  five  fra&u» , 
per  feries  lequenti  modo  exponatur : 2 = 
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("  + + + **•) 

+ ‘ + > + &c) 

I,  2 >>  2"+  1 4»+-»  ) 


I.  2.  3 


j’+i  * j»+-i  1 *c0 


3»+-»  4" 

Scc. 


373.  Haec  eadem  quoque  ad  feriem  generalem  accom- 
modari poflunt , cum  enim  fit 

1 2 3 4 

S = A + B+  C + D+.  ; . 4-  X 
atque  polito  at  -f~a  loco  x,  abeat  X in  Z,  8c  S in  2 > erit : 
»</X  a>’ddX  a>'d*X 

Z = X -f-  — — -f — H + &c.  & quia  fimili 

dx  1.  ld*x  1.2.3  d*' 

modo  Z',  Z",  Z'",  &c.  per  X',  X",  X'",  &c.  exprimuntur,  erit: 

S=S+»X1^+«I d.  rx'  + x"+x'"+x""  + &c.] 

o * 


- dd.[X'+  X"+  X"'  + x""  + &c.] 
1.  2 d»  * 

0>3 

— d’.[X'+X"+  X'"  + X""  + &c.J 

1. 2.jdx3  &c. 

& nifi  Xl">+  *t  fit  =0,  hoc  modo  exprimi  poterit,  ut 
confideratio  infiniti  tollatur : 

XI</)+-,l  t=  X'+  (X"-X,)4CX"'-X'')4(X""-X'")+  &c. 

eritque  ergo : 

S = S 4 eo  X' 4 o[  (X"  - X')  4 (X'"  - X")  4 ( X""  - X"')  + &c.] 
“ df.  [ X'  4 X"  4 X'"  | X""  4 X""'  4 &c.] 


dx 


idx 

<u} 


- dd.  [ X'  4 X"  4 X"'  + X"”4  &c.] 


J d *.  [ X'  4 X"  4 X"'  4 X""  4 &x.] 
6dx'  Kkkk  2 * 


& c. 


Si 


Sio 
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Si  ergo  ponatur  a — dx,  orietur  diflerentiale  completum  ip- 
fius  S = A + B+C+  . . . + X,  ita  expreflum  : 
dS=X' dx 4.  d x [(X"-  X')  i (X"'-  X")  4.  (X""  - X"')  -L  &C.] 

— d.  [ X'  4-  X"  -f-  X"'  4-  X""  4-  &c.] 

— i id.  [ X'  4-  X"  4-  X"'  4-  X""  4-  &c.J 

— i d «.  [ X'  + X" + X"'  4-  X,m  4-  &c.]  &c. 

374.  Ponamus  efle  *=o,  fiet  X'=A,X"  = B,  & c. 

ideoque  X'4_X"4‘X/" -f- &c.  erit  feries  infinita  cuius  termi- 
nus generalis  cft  = X.  Formentur  deinde  feries  ex  his  ter- 
minis generalibus: 

dx  ddx • anx  d a 

. * — . • ■ • - - $rr 

dx  * idx*  * 6dx * ’ i^dx*  * 

quarum  ferierum  in  infinitum  continuatarum  furnmae  fint.^ 

/ X = % 

r dyL 

f~ 7—  = 3 

d x 

, ddX 

f-TJT,  = 5 


/ 


idx  ' 

tlL 

6dx  1 


= 2> 


&c. 


A quia  pofito  *t=o,  fit  quoque  S = o,  & 2 erit  fum- 
ma  feriet  A-f-B-fC-fD-l-  . . . -f-Z  continentis  <a  termi- 
nos; eft  enim  Z terminus  indicis  a,  five  a fu  numerus  in- 
teger five  fraflus.  Quare  habebitur 
2 =a)A4o)[(B-A)4(C-B)4(D-C)4&c.] 

— «3  — a:(r— eo’ J)  — «*(?—  &c. 
ubi  prima  leries  praetermitti  potell,  fi  feriei  propofitae  ter- 
mini tandem  evanefcant. 

375.  Scribamus  nunc  x loco  0,  abibitque  5 in  S ita 

ut  fit  1 2 3 4 * 

S = A4B  + C4-1)  + . . . + X 
atque  idem  ipfius  S valor  iam  per  feriem  infinitam  exprime- 
tur hoc  modo: 

S = 
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S = A*  + »[(B-A)  + (C-B)  + (D-C)  + & c.] 

— iS* — S*1 — 2>*3  — 6* 4 — 5x5  — &c. 

cuius  valor  cum  aeque  difiinfte  exprimatur,  five  * fit  nume- 
rus integer  five  ffa&us , differentialia  ipiius  S cuiufque  ordi- 
nis hinc  facile  exhiberi  poliunt : 
dS 

— = A -f(B- A)  + (C  - B)  + (D  - C)  -f-  &c. 

a * 


ddS 


— — 2 (£  » — 3S)»5 4(5*5  — &C. 


— = — E — 3 s*  — 6 (f  X*  — 10 3*'*  — &c. 
lax 

d'  S 

7 = — 2>  — 4C*  — — 20©*»—  &c. 

d*S 

7771  = ~G~5  5*— i5©x*-&c. 

2ip7*4 

quare  cum  differentiate  com  petum  fit 
= dS  + idd  S + W;S  + i</4S  + &c. 
erit  fiin&ionis  propofiiae  S differentiate  completum : 

dS  = Adx  + (B-A)d*+{C-B)dx  + (D-C)dx  + &c. 

— 3 id  x — £ (zxdx  4.  dxx)  — '5)  (3  x'  dx\.  3 xdx s 4.  dx  *) 

— <5  (4* 3 t/xq.  6x  * dxx  q.  Jq.  dx*  ) — &c. 

37<5.  Hoc  ergo  modo  funflionis  cuiufque  inexplicabilis 
S differentiale  affignari  poteft  , fi  feriei  A + B + C + & c. 
termini  infinitefimi  vel  evanefcant  vel  inter  fe  fint  aequales. 
Quodfi  enim  huius  termini  infinitefimi  non  fuerint  =0, 

tum  fumma  feriei  ® , quae  ex  termino  generali  — — forma- 
tur, fiet  infinita;  at  vero  cum  ferie  A-f.(B-A)q.(C-B)q-(D-C)q. 
&c.  coniunfta  fummam  finitam  conflituet.  At  fieri  poteft, 
ut  termini  feriei  A-fB+C-f  D-f&c.  ita  in  infinitum  au- 
geantur, ut  non  folum  feriei  fed  etiam  feriei  C fumma 

fiat 
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fiat  infinite  magna,  quo  cafu  non  fuflicit  feriem  A + (B-A) 
+ (C-B)4-&c.  adiecifle:  fed  quoniam  hoc  cafu  valores  infi- 
nitelimi  §.  370.  confiderati,  nempeSNI,  Sly5"*~,l, 
non  ampiius  in  arithmetica  funt  progreffione , uti  affumfera- 
mci , huius  progreflionis  ratio  erit  habenda.  Quemadmodum 
ergo  aflumfinius,  horum  terminorum  differentias  primas  efife 
aequales ; ita  metliodum  amplius  extendemus , fi  horum  valo- 
rum  dilierentias  demum  fecundas,  vel  tertias,  vel  ulteriores 
conflantes  flatuamus. 

377.  Retento  ergo  eodem  ratiocinio , quo  §.  3 6p.  fu- 
mus ufi  , ponamus  memoratorum  valorum  differentias  demum 
fecundas  elle  conflantes: 

SM,  SI*  -M,  Sh+^l  -r 
D1FF.  r.  xlv,+-.,i 

DIFF.  II. 


Hinc  erit  S H = S l^> -I  = S I*  I + u X + »1  + 


0)(u) i) 


(Xl*-M-X!*  + «IJssSPI-^^X^-h  -I+^X 


1.  2 

I vi  4-  i. 


I.  2 


I.  2 


Quamobrem  habebimus  hanc  aequationem: 

S+Z'  + Z"+Z'"  + . . . + ZH  = 
S-f-X'-f-X"+X"'  + . . . +XK«I  — 

. I.  2 1.2 

ex  qua  elicitur: 

2 =S+X'+X"  + X"'  + X""+&c.  in  infinitum 
— Z'— Z"—  Z"'—  Z""  — &c.  in  infinitum 

+«xi«-i-  i|f  — -Z2j 1 (xm+  >i  -xi">+-  *n. 

1. 2 

Termini  autem  ifli  irifinitelimi  ita  repraefentari  poterunt,  ut  fit 

2 = 
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2 '=Sf  X'+X"+  X"'+X""+&c. 

— Z'  — Z"  — Z'"— Z""  — &c. 

i y'  4.  m r+  x"  + x'" + x""+  x'""  + &c. 

+ <»X  X"— X'"—  X""  — &c. 

i + X'"+  X,r  + X’  + &c. 


I 2 ' *}(<»  - l)r 

*•  2 |-— £ ~zX" — aX"' — aX " — &c. 

*’  2 2 + X'+  X"+  X'"  + &c. 


co(m  - i) 


I.  2 

unde  fimul  lex  patet , qua  haec  expreflio  erit  comparata , fi 
differentiae  demum  tertiae  vel  quartae  vel  ulteriores  iuerint 
con  Itantes . 

378.  Cum  igitur  *fit,  ut  fupra  demonflravimus : 

z = x + ! */*+*£*  + *. 
ldx  1. 2ax*  1.1. $dx* 

ft  loco  Z',  Z",  Z'",  &c.  valores  hinc  oriundos  fubfiituamus , 
erit  valor  ipfius  S , fi  loco  * fcribatur  * + co , fequens : 

_ c,  ,,  r + x"+x'"  + X”  + x*  + &c.«i 
s s + «x  — x'"—  X1' — &c.J* 

+^-_L>x 


I.  2 


,/  + X"'+  X + X » 4.X»*  + &c.\ 

«(.  - .>•  , - TT>ir-l!l-  >X"-  **'-«*{ 
TT~X'  1+  x'  + x"+  x'"+  x”+&c.j 


— ^ d.  ( X'  + X"  + X'"  4-  X""  + &s.  ) 

dx 


co 


. -d\(X'  + X"  + X"'  + X""  + &c. ) 
2dx 1 

~d  ».(X'  + X"  + X'"  + X""  + Sic. ) 

6dxl 

& c. 

Si  ergo  loco  <a  ponatur  d x , prodibit  differentiale  comple- 
tum funflionis  inexplicabilis  propofitae  S;  fcilicet 

dS 


-1 

/ 
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^-x'^  + rf*/  + x''+x"'+x,v+x'  +&c-l- 

dh—  X dx  + rfx  ^_x,  _x„  _ X"/_  x.v  _&cf 


■ X" 


+ X' 


+ X' 


dx(  1 -dx) 
1.  2 

dx(i  -dx) 


I.  2 

dx(i-  dx)(  1 -dx) 


s 4-X'"+  X^xX’  -L  X*‘  J.  lkc.\ 
X'.J,X"^X,"+  Xlv  + &c.J 


I. 


...  .t 


{+  x'rf-X'+&c.J 


— zX' 


+ X' 


1.  2.  3 

dx(i  - d x)(z- d x) 


I. 


— TdK(X'+X"+X"'-hX”  + X*  + &c.) 

— ^x(X'  + X"  + X'"  + X'r+ X’  + &c.) 

Scc. 

quae  expreflio  latiflime  patet,  & quotaecunque  demum  dif- 
ferentiae fuerint  conflantes  , differentiale  quaeiituin  exhibet  . 
Accommodata  enim  elt  haec  formula  ad  differentias  conflan- 
tes, & fimul  lex  patet,  fi  forte  ulterius  progredi  neceffe  fit. 

379.  Quod  fi  feries  A-f-B-f-C  + D-J-  &c.  ex  qua  for- 
matur fun£lio  inexplicabilis 

1234  * 

S = A + B -f-  C + D + . . . . + X 
ita  fuerit  comparata,  ut  eius  termini  infinitefimi  evaneliant, 
tum  uti  iam  notavimus  erit : 

d S = — d.  (X'  + X"  + X'"  + X**  + &c.) 

— \dd.  (X'  + X"  + X'"  + X.r  + &c.) 

— i d*.  fX’  4-  X"  + X'"  + X.v  4-  &c.  ) 

—id*.  ( X'  + X"  + X'"  + X*»  + &c.) 

&C>  Sin 


dx(  1 - dx) 

2-dxl if 

• 3X"'-3X”-  &c.; 

I.  2. 

7~) 

f.3X"+3X'"+  Scc/ 

1 

{ 

- X'-,X"-  &c.f 

&c. 

/ 

X"  -f  X"* 

' + X«» 

+ X"  4*  &C. ) 

X"  + X'" 

. + x,. 

-h  X’  -f  &c. ) 
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Sin  autem  illius  feriei  termini  infinitefimi  non  fint  = o,  fed 
tamen  differentias  habeant  evanefeentes , tum  ad  iftam  expref- 
fionern  infuper  addi  debet 

. f v.  + X"+X'"  + X'»  + X'  +&c.T 
— X'  — X"  — X'"  — X11— Stc.f 
Verum  fi  terminorum  infinitefimorum  huius  feriei  A + B -f* 
C -f-  D + &c.  differentiae  demum  fecundae  evanefeant , tum 
praeterea  adiici  oportet : . 

dx( dx  — i ) ^ 4-  X"  X”  + X'  + 

i ( — ■ LlI  + J 2X"  — 2X'"  — 2X”  — &c.  f 

iK.  2 l 4-  X'  4*  X"  + X'"  + &c.J 
Atque  fi  memoratorum  terminorum  infinitefimorum  differen- 
tiae demum  tertiae  fuerint  evanefeentes , tum  praeter  has  iam 
exhibitas  exprefiiones  infuper  addi  debet . 


dx  (dx—  i)(</*-a)  ^ 

i-  3 


i 


x"’ 

2-X" 

X' 


+ X«’  + X'  + X'1  + &C.-V 
— >3X'"~  3X"—  3Xr  — & c.f 
. . + 3X"  +3X'"+3X''  + &c.£ 

+ — X'  — X"  — X"'  — &cj 

Sicque  porro  expreffiones  infijper  addendae  erunt  comparatae, 
fi  ulteriores  demum  differentiae  terminorum  infinitefimorum 
feriei  A + B + C + Dffc.  evanefeant . Hincque  adeo 
quaecunque  feries  aflumatur , dummodo  eius  termini  infinite* 
fimi  tandem  ad  differentias  evanefeentes  perducantur,  fundlio- 
nis  inexplicabilis  ex  ea  formatae  differentiate  definiri  poterit.. 
380.  Si  ponatur  * = oj.  fiet  X'=:  A j X"— B,  X"  — C &c. 


Quare  uti  A + B + C + 
terminns  generalis  eft 
dX 


D +?  &c.  eft;  feries  , cuius 


X , fi  ex  terminis  generalibus.'  j 
ddX  d3X  d*X 

— ; — — : — — : — - — : &c.  fimili  modo  formentur  fe- 
dx  * 2dx*’  6dx*f  2+dx* 

ries  infinitae',  earumqUe  fumroae  denotentur  per  litteras:  23  ; 
C ; T>  6 ; &c.  refpeflive . Summa  <a  terminorum  feriei 
A + B + C-+D  + &c.  ita  exprimetur,  ut  perinde  fit, 
five  <u  fit  numerus  integer  five  fecus . Scribamus  ergo  x pro 
a)  . ut  fit : 

’ Llll  S = 


I 
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S = A + B + C + D . . . + X 
fi  huius  feriei  termini  infinitefimi  evanefcant  , erit 
S = — * SB*  — € * * — ® * * — C x 4 — &c. 

At  fi  termini  infinitefimi  differentias  falrem  primas  habeant 
conflantes , tum  ad  hunc  valorera  infuper  addi  debet  hic : 

{.+B  + C+  D + E + &C.  T 
— A — B — C — D — &C.JT 
fin  autem  illorum  terminorum  infinitefimorum  differentiae  de- 
mum fecundae  evanefcant , tum  praeterea  addi  debet : 

+ C+D+E+F+&C.  “ 

— 2B  — aC  — 2D  — aE  — & c. 
i-  * — " + A + B + C + D + &C. 


Si  differentiae  demum  tertiae  fuerint  evanefcentes , tum 
per  adiici  debet  haec  feries  infinita : 

H.-.)M{Mt3g±5Dsi3It3?±S£? 


infu- 


2. 


&c- 


1 381.  Accommodemus  haec  quoque  ad  alterum  funflio-' 

num  inexplicabilium  genus , quae  conflant  continuo  produflo 
terminorum  aliquot  feriei  popofitae  A + B-f-C-f-D  + &c. 
fitque  '■ 

.j  1 2 3 4 - x 

S = A B C'  D . . . . X 

Sc  quaeratur  primo  valor  S , in  quem  S tranfmutatur , fi 
loco  * icribatur  * -f-  q ; ponamus  autem  ut  ante  effe  Z ter- 
minum feriei  A-+B  + C-f-D  + & c.  cuius  index  fit 
= x -f-  co  , uti  X refpondet  indici  * . Qifp  ergo  hunc  cafum 
ad  praecedentem  reducamus  fumamus  logarithmos , eritque  ■; 

/S=;  IA  + /B  + /C  4-  /D  4-  . . . + /X 

Quod  fi  iam  huius  feriei  termini  infinitefimi  evanefunt , erit 
eandem  methodum , qua  ante  ufi  fumus , adhibendo 

/S 


T' 
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/S  = /S  + /X'  + /X"  + /X'"  4*  &c. 

— /Z'  — /Z"  — /Z'"  — &c. 
hincque  ad  numeros  regrediendo  erit 

5T  X"  X'"  X"" 

^ ^ z'  * Z"  * Z'"  ’ Z“"  * **c’ 

quae  ergo  expreflio  valet , fi  feriei  A , B , C , D , &c.  ter- 
mini infinitefimi  unitati  aequentur  . Sin  autem  logarithmi 
terminorum  infinitefimorum  huius  feriei  non  evanefcant  , at 
tamen  differentias  habeant  evanefcenres ; tum  ad  illam  feriem , 
quam  pro  / 2 invenimus,  infuper  addi  debet  haec  feries 

y/W  y/>//  . 

o)/X'+«(/-.  + / — + /_  + &c.) 
ficque  numeris  fumendis  habebitur 

„ X"“.X'(«— ) Xin«.X«‘('-*)  Xiv..X'«»(«— 3 

s=sx- ? . 5» 


382.  Quodfi  ergo  ponamus  x = o,  quo  cafu  fit  S=  1 
& X'  = A , X"=B,  X'"  = C,  &c.  2 denotabit  produ- 
£lum  co  terminorum  huius  feriei  A,  B,  C,  D,  &c.  Si  igi- 
tur pro  co  fcribamus  x , ut  2 obtineat  valorem,  quem  ante 
ipfi  S tribueramus,  ita  ut  fit 

1 a 3 4 • ...  x 

S = A.  B.  C.  D X 

quia  nunc  Z',  Z",  Z"',  &c.  abeunt  in  X',  X",  X'"  & c.  fi 
logarithmi  terminorum  infinitefimorum  illius  feriei  A , B , 
C , D , E , &c.  evanefcant , exprimetur  S hoc  modo 
_ A B_  _C  JD^  _E_ 

s ~ x'“  x" ;5r'x^x<  ’ &c* 

Sin  autem  differentiae  demum  logarithmorum  terminorum  in- 
finitefimorum  feriei  A , B , C , D , &c.  evanefcant , tum  illa 
funflio  S fequenti  modo  exprimetur,  ut  fit: 


S = A*. 


B 1 A 
X' 


C*B‘-*  D * C * 


’ X' 
Llll  a 


E * D * 

"x7*  ‘ 


. & c. 


1 
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fi  illorum  logarithmorum  differentiae  fecundae  demum  fuit 
evanefcentes , ex  praecedentibus  facile  colligitur,  cuiufmodi  fa- 
flores  infuper  addi  debeant;  quem  cafum , cum  vix  occurrere 
foleat,  hic  praetermittamus.  Ceterum  ufum  harum  expreflio- 
num  in  interpolationis  negotio  capite  fequeute  offendam . 

383.  Hic  igitur  cum  differentiatio  huiufmodi  funftio- 
num  inexplicabilium  potiflimum  fit  propofita  : inveftigemus 
differentiale  huius  funftionis 

S=  A.  B.  C.  D X 

Ad  hoc  refumamus  aequationem  ante  inventam 
=/S  + /X'+/X"  + /X"'-f  &c. 

— / Z' — •/ Z"  — / Zw  — Scc. 

& cum  /Z  oriatur  ex  /X,  fi  loco  * ponatur  #-f-co,  erit 
/Z  = /X+  ?-d.JX  + ^Ldd.lX-h  — d'.  /X  + Scc. 

dx  2 dx'  6dx* 

quibus  valoribus,  pro  /Z',  /Z",  /Z"',  & c.  fubftitutis  habebitur 

/ 2 = lS  — ~ d.  (/X'  + /X"+/X'"  + /X>’  + &c.) 

d x 

— -^dd.(lX'  + /X''+  /X'"  + /X-*  + &c.) 

— ~di.(ix'+ixr +ix‘"  + /x»+&c.) 

6dx*  &c. 

Ponatur  nunc  a = dx,  fietque  / S = /S  + A /S , ideoque  erit 
^ = — d.  (iX'  + /X"f/X'"+/X"+&c.) 

— ±dd.(lX'  + lX"  -f-/X"'-f-/X'’  +&c.) 

— *d».(/X'  + /X"  +/X*/  + /X"  +&c.) 

Scc. 

quae  formula  valet,  fi  logarithmi  terminorum  infinitefimo- 
rum  feriei  A,  B,  C,  D,  &c.  evanefeant;  fin  autem  ipfi  non 
evanefeant , attamen  differentias  habeant  evanefcentes  , tum 
ad  praecedentem  differentialis  completi  expreflionem  infuper 
addi  debet  haec  feries:  # dx 


CAPUT 
.X" 
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(v«  y«/  yw«  . 

/X7  + /1T+  lxr  +&c7 

ut  obtineatur  differentiale  completum . 

384.  Idem  adhuc  alio  modo  praeflari  poteft . Ponatur 
*=o,  quo  cafu  abit  IS  ia  o.  Tum  formentur  feries,  qua- 


rum termini  generales  fint: 


IX; 


d.lX 


ddJX 

xdx'  ’ 


dKlX 


Scc. 


harumque  ferierum  infinitarum  fummae  fint  refpeftive:  9( , 93 » 
C , S)>  &c.  Scribatur  x pro  t»,  ut  fit  2 = S,  eritque 
/S  = — — (£x  * — 5 — Qx  4 — Scc. 

fi  quidem  logarithmi  terminorum  infinitefimorum  ferieiA,B, 
C , D , & c.  cuius  terminus  generalis  eft  X , evanefcant : at 
fi  horum  logarithmorum  differentiae  demum  evanefcant  erit: 


IS 


/ B C D E \ 


■ &C. 


— 23*  — C*  * — * — (£*  4 ■ 

Hincque  adeo  differentiale  ipfius  IS  erit: 

f = ^/A  + </,(/|  + /f  + /|+/|  + acc.) 

— 23  dx  — 2 %xdx  — 3S* 1 dx  — 4 dx  — & c. 

At  fi  differentiale  completum  defideretur , erit  id : 

— 23^* — 6(2 xdx  +•  dx*) — ©(3 xxdx  + 3*</#,-f-  dx%)  — &C. 
Ad  quarum  formularum  ufum  offendendum . fequentia  exem- 
pla adiicimus,  quae  utroque  modo  refolvemus. 

EXEMPLUM  I.' 

Invenire  differentiale  huius  funflionis  inexplicabilis : 

c_J_  3 ±7  ili! 

2 ‘T*  d *T 


2X 


Hic  ante  omnia  notandum  eft,  terminos  infinitefimos  ho- 
rum 
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rum  faftorum  abire  in  unitates,  ideoque  eorum  logarithmos 
cvanefcere . 


2 X • I 

Cum  igitur  fit  X = , erit 

2 X 


2X+J 
X + 6 


■Xr/  2 X“f“  I 2 * ~f~  3 Y nt  — ~ 

2X+-2  2*  + 4 2 

, 2x-j-  2 n-  I . 

Sc  generaliter X I" I = • unde  erit: 

2x+2n 

/Xl*l=  /(2X  + 2W-l)  /(2X+2») 

....  2 d x 2 d x 

d.ix  i»;= 


&c. 


2*  + 2»—  I 
4 dx1 


2 x + 2 n 
4 dx'- 


(2X+2«-l)*  (2*4*2  »)* 

(2X  + 2D-I)1  (2*+2»)} 

^./XMg=-— + — tl— 

(2X+2»-l)«  (2*+2»)< 

&e. 

unde  erit  difFerentiale  completum : 


S 


/ — V—  + — 

= -2d*\  2*.+  I M+3 


2*  + 5 


+ *C.J 


V.  A r * **  i j i j 

/__■ i i fc.} 

> 2*  + 2 2* + 4 2*  + d 

- I . I . I L &c  T 

± d (2*4-2)*  (i*  + 3)‘  (**+5)’  CJ 


&c.} 

(2X+2)*  (2*+4)*  (2*4-tf)’  J 

I , I I , . -V 

„ (2*4.1)»  (2*4-3)  * (2*+5)3  X 

i 1 x 

(2*41)*  (2*44)  * (2*-K)5  , 

&c.  Quod 
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Quod  fi  autem  tantum  differentiale  primum  quaeratur  erit  id: 

'S_  j • 

— = — zax  in 

S 

( i + i + i + 

\(2*+l)(2Af+2)  r (2Ar+3)(2*+4)  ^ (2AT+5)(2X+d)  . / 

quod  idem  altera  methodo  §.  384.  tradita  ita  inveftigatur . 

_ 2x-i  . d.  IX  2 1 

Cum  fit  IX  — l , erit  — ; — — ; 

2X  ax  2X-I  x 

2 I d»./X_  8 J_  kCt 

2 dx%  (2X- l)'^  2XX*  6dx*  ^3(2*-!)*  3** 

ideoque  fiet : 

» =/-+/  X+  ll.  +/-Z-+  &c. 
2468 

/ + — + — + — + — + — + &c.X 

■f-i-i— 2—  -L- i-*,,}”1’ 

.<•  2 4 6 5 10  J - 

{ ± + jl+±  + -L+*cX 

^ A L T 1 a '**'"%*  J 


r.*: 


r{ 


» 


■ J ■ / 

__  I-  I-  • I v_  l- 

&C.} 

r * % 

2 * 41  <5 1 8 1 

' .1  A 

i < < '•  > - 

-+^5+^+4 

+ &c/l 

L I - - x-  — > 

1 3J  5 * , 7*| 

J 

< 

\ — ( 1 -i  ro',\ 

I I 1 ‘ x) 

— &c-> 

B 

a»  4*  3 1 ; 8 *! 

i 

Sec.  /- 

five  erit;  ( 

. . 

*» 

— t+i-i+f 

— &c.' 

1'.  - 

2 3 '4  . 5 

. > 

- _ u _ * . ' ^ 

— — — 

2»  3*  4*  5’ 

— &c.^ 

1 \ ■ 

s>  = 

i 


} 
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© = + — (i  — — + — L + J_  _ Sir\ 

3 V 3'  4 } 5’  / 

e = - i — L + -L  — 1 1+  JL  - scc.) 

■ 4\  2 * 3*  44  5 4 / 

&c. 

Quibus  valoribus  inventis  fubftitutis  erit: 

-=->  jJ,-±  i— 1+J--&4 

s \ 2 3 4 5 ) 

+4xdx(i—  -i-  + - L+-L  — &c\ 

\ 2*  4’  5*  J 

■ — 8 x%  dx  { i — ~ -j-  — — * — 4"  — — &c.  ^ 

^ 2 J 3 3 4 5 5 5 ) 

+ i 6x*dx(  i — + — — + — Scz.\ 

k 2 * 3 * 4 4 5 4 J 

, ' &c- 

Si  igitur  fit  xs=o , quo  cafu  fit  /S=o  & S=I,  erit 
dS  e=  — 2 d xl 2 . 


EXEMPLUM  II. 

Invenire  differentiate  intus  funttionis  inexplicr.bilis  : 

S ■ i*  2.  3*  4*  ....  x 

I 

Huius  feriei  i,  2,  3,  4,  &c.  termini  in  infinitum  ita 
crefcunt , ut  logarithmorum  differentiae  evanefcant : eft  enim 

/(©0  + 1)  — /©o=/^  1 + — j = — = oi  Cum  igitur 

fit  X=*  erit  X’=*+i;  X"=*  + ??X'"  = x + 3 ; Scc. 

porro  autem  ob  IX  — Ix  fiet  d.  IX  ; dd.lX=  - — : 

x - ** 

»./X=:  - d*.lX— — -2  : &c.  unde  fi  loga- 

rithmi  ultimi  evanefcerenr , foret  *■  . / - 

dS 
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- - J*  Cr+T  + ~ h + 7T7  + “-FT  + *“■) 

Jx  V i i i i 

+ 2 H*+») * ^ (*+2)  * + (*+3)*  (*+4) * ' 

_y  i i i i v 

3 H*+0 * + (»+^  + (*+3)>  + (*+4)*  + &C'^ 
&c. 

At  cum  differentiae  demum  logarithmorum  evanefcant,  iniit* 
per  addi  debet  haec  expreffio: 

<«*«»+  *!  — +>*■)' 

v ar+i  Af+3  # + 4 S 

Quia  vero  eft: 

,*42_  i i i i,„ 

*+x  *+i  2(x+  0 * + j(*+ 1)  3 “ 4V,  i)4  + &C‘ 

l* 4~  3 i 1 , i r 

X + 2 X±2  2(Ar+2)>  + 3(n2)J~^^j;+&C* 

&c. 

erit  verum  differentiate  completum: 
dS 

— = dxl(x+j) 

m- + (4jp  + **) 

+ i + (4^7  + fc) 

+fc.) 

_ + 1 ^ , ) c(_i_ + + _i_  +fc) 

&C.  ' 

Sin  autem  altero  modo  differentiale  hoc  exprimere  velimus, 
quia  eft  r 

• . • M mmm  /X 
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w , d.lX  i dd.tJL 

l\  = lx;  — ; — - — = ■ 

Af  2</a?*  2AT* 

d1.lX i ^/X 

<Wa?3  3Af 5 * 24dx*  4*4*  C’ 

habebuntur  fequentes  feries: 

31  = l i + /2+/3+/4  + /5+&C. 

33=  i (H 1 — -1 — H H&c.) 

v ■*  3 4 5 ' 

6=-i(l+  — + -^  + -^t  + — ; + &c.) 

v a*  3’  4*  5*  J 

®=  * (I+^+f»+^+^  + &c) 

e = _i(I+i.  + i.  + i.  + i+&^ 

&c. 

Hinc  ob  / A.=  / i=o,  fi«t  ex  384: 

;s=  * + + 

v 1 2 3 4 y 

— * ( 1 + — + — + — + &c.) 

2 3 4 y 

+;*■(*  +j:  + p + £+*»•) 

+i+i+  i+&c;) 

+<*,('  + f.+  p + ^+fa) 

Sic. 

Binae  'autem  primae  feries,  per  qaas  * eft  multiplicatum,' 
etiamfi  utraque  habeat  fummaai  infinitam,  tamen  ambae  fi- 
anul  fummam  habent  finitam . Si  enim  utriufque  « termini 
capiantur , prodibit : 

...  /(» 
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i 

4 


t(n+  i ) — i 

2 3 . 

Ar  fupra  §.  142.  invenimus  ede 

1 . 


1 


* "t“  ” "H 1-  -t*  • • • "K  — — Conft.  *f -In 

2 3 4 » . 

2 n mx  4sj* 

haecque  conflans  prodit  — o,  577215^^015325.  Quodfl 
ergo  ponatur  n — ©o,  erit  : 

1 + - + - + -!-+  ..  . + -i- 

.2  3 4 00 

de  binarum  illarum  ferierum  in  infinitum  continuatarum  va- 
lor  erit  /( 00  +■  1)  — Conft.  — / 00 — — Conft.  Ex  quo  erit : 

/s  = — *•  °>  5772I5^4P°i532S 


Confl.  -f-  1 00 , un- 


+i„(,+  i+J_  + i.+JL+fe.). 

—;»•(.+ i + p + i + i+fc.) 

+ i..(,  + i + i + ± + J.+  &c.) 

&C. 

unde  differentialia  cuiufque  ordinis  facile  reperiuntur .. 
Erit  enim  t 

o,  57721 5^45)01 532 5 

+«^(i+i+i+i+i+fc) 

— ^('+7i+f+^  + p+&4 

+ ,V.(I  + i+3'.  + i + i+S[c.) 


t/S 


Ar 
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4j6  CAPUT  XFI. 

At  fi  hae  feries  in  unam  colligantur  erit : 


= — </*.  o,  S77JI5^4?oi53i5 
^ , xdx  ( xdx  . xd > 

* / \~  T 


+ r 


+ &C. 


i(*  + *)  *(2  + *)  3(3-1-*)  4(4+*) 

Quare  fi  fit  x = o,  fieti 
yiz=  — dx.  0,  57.71 15^4901 532 5 
^ Ex  priori  vero  expreflione  hoc  cafu  erit-: 

+ ■ + i + -i-  + -£-  + &cA 

V 2»  31  4«  ) 

-id  x(  i + 2- 4--  + —+  &c 

' 2 4 3 4 44  i 

+ 7^(1  + i:  + ir  + -V4-&c0 

\ a*  3S  4S  / 

Scc. 

385.  Hinc  ergo  etiam  huiufmodi  fun£lionum  inexplica- 
bilium differenrialia  quovis  cafu  fpeciali  exhiberi  poflunt  , pro- 
pterea  quod  hic  differentialia  completa  eruimus.  Quamobrem 
li  tales  funfliones  ingrediantur  in  exprelfiones , quae  indeter- 
minatae videntur,  cuiufmodi  capite  praecedente  traftavimus; 
valores  eadem  methodo  definiri  poterunt,  uti  ex  adiunflis 
exemplis  intelligetur. 

EXEMPLUM  I. 

Determinare  Dolarem  huius  exprejftonrs  : 


I +-+-  + 

2 2 


+ i 

X 


x(x-i)  (x-i)(ax-i) 

eo  cafu  , quando  ponitur  x = 1 . 

Ponamus  i+  — + — =S,  erit  ex  §.  372. 

2.3  ■ ...  >-  x 

S = 
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CAPUT  xn-  6i? 

s = x (I  + -L-f-i-  + -L+  eccj 

-*’(  ,+r.+sf:+r*  + *^ 

+ *’('+-  + -+-A  + &c.) 
v 2*  3 ♦ 4»  ' 

&C. 


feu  cum  fit  quoque  S=+  i +-i.-f-JL4--L+-l-f&c. 

13  4 5 

— — - — 1 &c. 

. . . .14*  24*  34*  44*  54* 

H quivis  terminus  fupcrioris  feriei  cum  praecedente  inferioris 
combinetur , prodibit : 

s =1  + ~7~~\  + \ + \ + &c. 

2(14*)  3(24*)  4 3+*) 

quae  expreflio  > quoniam  poni  debet  x = 1 eft  commodior. 
Sit  ergo  x = x -f-  co  , fietque 

• _ . CO  . 6)  6) 

S I + — T-  - — r + — + r ■+•  8CC 

2(2+01)  3(34«)  4(44“) 

(ive  S=  t + co  f— ; + — + — -f  -L+  &c.)  = r + ©a» 

\2  5 3 1 41  5 * / 

-*<r.+  p+?+-r.+te)  _(£“‘ 

. +e'(r'+f'+^+f.+  &c)  +®a’ 

8c c.  Scc. 

Tota  ergo  expreflio  pofito  x=  1 +6)  abibit  in  hanc: 
ijfjB  co  — geo3  + S)a>>  — &c.  1 

w(i+<a)  Co(l+-2W) 

co  + 33“  + 25503* -ga»  -&c.__i4-35  + 2S<o  — <Eca  — &c. 

K1 +“)(!  + 1<0)  r?T-:  X.1  + «K1  + 2Q)) 
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Tonatur  nunc  carro,  atque  exprelTionis  propofitae  valor  cafu 

x = x , erit  p=i-f-5\=i-J-  — -f  — + — -f&c.  quae  feries 

2 1 3 * •.  4 1 

cum  fit  = - tr 2 , fequitur  valorem  quaefiturn  eiTe 
EXEMPLUM,  IL 
Invenire  valorem  huius  txprejjionis ; 

>x-xx  tr>TX (2k*i)(i+4  + }+  . . . 4~  Q 

(x-  i)s  6{x  - i)  x(x-i)* 

- cafu  quo  ponitur  x = I. 

Ponatur  i -fr—  + — + • • • 4"  — = S , flatuatur- 
23  x 

que  # = i4-m,  fiet  ut  in  exemplo  praecedente  invenimus: 
S — 1 + S05  - £to*-f-S<o3-«c.  exiftcntc 

# = -,  + i + — . + — . + &c.  — rrrr  — 1 
2*  3*  4'  5 

C = -3  + ~ -H  \ . + &c. 

2 * 3J  4’  5'  . ; ' - . 

S = — + — + — + — ' - • 

2 4 3 4 4 4 5 4 

&c. 

Poftto  ergo  x — 1 4"«  expreffio  propofita  induet  hanc  formam: 
i - a»  + (t-[-^)(i4.oa)  (i.f  2»)  (14,33:0-  ga> ; g.  > - &c.  ) 

caca  <a  • 1 (i+«)ca’ 

quae  ad  eandem  denominationem  cu*(i-fM)  perdufla  fit: 

1 -f-“-w,-ca>4-ca4-2(a,4-cas4-©oa(i +2i»4-«m) 

— 1 — 2J<a  4-  gea  * — 2><a*  — 205  — 2 23  w ‘ 4"  2 g d> 5 &c. 


q»(i  +ca) 

■ ' quae  reducitur  ad  hanc  formam : 
co*  4-  g<a»  4-  S3-a>  4-  2 geo 1 — t 8cc. 
ca*(r4-ca) 

Fiat  nunc  carro,  atque  prodibit  1 4“  Quocirca  expreflio* 
nis  propofitae  valor  cafu  x=zi'}  erit  = 1 + t,  ideoque  per 
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Iianc  feriem  exprimetur:  i -1 ( 1 j f-  8cc. 

2 J 3 3 53 

cuius  fumma  cum  neque  per  logarithmos,  neque  per  periphe- 
riam  circuli  x exhiberi  poflit,  valor  quaefitus  etiamnum  alio 
modo  finite  aflignari  non  poteft.  Ex  his  ergo  duobus  exem- 
plis ufus , quem  differentiatio  funflionum  inexplicabilium  in 
doftrina  ferierum  habere  potefl,  latis  luculenter  pcrfpieitur. 

38 6.  In  methodo  hic  tradita  funftiones  inexplicabiles 
differentiandi  affumfimus  feriei  A,  B , C,  D,  E,  &c.  ter- 
minos infinitefimos  vel  effe  =0,  vel  differentias  tandem  eva- 
nefcentes  habere;  quorum  fi  neutrum  contingat,  ilta  methodo 
uti  non  licebit.  Hancobrem  aliam  exponam  methodum  huic 
conditioni  non  adltri&am , quam  fummatio  generalis  ferierum 
ex  termin®  generali  petita  & fupra  fufius  explicata  fuppedi- 
tat.  Denotent  igitur  litterae  ?(,  2$,  <*,  2),  QJ,  &c.  numeros 
Bernoullianos  §.  122.  exhibitos,  fitque  funftio  inexplicabilis 
1234  x 

propofita  haec:  S = A + B-f-C  + D-f-...-{-X 
Sc  quia  fupra  (130.)  ollendimus  fore: 

s=/x*+r  x+  — —~r 

i.2dx  1.2.3.41/* » 1.2.3.4.5*151/* 5 

hinc  facile  erit  illius  fun£lionit  $ differentiale  exhibere  erit  enim: 


»</*X Qd‘X 


— 8tc. 


1.2 d*  , 1 {.2.3.4 dx'<  1.2.3.4.5 .6dx* 

387.  Sin  autem  progreffio  propofita  couiuntta  fit  cum 
geometrica , quo  cafu  termini  eius  infinitelimi  nunquam  ad 
differentias  conffantes  reducuntur , ac  propterea  methodus  prior 
locum  invenit  nullum;  tum  methodus  §.  174.  tradita  me- 
delam afferet.  Si  enim  propofita  fit  haec  funitip: 

S = Ap  -f-  B/>*  + Cp  3 -f-  pp*  . ...  :-f-Xpx, 
quaerantur  valores  litterarum  a , 6,  } , i , 8cc.  ut  fit 
P I 

?=  I rf~  au  -f-  tu  * -f-.  • 4-  Sv  * -f-  tu  s -f-  &c. 

p~e“  . J.  , 

quibus  inventis , uti  cos  §.  170.  exhibuimus , .frit : . . 


./•  D 


/p; 


<40  c A P V T XVI. 

s=^.P-(x-‘"+CMX  ,J,X 

P-i  \ dx 


dx*  ) 


, dx'  dx*  ....  , 

i Conflante,  quae  fummam  reddat  = o,  fi  ponatur 
* = o,  feu  quae  cuiquam  alii  cafui  fati  faciat.  Sumto  ergo 
differentiali  haec  conflans  ex  computo  abibit,  eritquc: 

. ' Hr  ‘ a i iir  t - ^ 


_ t .J  , /„  «JX  «Mf  ,i’X  . . \ 
P~i  \ dx  dx'  dx*  ) 


five 


's = jzr\  xdxlP  ~ (*1p  - J)  dx±(s/P  -)  - (&  - 0 ~ + &c.) 

quod  eft  differentiale  quaefitum  funCtionis  propoli tac  S . 

383.  Sin  autem  funCtio  inexplicabilis  propofita  ex  fa- 
ctoribus conflet,  eorumque  logarithmi  infinitefimi  differentias 
habeant  conflantes  five  minus  j tum  hac  quoque  methodo 
differentiale  funftionis  perpetuo  exhiberi  poterit . Sit  enim 
1234  x 

S = A.  B.  C D X . 

Quia  hinc  fit  /S  =/ A + /B+-/C  + /D  + . . . + /X 
methodo  fuperiori  , numeros  Bernoullianos  in  fubfidium  vo- 

/S  = fdxlX  + i IX  + + &c 


1.2  dx 

qua  exprefftone  differentiata  fit : 

~ = dxlX  + ±J./X+^d‘lX 
->  1.2  dx  1.2.3.4 dx* 

< ld'.lX  2W./X 


1.2. 3. 4 dx* 

%>d*.lX  , 

‘T 


. 8 d xT 


+ &c. 


1.2.34.5.5^*  5 I.2.3. . 

Hiuc  fi  fuerit  X c=  * , ut  fit : 

S - 1.  2.  3*  4*  * • • . x 

fiet  applicatione  faCta 

& J 1 . dx  %dx  1 3W*  %dx  . c 

— = dxlx  + i + &c.  . 

O 2X  2 XX  4X*  6x‘ 

quae  forma,  fi  x fit  numerus  valde  magnus,  commodius  ufur- 
patur,  quam  eae,  quas  ante  invenimus.  CA- 
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DE  INTERPOLATIONE  SER/ERUM . 
i%9‘ 

interpolari  dicitur,  dum  eius  termini  affignantur,  qui 
refpondent  indicibus  fraciis , vel  etiani  furdis . Si  igitur  feriei 
terminus  generalis  fuerit  cognitus,  interpolatio  nullam  habet 
difficultatem,  cum  quicunque  numerus  loco  indicis  x fubllitua- 
tur,  illa  expreffio  praebeat  terminum  refpondentem  . Verum 
fi  feries  ita  luerit  comparata,  ut  eius  terminus  generalis  nullo 
modo  exhiberi  queat  ; tum  interpolatio  huiufmodi  ferierum 
plerumque  eft  maxime  difficilis , neque  maximam  partem  ter- 
mini indicibus  non  integris  refpondentes  aliter  nifi  per  feries 
infinitas  definiri  poliunt.  Quoniam  ergo  in  Capite  praecedente 
huiufmodi  exprelfionum , quae  more  coufueto  finite  exprimi 
non  poliunt , valores  quibufcunque  indicibus  refpondentes  de- 
terminavimus ; ea  traflatio  maximam  afferet  utilitatem  ad 
interpolationes  perficiendas . Quam  ob  caufam  ufum , qui  ex 
fuperiori  Capite  in  hoc  negotium  redundat , hic  diligentius 
profequemur.  • 

3 po.  Sit  ergo  propofita  feries  quaecunque 

1234  x 

A + B+  C + D + ..  . . X 
cuius  terminus  generalis  X fit  cognitus,  fumniatorius  autem 
S lateat.  Hinc  formetur  alia  feries,  cuius  terminus  generalis 
aequetur  illius  feriei  termino  fummatorio , eritque  illa  nova 
feries : 

A;(A  + B);(A  + B + C);(A|B  + C + D);(A  + B+C  + D+E); 

&c. 

eiufque  terminus  generalis  feu  indici  indefinito  x refpondcns 

N n n n " erit  , 
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crir  = A+B  + C + D + ..  . . -f-X  = S , qui  cum 
explicite  non  fit  cognitus , interpolatio  huius  novae  feriei 
iifdem  difficultatibus  erit  obnoxia , quas  ante  meminimus . Ad 
hanc  ergo  fcrieni  interpolandam  invefligari  oportet  valores 
ipfius  S,  quos  recipit,  li  loco  x numeri  quicunque  non  in- 
tegri fubflnuantur . Si  enim  x eflet  numerus  integer,  tum 
conveniens  ipfius  S valor  fine  difficultate  reperiretur , addi- 
tione fcilicet  tot  terminorum  feriei  A-f-B-J-C-f  D-f- 
&c.  quot  x contineat  unitates . 

jpi.  Quo  igitur  ea,  quae  in  Capite  praecedente  funt 
tradita,  in  ufum  vocari  pollint,  ponamus  x efle  numerum 
integrum , ita  ut  valor  ei  refpondens  S = A -f-  B + C 
+ . . . + X fit  cognitus,  & quaeramus  \alorem  S , in 
quem  S tranfmutetur , fi  loco  x feribatur  x -f-  a,  exifiente 
tu  fra&ione  quacunque ; eritque  S terminus  feriei  propofitae 
interpolandae , qui  refpondet  indici  x + <a ; quo  ergo  inven- 
to , interpolatio  huius  feriei  erit  in  promtu  . Sit  Z terminus 
feriei  A , B , C , D , E , &c.  qui  refpondet  indici  -f*  a , 
fintque  Z',  Z",  Z'" , &c.  termini  eius  confecutivi  indices  ha- 
bentes *■  -f-  co  -f-  i ; x -f-  a + 2 : at  -|-  oo  -f-  3 ; &c.  Ac 
primo  quidem  ponamus  feriei  A , B , C , D , & c.  terminos 
infinitefimos  evanefeere.  His  ergo  pofitis  feries 
123  4 

A ; (A+B)  ; (A  + B+C)  ; (A  + B-f-C  + D)  ; Scc. 
cuius  terminus  indici  x refpondens  efl 

S = A + B + C-f-  . . . . + X 

interpolabitur  quaerendo  eius  terminum  S , qui  indici  fra£lo 
x + g>  refpondcat , erit  autem  uti  invenimus: 

_ c + X'  + X"  -f  X'"  + X""  -f  & c. 

^ ^ — Z'  — Z"  — Z"'  — Z""  — &C. 

ficque  habebitur  feries  infinita  ifli  termino  quaefito  S aequa- 
lis , quae  ob 


Z = X + 


adX  , u>‘-ddX  a>*d'X 

-7-  + — -r—r  + 7—  + &c. 

dx  1.2  dx1  i.z.^dx* 


m 
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in  hanc  formam  tranfmutatur , ut  fit : 


a 


S = s — d.  ( X'  4 x"  + X'"  + X""  4-  &c. ) 

d x 

dd.  ( x'  4-  x"  4-  x'"  4-  x'w  4-  & C.) 

1 dxr 


2 dx 
0)  J 

6 dxi 


d’.(X'  + X"  4-  X"'  4-  X""  4-  & c.) 


&c. 


quarum  formularum  ea,  quae  quovis  cafu  commodior  videa- 
tur, adhiberi  poterit. 

392.  Sumamus  pro  A,  B,  C,  D &c.  feriem  harmoni- 
cam quamcunque  — 4 — —r  4 — — 4" 7 4“  &c.  cuius 

a a\b  a \2b  «.{-  3 

terminus  generalis  feu  indici  * refpondens  eft  = — — =:  X .. 

Hinc  formata  fit  ifia  feries : 

123  4 

I ,1  I N / I I I 1 1 I_N 

a ’ ^ a ^ a±b'  * ' a r a\.2b  ' ’ ' a a\.b^  a\.2b^  a\.~$b' 
cuius  propterea  terminus  indici  x refpondens  erit : 

1 

• • • 4 


„ 1 t 

s = — + T 1 4 


1 1 

‘ 4 ...  i 4 


a T a+b  T a±2b  T aj-jb  T T aj.(x-—l)b 

Si  iam  2 denotet  terminum  iftius  feriei  indici  x 4"  03  re^ 

pondentem  , ob  Z s»  — - — , erit 

i)b 


I 

r _ 1 . 

a\.bx  ’ 

a+bx+ba 

I 

z"  — 1 

a±b\.bx  ’ 

a J.  b q.  bx±ba 

I 

» rlll * 

«±2b±bx  ’ 

~~  al.2bx.bx-lb<a 

&c. 

& c. 

hinc- 
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tf+4 

2 = S + 


hincque  orietur : 

1 + + 


*±bx 

I 


a | b b x a + Z b \ b X 

I I 


■f*  Sic. 


m8c  c. 


aj.bx±bi)  a\.b\.bx\.ba>  a±zb±bx±bu) 
altera  expreflio  autem  erit  huiufmodi : 

2 — -f~b  0}  ( -4 -f — -f"  &C.  ^ 

\ (aj-bx)1  (a±b\.bx) 1 (a^lb-^bx)  ’ / 

~b'to'( — 1 — -i 4- + & C.  J 

(a^.bX.bx) J (rt+lb+bxj 1 / 

4-  />j  cor  ( -f~ — • •] - -j-  & c.  J 

\{aj.bx'j*  (a+b±bx)  * {t  [zb+bx)*  < / 

&c. 

EXEMPLUM  L 

Propofta  ft  ijla  Jeties 

\ ; (i  + i)  ; (i  + /+  ;)  ; (i  + * + f-H)j  ««• 

cuius  terminos , qui  indicibus  f rabiis  rcfpondcnt , 
inveniri  oporteat  . 

Erit  ergo  a = i & b — r ; unde  fi  terminus  indici  in- 
tegro x refpondens  ponatur 

S = i 4-  — H h . . . -J j 

23  X 

termiuufque  indici  frafto  x + co  refpondens  vocetur  = 2 , 

erit : 

2 =SH + 1 1 H -f  &c. 

i+*  * + * 3+*  44*  5 4* 

» 1 x 1 1 ^ 

14*4«  24*40}  34*40}  44*4»  5-{.*+o> 

Notandum  autem  eR , fi  inventus  fuerit  terminus  refpondens 
indici  fraflo  0} , quem  ponamus  = T , ex  eo  terminum  in- 
dicis 


CAPUT 


XVII. 


<?!■:> 

tlicis  *4-o  facile  inveniri  polle;  erit  enim  fi  T', T", T'", 
&c.  denotent  terminos  indicibus  i-f-w,  2 + m,  3 + “>  &c» 
refpondentes : 

T'  = T + 1 


T"  = T + 


T'" — x •+• 


l+li» 

I 

I -f-u) 
I 

I-f-CO 


+ 


+• 


2+0) 

I 


2 -j-a  3 +•« 


&c. 


unde  fufficit  eos  tantum  terminos,  qui  refpondent  indicibus  o> 
unitate  minoribus  , invclfigafle . Quem  in  finem  ponamus 
x ~ o , erit  quoque  S = o , atque  terminus  feriei  T indici 
frafto  a refpondens  ita  exprimetur: 

T = — + — + — + — +8cc. 
1234 

• 1 1 1 1 

— — scc. 

14.  a 2j.a  3 4-ta  4-J.o 

vel  his  fraclionibus  in  feries  infinitas  converfis  prodibit  alte- 
ra expreflio: 

t=+o  (I+i-  + -L  + -L  + -L  + &c.) 

V 2*  3»  4*  5*  ' 

— — + -^  + -7  + &c.) 

v 2»  3 * 43  5»  ' 

+ ojJ(I+±  + i.  + _L  + i_  + &c.) 

v 24  34  4«  54  y 

-a*(I+±-+±  + ± + 1 + &c) 

x 2*  3 J 4S  5 s ' 

& c. 

quae  ad  valorem  ipfius  T proxime  inveniendum  perquam 
eli  apta. 

Quaeratur  ergo  propofitae  feriei  terminus  relpondens  indici 
x , qui  fi  pouatur  = T , erit : . T = 
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T = i-i  + j-f  j + &c. 

.T  = 2 Cy  - 7 + ' - f + i - fc.) 
cuius  feriei  valor  cft  =2 — 2/2,  ficque  terminus  indicis 
= finite  exprimi  poteft.  Erant  ergo  termini  fequentes , 
quorum  indices  funt  f>  » » i y t,  &c.  ita  exprelfi: 
inti.  112  { 

Terni.  2 -2I2;  2 4.  j -2/2 ; 2 4. 2 4.  i - 2/2 ; 2 f f 4.  f+i  - 2/2  ;&c. 

E X E M P L U M Ii. 

Propoftta  fit  i/la  feries: 

1 »(*  + 7 )i  (*+t  + t).  i 0 + 7 + 7 + ?)  J &C. 
cuius  terminos  indicibus  fratlis  refpo» Jentes  exprimere  cpprtcat: 
Erit  ergo  a—  1,  b — 2 , unde  ii  terminus  indici  integro 
x relpondens  ponatur 

S = 1 + - + -+  • • • + — — 

...  3 5 2*—  1 

terminufque  indici  fiailo  x+a  vocetur  = 2,  erit 

S = S H — ( 1 — 1 — ■ — -}-  &c. 

I+2X  3 +2*  5 +-2*  7 + 2X 


■&  c 


I4.2(*f»)  33-2(*4u)  5 d-2(*+MJ  74-2^4.00; 

Cum  igitur  fulficiat  terminos  indicibus  unitate  minoribus  afli- 
gnalfc,  fit  x—  o,  <k  S~o:  quocirca  fi  terminus  indici  ® 
conveniens  ponatur  =T,  erit: 

T = 1 + — 4-  - 4-  - 4-  - 4-&c. 

5 5 7 9 

1 1 1 1 1 

14.20  3 + 2to  54.2®  74.2®  p-f.  2 a ' 

& li  ® numerum  quemcunque  denotare  ponatur  , quoniam  T 
eft  terminus  indici  ® refpondens  , erit  T terminus  generalis 
leriei  propofitae,  qui  etiam  hoc  modo  exprimetur: 

2 “ 2012  6)  2® 

3(3i2^;  o'5i-2u;  7(7+2«;+&cTv^.lta 
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T = i»(i+-,  + i7  + i:+-L.+  M 

\ 3*  5 7 P*  / 

— 4o*(i+-L  + -L  + -L+-L+  &c.) 

v 3 5 5 1 7 1 P3  ' 

+ 8«>(I  + -4+--+-L;  +J7+*c-) 

\ J4  54  74  5,4  / 

-I<fo4(i+JL  + -L+-L  + ± + 8cc.) 

\ 3 5 5’  7*  P5  / 

&c. 

Ponamus  effe  t»  = x,  erit  terminus  huic  indici  refpondeus 

T — 1 — i + r — i + f — &c.  = / 2 , eruntque 


Ind. 

T 

1 t 

x T 

2_ 

T 

Terni. 

; 

7 +12 ; H-  i + h 

; .7+7 

+ i + *2 

Si  fit  co  = 7 ; 

erit 

T = 

+ 1 + 7 + 7 + 7 

+ & c. 

X X X X 

i 7 11  1} 

& 6. 

five 

T = 

1-7  + T-7  + &C. 

TC 

A 

3P3*  Quod  fi  ergo  huius  feriei  generalis : 

- ; (-+-4)  ; (-  + -7  + -{-)  ; &c. 

a \a  a4.ll  \a  «pi  a 4 lb[ 

quaeratur  terminus  refpondeus  indici  = { , ponatur  in  expref- 
lionibus  §.  praeced.  x—o,  & w=:x;  fietque  S = o,  &:  ter- 
minus indici  I refpondens  quaefitus  erit 


«s  — 


:~-t  + 


la+b  a 4 b la4$b  a 4lb  2/i-f.  ^b 


— + &c. 


five  terminis  ad  maiorem  uniformitatem  perduflis  erit 
1 2 =- L-+— * -&c. 

Ia  la4b  la  4- b Ia  4^b  aa-j-pp 
in  qua  ferie  cum  figna  -f-  & — alternentur,  fumendis  con- 
tinuis differentiis  per  methodum  fupra  expofitam  valor  ip- 
fius  x S per  feriem  magis  convergentem  exprimetur.  Erunt 
autem  differentiarum  feries  : b 
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2a(2a±b)’  (2*4 b){ZM+-tb)’  (2*42 bfamb)’  &~ 

2 b b 2 b b 

, J • * 5cc 

2<*(2/7j.^(2<»^.2^)  * (2<7l  ^)(I',-i'2/'X2',f  3^)  ’ 

6 b'  ' „ 

• - • .■■■■-■  * 

za{za 4.  !>){z<i  f 2/’)(2<jf  3^  * 

&c. 

Ex  quibus  concluditur  lore  : 

. 1 1 b 1.  2 b b 

1 *“«  — L _ 1 r_  --  - - -- 

' ' 4 a Satza^b)  i6a[l/i  4 b)  (2/?  .}.  2^) 

1.  2.  3 /■*’ 


| J ~ t|  g.  „ 

li«{za±b){ia±zb)(ia  + ib) 

Hineque  ergo  habebitur : 

s = jL  + __Lt_  + bllt 

2 a za[la^.b)  ia  (2  a 4 b)(la  ^-ib) 
1 i it! 


+ 


+ &C. 


2/j(2tf4i)(2/t-{.2i)  (2/7  f 3^) 
quae  feries  maxime  convergit,  atque  valorem  termini  2 fa- 
cili labore  proxime  exhibet. 

3 5? 4.  Quod  fi  autem  in  genere  feriei  A,  B,  C,  D,  E,  &c. 
termini  infiuitefimi  evanefeant , terminufque  indici  gj  refpon- 
dens  fuerit  =Z,  eiufque  fequentes,  qui  indicibus  co  + I , «4*2, 
oa-f-3,  ^cc‘  refpondeant,  fint  Z' , Z",  Z'" , Z",  &c.  Si  in 
fujterioribus  f]pi)  potiatur  *ro,  ut  fit  S = o Sc  X'  = A, 
X'=B,  X"'  ~ C , &c.  fequetur,  fi  formetur  huiufinodi  feries: 


A,  (A+B)  , (A+B+C)  , (A  + B + C + D),  &c. 
eiufque  terminus  indici  oa  refpondens  ponatur  = S , fore 
2 =(A-  Z'j  + (B  - Z")  + (C-Z"')+  (D  - Z ,v)  +&c. 
ex  qua  expreffione  termini  quicunque  intermedii  definiri  po- 
terunt . Sufficiet  autem  ad  interpolationem  perficiendam  eos 
terminos  invefiigafle , qui  refpondeant  indicibus  <a  unitate  mi- 
nori- 
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noribus.  Si  enim  terminus  S indici  huiufmodi  cuicunque  co 
refpondens  fuerit  repertus , iique  qui  conveniant  indicibus 
(B  + r,  w -f-  2 , o>  -f-  3 , &c.  ponantur  2 ' , 2 ”,  2 2 &c. 

erit  2'  = 2 + Z' 

2"=  5 + Z'  + Z" 

2"'==  2 + Z'  + Z"  + Z'" 

&c. 

EXEMPLUM  I. 

Interpolare  hanc  feriem  : 

?;(i  + i);  (*  + v + Oi  (»+*  + * + *); 
ev. 

Sit  2 huius  feriei  terminus  refpondens  indici  <*>,  & cum 
haec  feries  formata  iit  ex  fummatione  huius: 

:+{-K  + s + £ + &c. 

cuius  terminus  indici  « refpondens  eft  =—  erit 

r co* 

S=+  X +-L  + -L  + -L+&C. 

4 P 1 6 

1 * £ £ &c. 

(*+»)*  (2+“)*  (34-")*  (4+“)*  . 

Quod  fi  ergo  feriei  propofitae  quaeratur  terminus  indici  4 
refpondens , poni  debebit  a>—  4 , fietque  : 

2 =1  + i — r,  + T—  4 + &C.  five 

2=4a-‘  + u-i+^~,i+&c.) 

Cum  igitur  fit  1 — 4 + 7 — n + h — &c.  = ~ > cr‘c 

2=4(1  — — = 4 — 7 * qui  eft  terminus  indici  4 

refpondens.  Hinc  ergo  refpondebunt 

Indicibus  4 4 4 &c. 

Termini4— + 5 — + i*’  J &c- 

O 0 0 0 EXEM- 
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EXEMPf-UM  II. 

Interpolare  banc  fericm: 

i ;0  + i); (i+i+0;(*  -K  + 5 + i) 

Sit  23  terminus  refpondens  indici  cuicunque  a , & cum 
hacc  feries  formata  Iit  ex  fummatione  huius: 

* + i + f,  + j,  + n + &c. 

ex  qua  fit  terminus  indici  to  refpondens  Z == 


erit  Z'  = 


s = 


(iO)+i)»’Z  (2»  +3) 

&c. 

Quamobrem  liabebitur: 


(20— l)‘ 

• 7 ,f*  - ^ 

' ~(2C0+S)* 


+ — 

9 

I 


— + — + &c. 

25  49 

1 1 -&c. 


(1+20 j)1  (i+20)1  (5+2<a)*  (7+2«)* 

Ponamus  co  = 4 , ut  inveniamus  terminum  feriei  pippofitae 
refpondentera  indici  =;  i , qui  erit : 

2 — 1 — 1 d -f-  &c.  — , 

4 p 16  25  35  12 

ex  quo  termini , qui  medium  interiacent  inter  binos  quofvis 
datos,  fequenti  modo  exprimentur.  Refpondebunt 
Tnd  i • I • 1 • 2 • 

ir^  1 itit  1 1 itn  1 1 1 xx  0 

Term.-;-+-;T+^+-;-+^+p+-;  &c 

EXEMPLUM  III.  J 
Interpolare  banc  fericm  : 

,;(,+r-);(  ,+£+?M,+r-+F:+7:)i*‘:’ 

Sit  ut  ante  2 terminus  indici  (i)  refpondens,  erit 

Z = 
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z,=(HV-:Z"=(nV--r"=  (^o-  fe' 

hi  neque  habebitur: 

2 = i + — + — + — ; + &c. 

2 * 3"  4 

1 1 i i 

— - ■ — ■ ■ — - — ■ ' ■ " ■ ■- — ■ — ■ ■■  ..  - .»  Rsr 

, . O+k)"  (a+ffl)’  _(3+“)"  .(++“)" 

Si  igitur  defideretur  terminus  indici  {.  refpondens : erit  is 

-‘-p  + p-j-T  + p-p+fc- 

= 2”(— - + — — —i- + Scc.) 

>2  * 3 " 4 * 5 “ <5  * 7*  / 

Quare  fi  ponatur: 

„ i . i 

91=  i ; + — 

2 3 . -r  .a..- 

erit  (criei  propofitae  terminus  qui  indici  j refpondet 
= 2"(i — 91);  hineque  refpoudebunt 
Indic.  ; r ; i ; &c. 

Term.  2 •- 2 "51;  2 -2’»  ; a ”1  i-"x 2 > 9t;&c. 

3'  3 5* 

EXEMPLUM  IV. 

Interpolare  hanc  feriem : 

Sit  2 terminus  qui  indici  cuicunque  o>  refpondeat , & cum 
fit  Z = — — , erit : 


— -L  + &C. 

4 * 5 " 6 r 


'(ac  - x)"  ’ 


7’ 1 . 7"  ‘ . 7'" . 

(2Q+J)"’  (26)+3)"’  (200+5)"’ 

Oooo  2 


&c. 


at* 
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3'  5* 

i i 


+ T- 

i 


■f 


■ Scc. 


(x+2m)'  (3f2<a)"  (5+2<a)"  (74-1")' 

Ponatur  u = } , & prodibit  terminus  indici  £ refpondcns 

= i—  — + — — i-  L + &c.  = 9t 

2 “ 3»  4“  5"  <S" 

ex  quo  porro  erunt  reliqui  termini  inter  binos  datos  medii 
Indices : t J t ; { ; &c. 

Termini : 91;  -i,  + 91 ; + 91 ; &c* 

* 3PS-  Tonamus  nunc  feriei  A,  B,  C,  15,  E,  8cc. 
ex  cuius  fummatione  feries  interpolanda  formatur,  terminos 
infinitefimos  non  cvancfccre,  fed  ita  elfe  comparatos,  ut  eo- 
rum differentiae  evanelcant ; fitque  X huius  feriei  terminus 
refpondens  indici  x,  & Z terminus  refpondens  exponenti  x^-to, 
tum  vero  fmt  X',  X",  X",  X"",  &c.  termini  ipfum  X fe- 
quentes,  & Z',Z",Z'",  &c.  termini  ipfum  Z fequentes.  Qui* 
bus  politis  proponatur  haec  feries  interpolanda: 
123  4 

A ; (A+ ;B)  ; (A  + B + C)  ; (A  + B + C + D)  ; &c. 
cuius  terminus  indici  x refpondens  fit  = S,  at  terminus  indici 
x + o)  refpondens  fit  = ; eritque  ex  iis,  quae  Capite  prae- 

cedente funt  tradita;  2 = S + X'  -(-  X"  -f  X'"  + &c- 

— Z'— Z"— Z"'  — &c. 
J X"+X" W"  + &C.Y 
+ o X + X"  — X"  — &C.  r 

Qiiia  autem  ut  ante  fufficit  terminos  indicibus  unitate  mino- 
ribus refpondentes  inveftigafle,  ponamus  x = o,  ut  fit  S = o, 
X'  = A,  X"  =1  B , & c.  eritque  terminus  indici  <a  refpondens: 
S =( A-Z')  + (B-Z")  -HC-Z"')  + ( D-Z"")  &c. 

+ m A -f-  «0  [ (B-  A)  + (C  -.B)  + (D-  C) + (E  - D)  + &c.  ] 
Vel  fi  differentias  has  more  fupra  recepto  exprimere  velimus 
quo  eft  AA  = B — A;  AB  = C — B;  &c.  habebitur: 
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2 = (A-Z')  + (B-Z")  4-  (C-Z'")+  (D-Z"")  + Ac. 
+ o(A  + AA  + AB  + AC  + AD  + &c.) 

3 p6.  Sin  autem  feriei  A , B , C , D , E , Ac.  ex 
cuius  fummatione  feries  interpolanda  formatur , termini  infi- 
nitefimi  neque  ipfi  evanefcant , neque  differentias  primas  ha- 
beant evanefcentes ; tum  plures  ferjes  ad  valorem  ipfius  2 
exprimendum  adiici  debebunt  , quoad  fcilicct  ad  differentias 
terminorum  infinitefimorum  evanefcentes  pei  veniatur.  Sit  enim 
ut  ante  feriei  A , B , C , D , E , Ac.  terminus  indici  x ref- 
pondens  = X , cumque  fcquentes  X' , X" , X'" , Ac.  indici 
autem  * + <a  refpondeat  terminus  Z,  quem  fequantur  Z',  Z", 
&c.  atque  proponatur  haec  feries : 

A;  (A  +B)  ; (A  + B+C)  ; ( A + B + C + D)  ; &c. 
cuius  terminus  indici  x refpondens  fit 

S = A + B + C + D+  . . . . + X 
indici  vero  x + ce  refpondeat  terminus  2 ita  ut 

indicibus  I refpondeant  termini 

* + 6>  + I s'  = s + Z' 

* + <■>  4-  z 2"=  S 4-  Z'  4-  Z" 

* + * + 3 2'"=  2 + Z'  + Z"  + Z" 

& c.  ! Ac. 

Si  iam  differentiae  terminorum  ita  exprimantur , ut  fit 
A X'  = X" - X' ; A X"  = X'"  - X" ; A X'"  = X"" - X'":  Ac. 
A*X  — A x".  A x';  A 1X"=  a X'"-  A X ; A *X'"=  A X""-  A X"',Ac. 
A«X'=A*X"-  a>X';  A»X"  = A»X"'-  A;X";  Ac. 
ex  §•  377-  terminus  2 fequenti  modo  exprimetur: 

S = S + X'  -f  X"  +.  X"'  +X""  +&c. 

7/  7" 7'»  7""  jcc> 

+ a [ X'  + A X'  + A X"  + A X'"4-  A X""  4-  Ac.] ' 

4-  ^ [AX'  4 A-X'  4 A’X"4  A*  X'"4 a»  X""  4 Ac.] 

4— — ^A^  X'pA»  X'pA*  X"+A  1 x'"4 A » X'"  4 Ac.] 

*'  2‘  3 ‘ >*c-  3P7- 
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397.  Sufficit,  uti  iam  notavimus,  tot  huiufmodi  feries 
adieciife,  donec  ad  terminorum  infiniteii morum  differentias 
evanefcentes  perveniatur:  fi  enim  has  ipfas  feries  quoque  in 
infinitum  continuare  velimus,  vel  eo  ufque  faltem,  donec 
terminorum  finitorum  differentiae  evanefeant ; tum  ob 

. , . . tofea-t).  , a(a- . , 

Z = X'l  toAX  i.  'A  * X 4.  — - A t X + 8cc. 

1.  2 1 1.  2.  3 

tota  exprelfio  inventa  contrahetur  in  hanc : 

2 =S+B,X-  + ^AX’+2fc,-^iA-X'+&c 

I.  2 I.  2.  3 

quae  terminum  fummatorium  feriei  A-fB  + C + D-f- 
&c.  involvit ; qui  autem  fi  cllet  cognitus,  interpolatio  nullam 
haberet  difficultatem . Interim  tamen  Sc  hac  formula  uti  lice- 
bit, quippe  quae,  quoties  abrumpitur,  quemvis  terminum 
interpolandum  finite  & algebraicc  expreflum  exhibet : fin  au- 
tem in  infinitum  progrediatur,  plerumque  praeff.it  priorem  for- 
mulam adhibere , in  qua  ratio  termtuorum  inlinitefimorum 
habetur.  Haec  vero,  fi  ponatur  ;e=o,  ut  2 denotet  termi- 
num indici  <a  refpondentem , ob  S = o hanc  formam  induet  : 
£ = +A+B+C+D  +&C 

— z'—  Z"—  Z'"—  Z &c. 

+ <a[A  + AA+  AB  + AC+  AD  +&c.] 

+ [A  A + A>A+  A*B  + A*  C + A‘  D f&c.] 

r.  2 

G0((3-l)(<3-2) 


I. 


« = a ; 


[A’-A+AiA+A»B  4-  Atc+  A»D  +&C.] 
3 &c. 

Vel  fi  ponatur  brevitatis  gratia : 
cn(<a — r)  «(<» — i)(<b — 2) 

= 6; ~y\ 

1.  2 1.  2.  3 


Scc. 


erit  S—  «A -f  ^ A A 4- ?A*A -f- 8Aj  A + &c. 

+ A+«AA  + fA*  A+^A>A  + &C.  — Z' 
+ B + «AR  + SA>  b +-  >Ai  B + 8cc.  — Z" 
+ C-f-«AC-f-*A‘  C+ ?ArC-|-Scc.  — Z'" 


& c. 


qua* 
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quarum  feriorum  horizontalium  numerus,  in  infinitum  quidem 
progreditur,  at  quaelibet  finito  terminorum  numero  conflat. 

* EXEMPLUM. 

Interpolare  banc  fcricm  : 

12  3 4 

«.IJ-i-I+i+I.  i 4-  i 4.  t i A . &C. 

Sit  huius  feriei  terminus  indici  « refpondens  = S , & 
cum  ca  oriatur  ex  fummatione  huius  feriei  : 

r - 2 3 4 „ . „ “ 

— , — , — , — , &c.  ent  Z = ; 

2 * ! .4  . 5 * . . “41 

& quia  tefn^ini  infinirefimi  differentias  fuas  primas  iam  ha- 
bent evanefeentes  , differentiae  tantum  primae  fuut  accipien- 
dae quae  erunt : 


ob 


A B = ~ i C = ; D=-^.; 

3 • - 4 ■ .5 


2-  - 


A A = — ■ ; AB=  — ; AC  = ; 

2-3  3-4  4-5 

Hinc  ergo  lubebitur : 


Scc. 

& c. 


s = - 4-  — + — + ± + ± + 

2 2 . 3 ; 4 5 


2.3  3.4  4.5  5 .6 

«4 1 «42  »43  «44 

“4  3 “44  “45 


&c. 

4-  & C. 

< ' t , • 

— &c. 


“42 

/-  , « . « , fi S ' ~ « , ' ' 

feu  ob f -i 1 4 &c.  = co  ; em 

2 2.3  3.4  4.5 

£=<&+  — + 1 + ± 4.  ± 4 &c. 

2 3 4 5 

■ «41  «42  «43  «44  _ 

«42  «+3  «44  “45 

Si  ergo  quaeratur  terminus  indici  j refpondens , erit  is 

2 = 
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a=i+i.J.  + i.±+JUZ  + ±-»+i6. 

2 25.37  4 9 5 “ 

fa>2  =- &c. 

2 2.5  3.7  4-P  5.II  tf.I3  ; 

. i x I 1 i 'X  • . 

ideoque  7 S = — - ccz. 

4 4.5  6.7  o.p  IO. II  12.13 

1 1 1 r 1 r 1 . 


feu  i S = 


— &c. 


+ -+-i-  + - + — + — + &C. 

5 7 7 11  13 

Quare  cum  fit  1 - — -f-  — — -4-  — -f-  &c.  — l 2 

23456 

erit  i 2 = /2  — 1 + — — —h — , 

234  12 

ideoque  S = 2 / 2 7—  . 

398.  Pergamus  nunc  ad  feries  interpolandas , quarum 
termini  ex  faftoribus  funt  conflati , fitque  propofita  haec  fe- 
ries generaliflima : 

2234  5 

A;  AB;  ABC;  ABCD;  ABCDE;  & c. 

cuius  terminus  indici  ta  refpondens  fit  = 2 . Erit  ergo  / Jg 

terminus  refpondens  indici  <a  in  hac  ferie: 

12  3 4 

/A;  (/A  + /B) ; (/A4/B  + /C);  (/ A + /B  + /C  + /D);  &c. 

Quodfi  ergo  ponamus  huius  feriei  terminos  infinitefimos  eva- 

nefcere ; atque  feriei  A,  B,  C,  D,  E,  &c.  terminum  iudici  <a 

refpondentem  efle  Z,  eiufque  fequentes  indicibus «4.2,043, 

&c.  refpondentes  efle  Z',  Z",  Z'",  Z"",  & c.  erit  ex  fupra  de- 

a ■ + /A +/ B + /C  -f- /D  -f- &c- 

monftratis  . I — _/Z-__  /z«  _ / z«»  _ ^ z««  _ 

Hinc 
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Hinc  igitur  ad  numeros  progrediendo  habebitur: 

~ - A _B  C_  _D_ 

^2  y t * yjt  * yj**  * 2,#/"  * 

399'  Quod  fi  autem  terminorum  infinitefimorum  feriei 
A,  B,  C,  D,  &c.  logarithmi  non  evanefcant , fed  habeant  dif- 
fercutias  evanefeentes , erit  uti  vidimus: 

/2  = + / A + /B  + /C  + &c. 

— /Z'  — IZ"~  IZ'”  — &c. 

+ » / A + a>  + 4-^^-  + &c.^ 

hineque  ad  numeros  a logarithmis  procedendo  fiet 
^ s _ B >—  “C*  C*-*D"  D i— “E*  ^ 

" * z7  p ‘ z'~  ‘ z'777  ‘ 

At  fi  illorum  logarithmorum  infinitefimorum  differentiae  de- 
mum fecundae  evanefeant,  erit; 

= /A  + /B  -f-  /C  4-  /D  4-  &c. 

— IZ'  — IZ'‘  — 1 Z'"—  l Z""  — &c- 


»(ca  - i) 


I.  2 


+ .(/A+j|+««+/®  +lS;+«c) 

Ex  his  itaque  obtinebitur : 

•(.?-•>)  •(•— 10 
S =A  * . B '•  2 . 

(**  — *X» — 2)  »'.i — •)  • (• — i)  (•  — 1)(» — i)  *>(i — •)  *>fl 

A «•  * B C i.T^B  ».  i C D »-1 


O 


&c. 


. 'ii.. 


Z'  * Z" 

quae  fi  » <;  x commtxfius  ita  exprimetur : 

???—•)  (■_—  »)(l— «Q  •(*—•)  (>-»)(»-») 

A *•  * A i.  * B B i.  > C 

* <»-«)  «o— ) 

B «•  a C *•  2 Z'  D *•  2 


Pppp 


Z" 

400. 
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400.  Accommodemus  hanc  interpolationem  ad  illam 
feriem : 


J 4 

afa + c)(a±2c)  a(<t  ± c)(a  4.  2f)C-  4 3<r) 


5cc. 


I 2 

a a(a  4 c) 

~b'  77^7)  WTWvuWTvY 

cuius  faftores  defumti  funt  ex  hac  ferie: 
x 2 3 4 

* tf  + c <»4-2»  « + 3 c 

b * * + r ’ i + 2f  * b+  3c’ 
cuius  terminorum  infinitefimorura  logarithmi  funt  =0. 

_ . _ * — r + co  a -j-  ca 

Erit  ergo  Z = ; - ; Z — — - — ; &c. 

& b — r-t-ro)’  b+ca’ 

Hinc  fi  illius  feriei  terminus  indici  « refpondens  ponatur  =2, 
erit  ex  §.  398: 

«(A  + rffl)  {a  -1-  c)(b  -{■  f 4-  fo>)  4 *<~X*  I ^4  r(a) 

£(<  + «»)  (b  4.  r)(*  4 c 4.  r»)  (i  4 2r)(i  4 2f  4 ca)  " ^ 

Quare  fi  delideretur  terminus  indici  j refpondens,  fa£to 
o)  = 4 , erit : 

_ a(ib+c)  (o+cfib+jc)  (o  + ic)(2b+y) 
b(ia  +c)  * (b  + c)(za  4*  3^)  * (b  4*  4-  y)  ' C' 

EXEMPLUM. 

Interpolor*  banc  feriem  : 

± . u » : *• 3- 5-V* 9 , &c> . 

• 3 * 2.4  * 2.4 .5  ’ 2.4.5. 8 * 24.5.8.10  ’ 

Cum  hic  fit  4~  x,i=4,.&c  = 2j  fit  terminus  indi- 
ci cuicunque  co  refpondens  as  ^ » erit 
S _■  3(4+w)  SC£+*«i  7(842«)  „ 

”2(1  + 2®)' 4(342«) '5(542«) '8(7+2®)* 

Hinc  fi  termini , qui  indicibus  «-f-i,»4-a,<a4’3>  W 
refpoadent  , ponaetur  2",  &c.  erit : 

•••*  «n  2'= 
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< — 


s"= 


S"'= 


2 + 20) 
1 + 20) 

2 + 20) 
I + 2 © 


• 2 

3 + 2 M 

4 + 2£o' 
3 + 2 » 


s 

(S  + 2<3 


&c. 


2 + 20)  4 + 20) 

Si  itaque  defideretur  terminus  indici  i refpondens,  faflo  co  = r, 

. 1 • 3 3-  5 5-7  7-9 

erit : S = • '~7~7’TT 

2.2  4.4  6.6  8.» 

Verum  pofito  nr  =2  femicircumferentiae  circuli , cuius  radius 


9 • 11  , 

. occ. 

IO.IO 


eft  = 1 , fupra  offendimus  effis : 
2.2  4.4  6.6 


8.8 


jr  = 2. 

termini 


8cc. 


5*  5 5*7 . 7*9  _ . 

Hancobrem  termini  intermedii  indicibus  t » i j t , «c.  p£T 
peripheriam  circuli  exprimi  poterunt  r hoc  modo : 

Indices:  f i i '* 

_ ■ • 2 2 2 2 2 ; 2’4*tf  2 . o- 

Termini : — : : — . — ; — . — , occ. 

jr  ’ 3 * ’ 3.5  rr  5.5.7  jt  ... 

Quam  eandem  interpolationem  WtUiftut  in  arithmetica  infi- 
nitorum invenit : 

401.  Confideremus  nunc  iflam  feriem : 

» ; *{a  + 6) ; a(a  + i)(o  + ii)  ; a(a  + b)(n  + 2 b)  ( a + 3 b)  ",  Scc. 
cuius  fa&ores  hanc  progreflionem  arithmeticam  conflituunt: 
4,  (a  + b),  (a+ib),  (/»+3^)j  (*  + 4 b)  ^ tkc. 
huiufque  termini  infinitefimi  ita  funt  comparati , ut  eorum 
logarithmorum  differentiae  evanefcant.  Cum  igitur  fit 
Z = 4 — i + Ao),  & Z'—a-\-ba>  ; Z" -a-f-b-h  b a ; 

Z"'t=  a + ibj-bu;  &c.  fi  ;g  denotet  terminum  feriei  propo- 
fitae,  cuius  index  eftes»,  erit: 

, a‘—  i«Jfb)-  (4*)-»(42f)»  (a\.ib)1—  (a^b)‘ 

44 .beo  a\.b+bas  M\.ib\.ba 

P p p p 2 Hoc- 


&c. 
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Hocquc  valore  invento,  fi  gj  denotet  numerum  quemvis  fra. 
flum  unitate  minorem,  termini  (equentes  indicibus  i 
2-f-M,3  + (»,  &c.  refpondentes  ita  determinabuntur,  ut  fit 

2'  = (a  + fa)  2 
2"=  (*  + to)  ( ‘ + b + b a)  s 
. 2 ,=:  (o  -f- b -f- b(0 ) + IS 

&C. 

Quare  fi  defideretur  terminus  indici  { refpondens  , faflo 
<a  =s  f , 'erit : 

_ j a‘(a±b)  1 (a+b)  1 (a+  ib)  * (a+ib)1  (a^b)'  > 

*±ib  • ' *+{b  ' ° 

ideoque  fumtis  quadratis: 


a(aJrb)  (-4 -b)(a\.ib)  («\.2b)(*+ib) 


2-  = 


Scc. 


- * (-+  b)(a±:b)  • 

401.  Ponatur  in  ferie  quam  fupra  trafbvimus : 

£ .££+£  f(hkf^b)  _f(Ub)(f\zb)(f^b)  & 

terminus  indici  7 refpondens  = 0,  erit: 

£+%ii£  (/+»*Xg+4*) 

S(/+  i A)  * C?  + bXf '+  T»  * Cg+ * ak/+  ; /0 ' . V 

flatuatur  nunc  & bzzb ; firrt 

g_  *(a  + b)  (a  4-  6)0*  + *A) 

(*-hib)(a+{by  (0+±bx7+*itf'  c* ; " 

ideoque  fiet  2 'cs/iQ,  & 2*  =/«0..  Quocirca  fi  fiu- 
ius  .feriei : . 

/t;a(f+  b);  a(a  -f  b(ti  -f  2/;) ; aya  + b\a  -f  zb)(a  -f  3 i)  ; &C. 
terminus  indici  7 reipondens  ftatuatur  = 2 , atque  huius 
.feriei:  - - - 
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1 , * ■ 3 

a a(a-\-b)  a{a  -f-  l>;[*  + 2^)  „ 

7+TT  ’ (h-  : b)(«+TJ) 5 (4 + \b)(»+*  W H*) ; 

terminus  indici  { refpondcns  ponatur  =©;  erit  2 = v',/;0. 

Cum  igitur  hic  feriei  folorum  numeratorum  terminus  in- 
dici x refpondens  fit  = 2 , fi  in  ferie  denominatorum  ter- 

, • S 

minus  indici  | refpondens  ponatur  _=  erit  0 z=z  — ; ac 

$ * t i r a.  / A 

eft  0 = — , unde  fiet  Jg  = — , feu  2 A = 4,  quibus 
* ; A ‘ \ • < 

theorematibus  interpolatio  huiufmodi  ferierum.  non  mediocri- 
ter illuftratur.  ' ' , r 

E X E M PL  U M ‘ L 
Sit  propofita  baec  feriei  interpol/inda  : 

. . I , x.  2 , 1.2.3  , I - 3 -4>  &c. 

Quia  hic  eft  4 = 1 , & b — 1 , fi  terminus  indici  <a  ref- 
pomlens  ponatur  = 2 , erit : 

2'  — 3-  3. ,-“4" 

^ ’ 1 * ' r"  •-  ^ ~ _ 

I + co  2 +co  3+«  4 + w 

Hic  pro  <3  femper  fraftiO  unitate  minor  accipi  poteft  niliilo- 
minus  enim  interpolatio  per  totam  feriem  extendetur.  Nam 
fi  termini  indicibus  i + w,  2 + a , .3  + (*),,  & c.  refpondentej 
ponantur  2',  2",  2 , &c.  ';  ' ' ' 0,  , 0 

s;  «(«^- --  •' 

2 " = (1  +a>)(2-fa>)S  6 
2 = (1  -f-  a)  (2  + <a].(3  + a)  2 

&c.  . ' > t - - 

Seriei  ergo  propofitae  terminus  . indici  7 , refpondens  erit: 
* t 1 , i i/,  i v . 1 : r 


1 .2 

• ’ 2 = ^7  ; 


3-4 

3 t 


g f _ 2.4  -4.<f  : 6. 8 ;8.  io  t ^ ' i * . : jL 

3-  3 ■ 5*  5 7-7  ; 9>  9\  , , - 

l ' • oH  Un>! 
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ttj  r 2.2  4.4  6.6  „ 

Unde  cum  fit  r — 2 . — . — . — . &c. 

I*3  3-5  5-7  , 

jf  V>r  • ' 

erit  ^ ’ = — « JS  “ — : hincque  refpondebunt 
4 ^ 

Indicibus : i . f f z 

„ ■ . V"  3 Vr  3.5  Vir’  3.5.7  V t 

Ternum  : — ;-i  . — • 2-^-.  — . . — • &c. 

2 2 2 2. 2 2 2. 2. 2 2 

EXEMPLUM  II. 

•5/V  propofita  haec  feries  interpolanda .» 

1 » » 4 • 

_ . , . 1 ; 1 • 3;  i-  3-  5;  I ■ 3-  5 - 7;  &C-. 

Quia  hic  eft  a = 1 ; fi  terminus  indici  ffl  refpon- 

dens  ponatur  =:  ^ erit : 

2 . &u 

: > 1 + 2«  3 + 2«  5 + 2GJ 

terminique  ordine  fequentes  ita  erunt  comparati : 

£',=  (i  + 2a>)2  , , 

S = (1  + 2«)(3  + 20))  £ 

2 '=  (i  + 2<»)(3  + 2<a)(s  + 2&))  2 . . 

&c. 

Si  igitur  feriei  propofitae  defideretur  terminus  indici  7 ref- 
pondens,  ifque  vocetur  = 2 ferit:  , . 

Vr.  3 V3.5  V 5-  7 /7-  P . 1 .. 

S.=  Iii.li5.LZ.Z^'.sic.  = J., 

2.2  4*  4 6.6  8. 3 , * 

: ;.t  : . . . ••  fi  ..  r.  t > 

idcoque  habebitur  S = V — • At  refpondebunt 

’w  . ^ : e t i - ■ - * 

Indicibus  : ' . z _ • _ z' 


1 ...  r 


&C. 

Termini:  / 1 ; 2.  V — : 2.4  V-i  ; 2.4.  d V — ; &c. 

jr  x , x.  n 

QuoJfi  ergo  prior  feries  & haec  invicem  multiplicentur  ut 
ha  beatur  haec  feries:  1 
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. * J 4 ' « 

i*  ; i*.2.3  ; i*-2-3  -5  5 im.2-3  ’-4-5-7  J ; 

&c. 


&c. 


; Scc. 


• ••  • V “2  i 

cuius  terminus  indici ! refpondens  erit  = — . V — = — ; 

2 * </  i 

quod  facile  perfpicitur ",  fi  ifti  feriei  liaec  forma  tribuatur : 

'i  « s 4 

1.2  i.2. 3. 4 1.2. 3.4.5. 6 1 .2 .3.4. 5.6.7. 8 

2 ’ 2*  ' ’ -T*  ’ 2*  * 

- — f r *■  ~ * l 1 1 

cuius  terminus  indici  \ refpondens  manifeflo  eft  e= 

EXEMPLUM  III. 

Sit  ijla  feriei  propoftta  interpolanda : 

1 2 3 4 

n «'(n-i)  n{n-  x)(w-2)  »(»- l)(«- 2)(h- 3) 

1*1.2  . ’ I.  2 . . 3 .*  I.  2.  3.  4 

Coofiderentur  huius  feriei  numeratores  ac  denominatores 
feorfim , & cum  numeratores  fint : 

1 2 ' 3 * 4 

»;  »(»-  j)(»-2);  >*(»- i)(»-  *)(»- 3) ; Scc.  fiet 

applicatione  fafta  , /»es=»,  & £ = -1,  unde  huius  feriei 
terminus  indici  <n  refpondens  erit  =r 

(»-!)•  (a.-  1) •-*(»-*)•  (»-2) •-•(»-3)-  o 

n- a n- r-a  n - 2 - u 

quae  autem  expreflio  ob  faftores  in  negativos  abeuntes  nihil 
certi  monfirar.  Transformetur  ergo  feries  propofita,  ponendo 
brevitatis  gratia  1.  2.  3 . . . » = N , iu  hanc  : • 

■ » s 

N ( 7 : ; • ; — — •; ::&c. 

vr.  i.2.3v).(a- y 1.2. 1.2.3. ,.(»-2;  1.2.3. 1.2.3.. ..(»-3) 

cuius  denominatores  cum  conltent  duobus  faftoribus , alteri 
conftituent  hanc  feriem: 

. J .*  t 

1.2. 3 ....(«-  1);  1,2. 3.. ..(»-*);  1.2. 3.... (»-3);  &c. 

1 cuius 
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cuius  terminus  indici  o refpondens , convenit  cum  termino 
huius  feriei : 

I l 3 4 f 

i ; i . j ; i . 2 . 3 ; i . 2.  3 . 4 ; 1 . 2 . 3 . 4 . 5 ; «cc. 
indici  n - o refpondente  : qui  eft 

jj  1 tt  -f—  u 2 **  ” 4 


2 I — 1 


j I — » ■+■  “4»  — * 


. &C. 


I+fl-O  2+7/-0)  3+»-0 

Sit  autem  huius  feriei  terminus  indici  1 — o refpondens  = 0 


it 0 i 


1 ".2 


erit 


•3  1 ' 


3 "•4 ' 


2-01 


• o 


. &c. 


3-w  4 

atque  cum  rdpondeant : 

Indicibus:  1-0;  2-0;  3-« 

Termini:  ® ; (2-0)0  ; (2-0)  (3 -o)  » ; &c. 

indici  n — o refpondebit  hic  terminus: 

(2  — <n)(3  — o))(4  — o)  . . . (»  — 0)0. 

Deinde  illorum  denominatorum  alteri  faftores  conliituent  hanc 
(eriem : , 

1 » i 4 j 

1 ; 1.2  ; 1 . 2 . 3 ; 1 . 2 . 3 . 4 ; 1 . 2 , 3 . 4 .5  & c.  .. 

Ii  terminus  indici  o refpondens  ponatur  = A»  erit : ; ! 


A = 


3 " 3 


• — • A» 


. &c. 


I + 0)  2+0)  3 + 0 

Quibus  inventis  fi  iplius  feriei  propofitae  : 

n_  n(n-i)  ti(n  - l )(»- 2)  a(«-l)(y>-2)(»-3) 

I ’ 1.2  ’ 1.2.  3 ’ 1 . 2 . . • 3 . 4 

terminus  indici  o refpondens  ponatur  2 , erit : 

S= N . 

A.(2-o)(3~o)(4-o)-  . . (»-o)0 

At  vero  eft: 

N 


&c. 


(2  — 0)  (3—0)  (4  — 0) 


(»  — «)' 
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2 • 3 4 

a — <a  ' 3 — oi  ' 4 — »■  * 
atque 
2 • 3 


1.2 


n — &> 


3-4 


A0  = . - 

(*  + »)(*-»)  (2  + “)(3-“) ‘(3  + <i»)(4-«) 
Ex  quibus  terminus  indici  4)  refpondens  quaefitus  erit 
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. &e. 


|g  _ __L_  i 4 5 

2-03  3-C0  4-03  5-0) 

(i -1.03X2  -03)  (2403X3-01)  (3-f-Q3)(4-Q3) 

2 2.  3 3.  4 

Indici  ergo  7 refpondebit  ifte  terminus. 

4 8 ic  12 

3 * S ‘ 7 ’ 9 ‘ii 

3J  5J  ^7  KP 
2.4' 4.4' <5. 8 '8.10 

qui  reducitur  ad 


n 

n - Q) 


.&&  in  infinitum. 


2 n. 


erit  = — 


3 • 5 • 7*  9 
2 2 . 4 . i$ . 8 . 1 o 

x 


(2«-  1) 

. 2 » 


2 /; — t 


— , feu 
X 


. . . I*3-S-7(P  • . . (2»-r) 

Si  fuerit  n — 2 , prodibit  ifta  feries  interpolanda  : 


4 , 
0 , 


&c. 
&c. 
16 


cuius  propterea  terminus  indici  4 refpondens  eft  =2  — . 

3 x 

EXEMPLUM  IV. 

Quaeretur  terminus  refpondens  indici  — \ in  bac  ferte : 

0 1 2 3 4 

2 2.4  2.4.5  2. 4. 6. 8 

Oritur  haec  feries  ex  praecedente  fi  ponatur  n — 7,  erit- 
que  propterea  terminus  quaefitus,  qui  fit  = 2 : 

Q.iqq  2= 
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pofito  n — j . 


■ = 0 fi  fit  » ss  i 

k * * 


^ 2 2«  4*  ^ • ■■«  • • 2 W 

ir  ’ i.  3. 5. 7 . •.  •.  (2»  - 1) 

2i  61  b • • « ■«  2» 

Ponatur ; . ■ 

1.3. 5.7  . . . (*»— 1) 

critque  0 terminus  refpondens  indici  { in  hac  ferie: 

2 2.4  2.4 .6  24.6.9  ^ 

r ’ J.3’  1.3.5’  »-3*5*7  * ° 

X ' 

qui  ex  fuperioribus  prodit  = — . Quocirca  feriei  propofitae 

terminus  indici  ■{  refpondens,  qui  quaeritur,  erit  = 1.  Quo- 
niam autem  in  i fla  ferie,  ft  terminus  indici  cuicunque  0)  ref- 

pondens  ponatur  = IS  , fequens  eum  erit  2 ' = — j-—  S ; fe- 
ries propofita  ita  mediis  terminis  interiicicndis  interpolabitur: 
Indices : • ? 1 i * t a i 

. . 1 -1.1  1.1.3 

Termini : 1 ; 1 ; — ; o; ; o; o ; «c. 

2 2.4  2.4.5 


EXEMPLUM  V. 

Si  n fuerit  numerus  qvicunque  fr alius , invenire  terminum 
indici  os  rcfpondentem  in  ferie  : 

012  ,3  4 

n_  n(n-l)  _ »(»—!)(»  — 2)  »(»  — 1)  (u  — 2)  (»  — 3) 

* I ’ I.  2 ’ I.  2.  3 ’ I.  2.  3.  4 

&c. 

_ 2 3 4 n 

Si  expreilionem . . 

1 2-003-»  4-«  n-ca 

cum  §.  400.  comparemus,  fiat  « = i,  c~  1 , b — 1 — co , 
ibiquc  loco  0)  pofito  n , erit : 

I 2 3 n 1(1-04»)  2(2—04»)  ^ 

i- <a’  2- w’  3 - «'  " ’ »-< 0 (i«co)(i4»)  *(2-<o)(24.») 

unde 
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unde  terminus  qoaefitus  indici  a re/pondens  fi  ponatnr  = S , 
erit : 

_ (i-QH»)2  (2-apt)3  (iJ»X*-«)  0i“)(3-“)  „ 

(i+»x*h.),(*4»X3-?)  i-  r'~rr  c' 

ideoque 

S — (H“)0-(-”-<a)  (34-aX3l»-a) 

i(i  + »)  * 2(2+»)  * 3(3+»)  * fc 

quoties  ergo  n — • o>  fuerit  numerus  integer  valor  ipfius  ir- 
rationaliter exprimi  poteft. 

Sic  fi  fit  n = <a  erit  S = r 

fi  n = x -f-  <a  erit  S ==  n 

r . • <->  nCn-i) 

fi  n — 2 -f-  cj  erit  2?  = — 

1.  2 

fi  » = 3 -f-  0)  erit  s = - 

1.  2.  3 

&c. 

At  fi  Juerit  <a — » numerus  integer  affirmativus  > erit  fem- 
per  2 = o. 


Qqqq  2 
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de  usu  calculi  differentialis 

IN  RESOLUTIONE  FRACTIONUM. 


403. 


J\/XetI>odu5  fraflionem  quamvis  propofitam  in  fra&ione# 
fimplices  refolvendi , quam  in  Introduilione  expofuimus,  etfi 
p.*r  fe  fatis  eft  facilis;  tamen  ope  calculi  differentialis  ita 
perfici  poteft,  ut  faepenumero  multo  minori  negotio  in  ufum 
vocari  poflit . Praecipue  vero  fi  denominator  fraftionis  refol- 
vendae  fuerit  indefiniti  gradus , methoJus  ante  expofita  ple- 
rumque non  mediocriter  impeditur,  dum  loco  quantitatis  inco- 
gnitae fubftitutio  valoris,  quem  ex  quopiam  faftore  induit  , 
fieri  debet.  Imprimis  autem  his  cafibus  divifio  denominatoris 
per  faCtorem  iam  inventum  nimis  fit  molella.  Quae  operatio , 
fi  calculus  differentialis  in  fubfidium  vocetur,  evitari  poterit  , 
ita  ut  non  opus  fit  alterum  denominatoris  ftCtorem  , qui  ori- 
tur, fi  denominator  per  faCtorem  iam  cognitum  dividatur, 
nolle.  Hunc  autem  ufum  praeflat  methoJus  determinandi  va- 
iorem  fra£Vonis,  cuius  numerator  ac  denominator  certo  cafu 
ambo  evanefeunt , cuius  beneficio , quemadmodum  refolutio  fra- 
ctionum iam  fupra  tradita  commodior  & traftabilior  reddi 
queat , hoc  Capite  doceamus , fimulque  finem  hnic  libro , in 
quo  ufum  calculi  differentialis  in  Analyfi  expofuimus , im- 
ponamus . 


404.  Si  igitur  propofita  fuerit  fraftio  quaecunque  — j 

cuius  numerator  ac  denominator  fint  funftiones  variabilis  quan- 
titatis *•,  rationales  & integrae;  primum  videndum  eft , utrum 
x in  numeratore  P tot  plurefve  dimenfiones  habeat , quam  in 

deno- 
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P 


denominatore  Q..  Quodfi  eveniat , complefletur  fraflio  — ia 

fe  partem  integram  huius  formae  A-f-B#  + C**-f-  &c. 
quae  divifionis  ope  inde  erui  poterit : pars  reliqua  erit  fraflio 
eundem  denominatorem  Q habens , fcd  cuius  numerator  erit 
funflio  puta  R pauciores  ipfius  x dimenfiones  continens,  quam 
denominator  Q,  ita  ut  ulterior  refolutio  inflituenda  ftt  in 

fraflione  — . In  teri  m tameu  non  opus  eft  nofle  hunc  novum 

numeratorem  R , fed  eaedem  frafliones  fimplices , quas  fraflio 

R 

— fuppeditatura  cflet , elici  poffunt  immediate  ex  fraftione 

propofira  ^ ; prouti  iam  fupra  notavimus . 

405.  Praeter  partem  integram  igitur , fi  quam  continet 
P 

fraflio  — , erui  debent  frafliones  fimplices , quarum  deno- 

minatores  fint  vel  binomiales  huius  formae  f+gx,  vel  tri- 
nomiales  huiufmodi  /+  2 x coftp . V fg+gxx , vel  eiufmodi 
formularum  quadrata  , cubive  (eu  altiores  poteftates . Hique 
denominatores  omnes  erunt  faflores  denominatoris  Q,  ita  ut 
quilibet  denominatoris  ipfius  Q faftor  praebeat  fraflionem 
fimplicem.  Scilicet  fi  denominator  Q.  faflorem  habeat 

91 

ex  eo  nafcetur  fraflio  fimplex  huiufmodi ; fin  autem 

/+£* 

. . 91 

faflor  fuerit  (/+5*)*,  binae  frafliones——- + — — - — . 

.(A.?*)1  f+g* 

Atque  ex  denominatoris  Q faflore  cubico  (/+£*■) * orien- 
tur tres  frafliones  fimplices  huius  formae : 

- 91  ^ © £ 

7-7-7 — r.  + 77T »+7T — > & lta  Porro  • Quodfi 

(/+  gx)*  f+gx  . 

autem  denominator  Q faflorem  habuerit  trinomialcm  hu- 
iufmodi 


^70 
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iufmodi  ff—  zfgxcofq>  -\-ggx x , ex  eo  orietur  fraftio  fim 
plex  talis  formae  — p —■ 7 — ; > «Itio  hu- 

r ff—*fsxco[<t>+&gxx 

iufmodi  faftores  fuerint  aequales  uti  (ff — 2 fgx  cof<p  +■ g1xxY ■> 

hinc  prodibunt  duae  fraftiones 

91  + fl  A? 93  + b x 

(Jf—ifgxcofQ+ggxx)1  ff—  zfgxcofQ+ggxx  ‘ 
Huiufmodi  autem  faftor  cubicus  (ff — 2/£*cof(p+-ifjjj*’x)* 
dabit  tres  fraftiones  fimplices , biquadratus  quatuor,  Sc  ita  porro. 

P . 

405.  Refolutio  ergo  fraftionis  cuiufcunque  — ita  indi- 

tuatur.  Quaerantur  primo  omnes  faftores  tam  fimplices  feu 
binomialcs  , quam  trinomiales  denominatoris  Q,  & fi  qui 
fuerint  inter  (e  aequales , ii  probe  notentur  , & indar  unius 
habeantur . Tum  ex  lingulis  his  denominatoris  factoribus  eli- 
ciantur fraftiones  fimplices,  vel  modo  iam  fupra  oltenfo,  vel 
eo , quem  hic  fumus  tradituri , & qui  pro  lubitu  in  locum 
prioris  fubditui  poterit . Quo  fafto  aggregatum  omnium  ida- 
rum  fraftionum  fimplicium  una  cum  parte  integra,  fi  quam 

P 

continet  fraftio  propodta  — , huius  valorem  exhaurient . In- 
ventionem quidem  faftorum  denominatoris  Q hic  tanquam 
cognitam  adumimus , cum  pendeat  a refolutione  aequationis 
Q = o ; methodumque  hic  trademus  per  calculum  differen- 
tialeni  pro  dato  quovis  denominatoris  faftore  fraftionem  fim- 
plicem  inde  ortam  definiendi.  Quod,  cum  idarum  fraftionum 
fimplicium  denominatores  iam  habeantur , praedabitur , fi  nu- 
meratorem cuiulque  fraftionis  invedigare  doceamus . 

p 

407.  Ponamus  ergo  fraftionis  — denoininatorem  Q fa- 

ftorem  habere  f-\~g *,  ita  ut  fit  Q = (/"-{- p#)S  neque  vero 
hic  alter  faftor  S infuper  eundem  faftorem  f-\-gx  contineat. 

Sit 
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Sit  fraflio  fimplex  ex  iffo  faflore  orta  r=  — ; & coni- 

f+gx 

V 

plementum  huiufmodi  formam  habebit  — , ita  ut  fit 

21,  VP  VP  2( 

7T — + T = FT  • Ent  erS°  *T  = 7T  “ 7~7 — = 

f+gx  S Q S Q.  / + g* 

P — 2(S  P-21S  • . . „ r , n. 

7 — — : ideoque  V = ■— — . Cum  igitur  V fit  functio 

(f+gx)S  ^ f+gx 

integra  ipfius  x , neceffe  efi  ut  P — 21 S fit  divifibile  per 
f+gx;  ac  propterea  fi  ponatur  f+gx  — o fen  #=—  , 

-f  S 

exprefiio  P — 2lS  evanefcet.  Fiat  ergo  *=  — , & cum  fit 

P .5 

P — 21S  = o,  erit  21=  — * uti  iam  fupra  invenimus.  Cum 

autem  fit  S = — fiet  21  = ^7—^ 
f+gx  Q. 

tur  f+gx  — o , feu  * = — . Quoniam  vero  hoc  cafu  tam 

numerator  (/+£*)P,  quam  denominator  Qevaneicit;  per 
ea , quae  de  valore  huiufmodi  fraftionum  inveftigando  expo- 

fuimus , erit  21  = — , fi  quidem  ponatur 

* = — . Hoc  autem  cafu  ob  (f  + gx)d¥  — o , erit 
v-  J gVdx 

21  *=  - . - ; ficque  per  differentiationem  valor  numeratoris 

91  expedite  reperitur. 

...  ! . p 

408.  Si  igitur  fraflionis  propofitae  — denominator  Q 

faftorem  habeat  fimplicem  f+gx , ex  co  orietur  fraftio 

fim- 


, fi  ubique  pona- 


tf7* 
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?t  >/*  ^Pi/y 

fimplex  — , exiftente  , pofiquam  hic  ubique 

f+g*  1 

-.y 

loco  x valor  — ex  aequatione  f-\-gx  — o oriundus  futrit 
© 

fubfiirutus . Hoc  ergo  modo  non  necefle  eft , ut  ante  quae- 
ratur  alter  denominatoris  Q fa£tor  S , qui  oritur , fi  Q per 
f+&*.  dividatur.  Hinc  fi  Q non  in  fa&oribus  exprimatur, 
lianc  divifionem  faepe  non  parum  molefiam , praecipue  fi  x 
in  denominatore  Q habeat  exponentes  indefinitos  omittere 

• 0 P d X 

poterimus , cum  valor  ipfius  # ex  formula  Emea- 

tur. Sin  autem  denominator  Q iam  in  failoribus  fuerit  ex- 
prefius , ita  ut  inde  valor  ipfius  S fponte  pateat , tum  prae- 

. . P 

ferenda  erit  altera  exprefiio , qua  invenimus  3(  = — , ponen- 

►/  . s 

do  pariter  ubique  x = - — . Sicque  pro  inveniendo  valore 

ipfius  31  quovis  cafu  ea  formula  adhiberi  poterit , quae  com- 
modior & expeditior  videatur  . Ufur»  autem  novae  formulae 
aliquot  exemplis  jlluflrabimus . 

-EXEMPLUM  I. 

’>  x » / ' 1 

Sit  propoftta  i/ia  fradio  — — — - , cuius  fradionem  fimplicem 

ex  denominatoris  f 'adore  1 + x oriundam  definiri  oporteat  . 

Quoniam  hic  eft  Q ss  x + x v , cuius  etfi  fa£lor  i -f-  x 
confiat , tamen  fi , uti  prima  methodus  pofiulat  per  eum  di- 
videre velimus  , prodiret 

S=i  — a:  + ara:  — x*  -f-  . . . . -f-ac1*. 

• p T?  d x 

Commodius  igitur  utembr  nova  formula  3(  = 2— — ■ quia  . 

itaque  efi  f = i , g — i > & P = ar*,  ob  dO^iyx'*  dx> 

• ' fiet 
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y unde  fit 


X'  I 

( fiet  9t  = t = - — - — , polito  x=z-r-  i 

iyxxi  ! 17*^ 

" ' ' ■ 1 • • , 

9(  — , & fraflio  fimplex  ex  dcnominatorls  faftore  1 -f  * 

17  — l 

oriunda  erit  - — - — r i 

. ...  I7(x+at).  . . ' . . ... 

EXEMPLUM  II. 

W * ' i*  ^ 

. Propofta  fradtone fradionem  fmplkem  tx  denomi- 
natoris f adore  oriendam  invefigare.  | 

• Ob  faftorenV  propofitum  i — •>,  erit  / ~ r ,’  Sc  g=s-  1 . 
Tum  vero  denominator  Q=i-**"  dat  dQ==~znx,,-ldx; 

' - xm 

tinde  propter  P = *”  obtinebitur  31=:^ . Pofitoqueex 

i . T \/c  V i v';\  '* vm**-!  1-  > i? 

aequatione  1 — * — o,  «an  1,  fiet  3(=si-i:;  ita  ut  #a&io 

1 x» 

fimplex  futura  fit  haec  — - . 

r a«(x  — - *)  . J- ' 

EXEMPLUM  rfllJ. 

' x™  ■'  il" 

Propofta  fradione  * ijTjx  n * em  fra^,onem  fmplictm 

tx  denominatoris  f adore  I — x oriundam  determinare 
Hic  ergo  fit  /=  1 ; g=~  1 ; P=«";  Qj=s  1 — 4«*  + 3«» 

Sc  i*»?"* ; unde  fit  31  = — — 

«#  - 4^*  3»*”1 

& polito  * = 1 , erit  Fraflio  ergo  fimplex 

ex  ifto  denominatoris  faflore  fimplici  t — x oriunda  erit 

t ' | 

(4^j»)(r-:*)r; c-  i vv-r.  •'  • : + 1 *--- 

" “ ‘ ''  ' Rrr*  +op 
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409.  Ponamus  nunc  fraftionis  — denominatorem  Q 

fa&orem  habere  quadratum  (/ -f-  gx) 1 , & fraftiones  fimplices 
9t  33  . ' ~’ 

hinc  oriundas  efle  = 77-: — t~  + 7- — • Sit  Q,—  (/+J*)’S 
(/+£»)*  /+$*  “ 

V . V P 

& complementum  = — : ita  ut  fit  — — — — - — 

s ■ ,x  -w  s Q.  (/+£*)* 

® . „ p-«s-®(/4^)s  ^ n , 

• — — ; 8c  V = — rr • Q?ia  nunc  V eft  fun- 

ffg"  (/+£*)*  . 

ftio  integra,  neceffe  eft  ut  fu  P — $ S — 23S(/-f"g*)  divifi- 
. bilft-  per  T^g*)  * $ & , cum-  $ fc£lorem  /+£*  ampLius  non 

1 contineat,  quoque  haec  expreflio  — 21  — 33  (/ + g*)  divi- 

. i-r>  ■ " " ; S 

fibilis  erit  ' per  .(/+£*)*>  ideoque  faflo  = so,  feu 


-/  . 


non  fclum  ipfa,  fed  etiam  cius  difterentiale 


V.I 


d.  — -gj £</*  evanefcet Fiat  ergo  * = — , eritque  ex  priori 

p 1 . ...  a , P 

aequatione  9(=r—  j ex  pofterioti  vero  erit  23  = — - d.  — : 

• . • « * m S 

quibus  valoribus  inventis  habebuntur  frafliones  quaefitae : 

. -Si  v.U.  »-,.V--.Va  y-  1 ~,:-vv 

(/+£")*'  ‘ : ’ ~ = “?  i V.  1 >-•  *•" 


r E X E M P'  L U M . 


< . 


Propofsta  fraRione  - cuius  . denominator  faftorcm 

• : c 1 -4x’  4.  j**r=  J-7  jiie  < 1 --  v.  c'  ':-n 


tabet.  (1  k)  1 , invenire  frafliones  fmplices.  tine,  oriundas  i 
Cum  hic  fity^  »>£  — - * •»"P— Q=  1 - 

P -* 


4»v+3*i» 


erit  S = 1 + 2#  + 3** ; — = 

v*  •: 


1 + i*  + 3XX  * 


& 
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p m*m~'  dx  + 2 (m  — i)xm  dx  + 3(0»  ■—•i)»"  +•  dx 

* S (i  + 2x  ■+•  3*x)* 

Hinc  pofito  x — i , erit  :•  . 

T 6m  — 8 4,  — im 

91  ~~  & » = -1.  — =~u— 

unde  fra&iones  quaefitae  erunt : — — * 1-  ? . 

1 6{i  — H)x  18(1 -r-*> 

P 

410.  Habeat  frafHanis  — denominator  Q tres  faftores 

'V. 

fimplices  aequales,  feu  fit  Q=  (f+  g »)*S , fintque  fraflio- 
nes  fimplkes  ex  hoc  faftore  cubico  (/  + g*)‘  oriundae  hac: 

(/'+«*)’  ( f+p)1  f+S‘’ . 

eomplementum  vero  harum  fractionum  ad  fraftionem  propg* 

P ■ \ .-V  J ':!-■■  ’ 

fitam  — confti  tuendam  fit  — , eritque  V = 

p — ats  — »s  (f+ ,»)  — es  (/+ j,j  • „ L 

17+s-f’  -—■■■-  hl“  "• 

preffio  4-  — 9f  — ©(/+£*)—?(/+£*)»  divifibilis  erit 

per  (/+5*)’;  unde  pofito  /+£#  = o feu  x~~  , non  fo- 

lum  ipfa  haec  exprefiio,  fed  etiam  eius  differentiale  primum 

& fecundum  evadet  = o . Erit  /cilicet  ponendo  * = z£ : 

g 

y — 91  — 23  C/+5*)— £ C /+S*) 1 = o 
P 


</•  y — • — 2 J*  (f-h £*)  = o 

dd.  y — a(Jjjs d x*=^o. 

Rrrr  2 


_ — 


•=  y Ex 
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Ex  prima  aequatione  ergo  erit  - - 21 — 

• ' O 


*~4*4 

o &dx  s 


Ex  fecunda  vero  erit  > 

••  r ~~  I " " **  0_i 

Ex  tertii  denique  definitur  E = dd.  il 

. , — , , ‘ ^%dx\  S 

--  • J p 

411.  Generaliter  ergo  fi  fraflionis  — denominator  Q 

S 

fa  florem  habeat  (’/"+£»)'■,  ita  ut'  fit  Qtrs  (/ -frgx) " S ; po- 
fitis  fra&ionibus  fimplicibus  ex  hoc  faflore  v/+£*)'  oriundis  his: 
3(  2)  1 ’ 6 „ ‘ 

(/+**)  *-,+(/+£*)’-* + (/+ + 

quoad  ad  ultimam,  cuius  denominator  eft/-f-g* , perveniatur , 

fi  ratiocinium  ut  ante  indi  tuatur,  reperietur  haec  exprefiio : 

T- - 2t  - 23  (/+ g*)  -U(/+  i*)  ‘ - 2>  (A  g*)  ’ - e (/+  5*)  * ~ &c-, 

. 1.  ; 1 

divifibilis  efle  debere  per  (f -j-gx)  * , hinc  tam  ipfa , quam 

fmgula  eius  differentialia  ufque  ad  gradum  v-i,  cafu  * = — * 

evanefcere  debebunt . Ex  quibus  aequationibus  concludetur  io- 

re  ponendo  ubique  * — —£  . 

S 

S 

23  =~d.^ 

I "fi*  o 


<r  — — dd.  -4r 

1 ,2g'-dx*  S 


2)  = 


d>.* 


1 • 2 • Ig 3 dx  5 

e = - — ttz  d*’  -?  &c- 

t.2.3.4^4»*4  o 


Ubi 
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Ubi  quidem  notandum  eft , differentialia  ifta  ipfius  — ante 

-f  S 

capi  oportere , quam  loco  * ponatur  — , alias  enim  variabi- 
li tas  ipfius  * tolleretur. 

412.  Facilius  ergo  hoc  modo  ifti  numeratores  9( , S , 
Cf , © , &c.  exprimuntur , quam  eo  modo , qui  in  Introdu- 
flione  efl  traditus,  & faepenumero  quoque  hac  nova  ratione 
eorum  valores  expeditius  reperiuntur.  Quae  comparatio  cus 
facilius  inflitui  queat,  valores  litterarum  21,  S,  £,  ©,  &c. 
priori  modo  definiamus: 


Pofito 


s 


Statuatur  rcliflo  x variabili. 
P— QtS 

-7+F~  = * enc 
fu*  a 

£1  — es 
~rrz — = 
f+g* 

91  — ©S 


erit 


erit 


f+g» 

Sc  ita  porro 


= <2>  erit 


* S 

41 3*  Quodfi  autem  frafliouis  — denominator  Q no» 

omnes  fa flores  fimplices  habeat  reales,  tum  bini  imaginario- 
rum iun£lim  fumantur,  quorum  produftum  erit  reale.  Sit  er- 
go denominatoris  Q faflor  ff — ifgn  cof(p  +£?**,  qui  po- 
litus = 0 dat  hunc  duplicem  valorem  imaginarium: 

* =~ c°l"  <P  f‘n  <p  ; ex  quo  erit 

f*  f* 

— cof»<p±— -f fm.»a.  r, 

g gW—i  * n Pona- 


<578 
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Ponamus  efle  Q_—(ff — zfgxcof®  +,£?**)  S , atque  S prae- 
terea per  ff — ifgxto f(p~hggxx  non  elfe  diviiibile.  Sit  fra- 
£fio  ex  ilto  fadore  denominatoris  oriunda: 

K 4-  a* 

ff—ifgxco[<p  +ggxx 

' P V 

8c  complementum  ad  propofitam  — fit  = — , erit 

V = p-(^4;a*)s unJe  P _ (3(  + ft4f)  s 

jf—zfgXCofQ+ggXX 
P 

ac  propterea  quoque  — 2t  — a* 


divifibile  erit 


per 


ff — zfgxcof(p  -bggxx.  Evanefcet  ergo  — 9f  — a*  fi 

ponatur  ff — zfgxcoC(p  -^ggxx  = o , hoc  eft  fi  ponatur 

f f 

vel  x ~ — cof  <p  4 fin  ffl 

g 1 

/ f 

vel  x = •*—  cof  (p - fin  (p . . 

g gV — t 

414.  Quoniam  P & S funt  fun£liones  integrae  ipfius 

x,  fiat  in  utroque  feorfim  utraque  fubftitutio;  & quia  pro 
quavis  poteftate  ipfius  *• , puta  x ’ binomium  hoc  x"  <== 

f'  f“ 

— co fn  (p  ± fin  n <p  fubflitui  debet . Ponamus  pri- 

& * je*v—  1 * 


f 


mo  ubique  — - cof  n <p  pro  x " , hocque  fafto  abeat  P in  $ , 

& ’ _ y* 

& S in  @ . Deinde  ponatur  ubique  — fin  « (p  pro  # " , hoc- 
que faflo  abeat  P in  p & S in  g;  ubi  notandum  efl  ante 
has  fubltitutiones  utramque  funflionem  P & S penitus  debere 
evolvi,  ita  ut,  fi  forte  fafloribus  fint  implicatae,  ii  per 
aflualem  multiplicationem  tollantur  . His  valoribus  , p , 
<S,  $,  inventis,  matufeiUitn  erit,  fi  ponatur:  


CAPUT 

= — cof  <p  ± 

g g/— i 


XVIU. 
fiu  (p 


^79 


fuafHonem  P abituram  efle  in  $ ± — — , & fun&ionem  b 

'f  - 1 


abituram  efle  in  @ + 


✓ - i 


Hinc  cum  2t — a* 


feu  P — (2l  + <t*)S  utr0(lue  cafu  evanefcere  debeat,  erit: 

7h=(5,+af' “f»*  J7r7li“<p)  , (s±^) 

unde  ob  ligna  ambigua  hac  duae  aequationes  orientur : 


% = 310+  — cof<p 


fl/d 


fin  (p 


p = Q(  g -f-  cof  (p  + fin  (p 

g 5 • 

ex  quibus  eliminando  21  eruitur : 


0p— 


g 


fin  (p  ; ideoque  erit 


a = ■ 


g(ev— «$) 


/(0*  + S*)fin<P 
Deinde  eliminando  fin  <p  erit : 

e$+«p=(0*  + fi*)(2l+—  cof< p). 

g 

— ® + (0p  — 6%)cof<p 

0'  + (0*  + $’)  fin  (p 

. Q 

415.  Cum  iam  lit  S = 


Ergo 


51 


ff—  ifgxcofq)  + ggxx 

quia  polito  ff — 2^j*cof<p 4-^g**e=o  tam  numerator  quam 


denominator  evanefcent,  erit  hoc  cafu  S = 


dQ.dx 


2ggX—  ifg  Cof(p  ' 


. ' ' *»  * 

Ponamus  nunc  fi  ubique  fubftituatur  x *=r  J—  cof»  (p  , fun- 

^ ftio- 
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«Bionem  abire  in  d;  fin  autem  ftatuatur  x"  =—  fm  » m 

d x * fi  * * ^ 

eam  abire  in  <)  ; atque  manifeftum  eft  fi  ponatur 

f f 

x = — cof  (p  + fm  © 

5 . gV  — i 


fun&ionem  abire  in  d + — - — 

dx  V—  i 


Ex  quo  functio  S 

r — - a 

abibit  in  -----  ** -- . Cum  en»o  fit  S = 0 + — - — 

±2fg(\n<p:S  i b V- 1 

eodem  valore  pro  x polito , habebitur, 


<1  j.  2 f g 0 

— — + fin  © — ■ 2 1 

i 

— £*.  „ q 


d ± =±  “Z~  fin<P“  2/5«ftn<p. 


& @ = 


Erit  ergo  6=  — - . 

2/gfin<p  z/gfinp 

Hifque  valoribus  fubftitutis  fiet  a = 

d*  + q‘ 

& <](  — — P&Km  <p __  2/i(pq  -Hgd)cof<p  . 

d:  + <r  , 

4i Hinc  ergo  idonea  obtinetur  ratio  ex  quovis  fafto- 
re  fecundae  poteftatis  fraftionem  fimplicem  formandi , hicque 
cum  ipfe  fraftionis  propofitae  denominator  in  computo  reti- 
neatur , divifionem , qua  valor  litterae  S definiri  deberet , & 
quae  faepe  non  parum  eft  molefta,  evitamus.  Si  igitur  fra- 
p 

&i°nis  Q denominator  Q faftorem  habeat  talem  ff-  2 fgx cof<p 
+££**  j fequenti  modo  fra£tio  fimplex  ex  hoc  faftore 
oriunda , quam  fingamus  = — — * , definie- 


_ f 


Jf—2fgXCoC(f)+ggX*  ’ 


tur . Ponatur  * = ; — cof  (p  , & pro  quavis  ipfius  x pot effate 
S 
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f' 


x * fcribatur  cof»<p;  quo  fa£to  abeat  I’  in  •}>,  Sc  fun&io 

in  C.  Deinde  ibidem  ponatur  x — — Cn  <p , & potc- 

ftas  eius  quaevis  x ” = fln  «q> ; abeatque  P in  p,  & in  q. 

Inventifque  hoc  modo  valoribus  litterarum  $ >,  0 , p Si  q 
quantitates  21  & a ita  definientur , ut  fit 

2 /i(ftq  — p o)fin<p  z/Vfig  Q -f  pq)  cof<p 

Q 1 + 0 * . G * -fr  ^ * 

Pfl),  l',,.  •*'  V-  - " 

(i  — * 7~r — : *• -*■  - ■ 

G + q 

Fractio  ergo  ex  denominatoris  Qfadtore  ff-2  fgx  cof<p  \.p/xx 
oriunda  erit : 

? fgiWH  — V g'?r»n  <P  -f  2g($  0 + pq)  (gx  — /cof(p) 
( G*  -M  *)  (jfif—  tf<p+J>gxjt}'  _• 

E X £ M P L lTm  L 


: i-  j 


x 

Si  brobofita  fuerit  haec  f ratito  — — cuius  denominator 

, a+bx" 

a -f  b x * fati  orem  b abeat  hunc : ff-  2f  gx  cof  <p  4.  ggxx  invenire 
frathonem  ftmplicem  buic  fatlori  convenientem  », 
Quoniam  hic  eif  P = xm  & - Q = a + i*",  erit 
dQ 

——  = n b * * * 1 , unde  fiet : 

d x . , 

S * /■*  — i > ti.i  - — - — ira 

$ — cofw <p  - ; P—  — fin w m'  ‘ 

5 gm 

^ nbf+-'-. v »*/*•«  •*.  , 

C — cof(»-i)<j>  J q== — U-T- 

. <’■  nlb'f<-') 

Ex  his  erit:  a*.  + <!*■ — 


il',ouO 


-p  *;».-»! ’ 

Sss  s 


$4 
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n b fm  *-• 

pCl=-^rr—  fia(*-w-t)<p; 


atque  *J5  & + p q = 


£ 

vbf' 


f»  t~  h~ x 
»-» 


COf(«-  777  - i)  (p  . 


Quamobrem  erit  fraflio  fimplex  quaefita  : 

2 g ""“[/fin  <p.  fin  (»-w- 1 )(p4.5jfcof(;»-7»- 1 ;<p-/ cof<p.  cof(V;»-i'(j}] 

» (jgf  — 2/^  * cof  <p  + £,g * *) 

feu  • • * i 

2 g a~" [gxco((n-m-  t)<p  — /cof  (»  - ?w)  <J>  ] 

n £/“-»  » (/—  2/£  * cof  <p  + gg  » x ) 

E X E M P L JJ  M II.  . ’ ....  , 


cuius  denominator  fa- 


Sit  propofira  haec  fraftio  , . 

rr  x " (a  + bx  ") 

dor  em  habeat  ff-  2 fg  x cof  <p  -f-  g g x x , invenire  fraUionem 

— ftmpiicem  inde  oriundam . 

Cum  fit  P=i,  & Q.  = **"  -f 
1 o • ^ » . r 

erit  -—=■=  max”-'  -|-  (7»  + «) i , idcoque  pofito 
d u , 

/*•  1 « i 

*"  = - — cof 7/ (p  ob  P — * 0 & «B  = i. 

'm'*/'*"*'  v.*«  , (mX.*)hf*+  ,,  v 

& *=  “f(  *ri).<p + g°fC”  + » **)<P 

o o ’ 

& p = o j atque  . r _ 

mof—'  , . . . (mi.n)bfm+~*-t 

q = — — — fin  ( »»  «"i ) $ 4"V 


fin  (7»4.»-i)^) 


g’  * c;  . »r’  i r.:  ;; 

?.  Ergo 


(m-f 

11  ~ 


r 1«  *+-  «-» 


Quodfi 
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Quodfi  vero  efl  ff—  2 fgx  coftp  + divifor  ipfius 

• , bf'  r * l'f°  e 

*4 -/)«•’,  erit  a H coi  »<p=o  « — — fin  n cp  = o, 

bbfiH  1 . 

unde  *a  = — — • Erit  ergo: 

(»1  f»)  'bbf1'm~i~  . m(2n  + rn)aaf,im~l') 
C'*  "t"  ^ ' „ »(w  +-  »-I>  o 

:v  nnaaft(r"  ^-nnbhf 

e «(."-O  “ • . 

o • . . . p r.  v 1 

Deinde  vero  erit  : . 

MMf—i',  - ' * 

^-pO.=  — fin  (m-ij(pf 

bfm*~  *-* 


fin(w4J*_I)'& 


»- 1 • 'j 

— - [(m  .f  *)  fio  (•**»£«  ~3  ),(p — n»  cef n-tp , fin  (?w  - 1 ) <pj 


*iM  -f—  l»  - 1 • - ^ * i 

— f * cof«tpfin  (m- 1 )(j)  (v*4  n^fmn  <p  cof(w  - i)(p] 

+ pq  = • 


bfm+- 


— [ (m  .{. n)  cof  (»1  + n - i)'(p  — »1  cof»  (p . cof  (w-  i)<pj 
b ~ i * ».  1 .»  S . > 

Vel  cum  jjf — 2 /5  c°f  <P  "f"  ££  * * fit  quoque  divifor  ipfius 

• -f-  £#"  +■  ■-* , erit : > ! 

g f »-«  ' bfM^r'“~ ‘ r ? 

cof(«»-i)<p  + — — cof(w  + »-  0<P=o 

— — fm(w-i)<H fin  (»»  + «-i)$=0> 

5.  '1  1 - v . f! K — • , . : - a . t .1  — • • - i 

unde  erit : • ;t 

nb  fm  a~' 

& = — ^rr7-cof  O-P»-  0-fl»  & <1= 

- «■  ; 4 

& = cof  ( m - 1 ) 0 & a = fin(w-i;(p- 

rv  - k-  - n--'  r 

' • Ssss  2 . Ex 
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Ex  quibus  refultabit  fraftio  quacfita : ... 

_l_  2 5 ” m <P  — £>  * c<Jf  (m  - 0 (J>  ] 

«rt/*-*  {fi—  i fgX  COf  (J)  + ££**)' 

Quae  formula  ex  priori  exemplo  fequitur , fi  ponamr  «»  ne- 
eativum , Unde  nou  opiis  fuillct  hunc  cafuin  peculiarem  con- 
itituifle.  ...  ..  f 

EXEMPLUM  ‘-IJL- 

£ IU 

Si  /juius  fratlionis ■ denominator  Labuerit  fallor  em 

apbxl!|.cx-!|:.  . _ 

ff  — 2 f g x cof  <p  -f-  g g x x , frattionem  fmplicem  invcjligare 
ex  boc  fallor  e oriundam  . 

- Si  ff — 2 f g x cof  cp  -f*££  * * eft  faclor  denominatoris 
a + b x"  -f-  c x3",  erit  ut  fupra  offendimus: 

bf"  cf in 

a cof  n m — — cofa«(j>  = o 

g’  * r'  ■ • . 

b i n c Tzn  « - "i  \ \ 

1'  & — — £n  -+--1 — — fin  2 nq)~o.  

• • C „ - .?*" 

Cum  igitur  fit  P = *"  & Q = a + b x "•+■***“ , 

,d Q , - . ; j t r’ 

erit  — - — = n bxn~l  -f-  2 n c it*’"1  : unde  efficitur  : 
d x ••  . 

fit  fm 

$= cofw  (p  & p — fip  m<p?  < ' 

&m  ' gm 

nbf *-*  , incfv'1 

&=-rzrcof  (*-*)<?  + ■ cof  (a«- 1)  <p 


. _-*/"*  r ‘ >'  • : , TTTwrjr»*^ ' ; ' VJT 
<1 fui.C»-  i ) ^ fin  (277- i ) «p . 

£ 


‘Quamobrem  habebimus:  1 A 

'fl.+ 

V.  v £:"  J 

At  ex  duabus- prioribus  aequationibus  efh 

,'£y»  + ' 

a**'-  p"  c v > t.  p1*  ' ideo- 
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ideoque 

4 bcfn  T-g'-'*a 

- cof»  m = 

g"  . f" 


■ 2 bb  • 


2 ccf1 

&-.n 


quo  valore  ibi  fubftituto  erit: 
t n- f'-"*'  /2  a ap'-"  2ccf,">. 

feu 

^ ^ . n 5 ( 2 a a g*'  — bb  fvg  **  + 2ccf*" 

^ , Jf  g'"’1 

Deinde  erit : $ q — p 0 = 

>ibf”'~+''~ ' znc  f” 

~7^=r fin  ( »-  w ■ - 0 <p  + — - — — fin  ( 2»-  « - 1)  o> 


g 


+ »«  = 

— .~=iu—  c0"”  ~ m ~ 0 <J>  + y„—  =—  cof(  **-  » - 0 

Quibus  valoribus  inventis  erit  fraflio  fimplex  quaefita: 
2fg(Vq  — P & )f»n  (p  + 2g(  yC  + y q )(g* — /cof(p  ) 
( & 1 + q * ) (ff—  }fg  x cof  <p  + gg  x x ) 

417.  Hae  autem  fraftiones  facilius  exprimentur,  (i  ip- 
fos  denominatorum  failores  determinemus.  Sit  igitur  denomi- 
nator fraftionis  propofitae:  * -f-  b x’  cuius  faflor  trinomialis 
fi  ponatur:  ff — 2/gx  cof(j)  + gg  x x erit  uti  in  Introdu- 
flione  oftendimus: 

bf"  b f" 

a H cof»(p  — o & - — finnffi^o, 

gm  g ’■  ^ ’ 

cum  igitur  fit  fin»<p=ro,  erit  vel  »<p  — (2^  — i)>r,  vel 
n (p  = 2 k n , priori  cafu  erit  cof»cp  = — 1,  poiteriori 
cof » <p  — -f- 1 . Si  ergo  a 8t  b fine  quantitates  affirmativae, 

b f " 

prior  cafus  folus  locum  habebit , quo  fjt  ac 


propterea : f = * 


& 


i — *" 


> 


tfSrf  CAPUT  XVIIL 


retineamus  autem  loco  harum  quantitatum  irrationalium  litte- 
ras f & feu  ponamus  potius  a—f"  8c  issg",  ita  ut 
factores  invefligari  debeant  huius  funftionis  f*  •hg’  x"  • 

„ ..  - ( a 4 — 0* 

Cum  igitur  fit  m = , ubi  k numerum  quemcun- 

u 1 

que  affirmativum  integrum  defi gnare  poteft ; at  vero  maiores 

2^*2 

numeri  pro  k non  funt  fumendi , quam  qui  reddant  uni- 

n 

tate  minorem;  hinc  fun£lionis  propofitae  fn-\-g''*''  faftores 
erunt  fequentes : 

7! 

3 — ifgXCOl  — + ggxX 

n 

ff  — 2/gxcoC—  + ggxx 


ff  — 1fgx cof—  4-  ggxx 

7t 

&c. 

ubi  notandum  eft  fi  n fit  numerus  Impar  , unum  faftorem 
haberi  binomium  hunc:  f~hgx;  fin  autem  n fit  numerus  par 
nullus  ia£ior  aderit  binomius. 

EXEMPLUM  I. 


X 

Refolvere  hanc  frdftioncm  — — — - in  fuas  fractiones 

fimplices . 

Cum  denominatoris  unufquifque  faftor  trinomialis  continea- 
tur in  hac  forma:  ff—  ifgxcof  — ——  +ggxx  , erit 


in  §.  praecedente  Exempl.  I.  a = f" , £ =r g*  t & 
(ik-i)x 

<p  = — , unde  erit : 

„ , r r , \ r (”»+  — i)*  „ 

Pin  (n-m-  i)  <p  = fin  (>n  -f-  i ) <p  = fin  — & 

n 

cof 
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.(>» -f  i)(ik — i)>r 


co f(«-  m-  i)(p  ~-cof(w  -f-  i)<P  = — cof 1 


2/Tin 


Hinc  ex  iflo  faftore  oritur  fraftio  fimplex  haec : 

(2*-!  > fin 

n 


(gx-fcof— 


gm  (j f — ifgxcot-—-—  +ggxx  ) . 

Quamobrem  fraflio  propofita  refolvetur  in  has  fimplices : 

,r  rr  (m-fr)jr  r r * \ 

2/fin  — . fin 2 cof ( ?*•-/  cof — ) 

n n n v n * 

*f&*  “f—  —ggxx') 

2/fin  fin  ^±^_2Cof^±i^  ( gx-fcoC ^ ) 


vfn-“'-'gm  (ff~2fgxco[—+ggxx') 

n * 

(«*-/«  r?) 


,/«» 5-  • C"  2<*Lt!>r  - » cor 

» » » 


nf.-m  g”(ff-2fgX  COf^—  + gg  X X ) 

&C. 

Si  ergo  » fuerit  numerus  par  r hoc  modo  omnes  oriuntur 
fraftiones  fimplices ; fin  autem  n fit  numerus  impar,  ob  fa- 
ftorem  binomium  f-\-gx  , ad  fraflioues  hoc  modo  refultantcs 
infuper  addi  debet  haec  : 

■ i 1 t . 

’gm{f+gx) 

ubi  fignum  + valet , fi  m fuerit  numerus  par , contra  fi- 
gnum  — . Si  m fuerit^  numerus  maior  quam  » , tum  ad 
has  frafliones  accedent  infuper  partes  integrae  huiufrnodi 

• 'o  A* 


C A P U T xn 11. 


Ax'“-‘  + +C»'”'»'  4-  Dx"-*'  + &f. 

quamdiu  exponentes  manent  affirmativi , eritque : 


Ag"=i  ; Ergo 
A /"+  B<g,  = o . 

B/’  + C5'  = o . 


C/«  + DS'  = o 

EXEMPLUM 

T 

Refolvere  hanc  fr  ad  ion  em 


A = — 

r 

fn 

B=  - — 

S” 

, f" 

c = + — 

7 ff}» 

/»’ 

D — 
£4' 

&c. 


Jf. 


in  fu> 


X “ (f°  +g"Xu) 
fraHiones  ftmpliccs . 

Quod  at]  faffores  ipfius  /"  4-^’’**  attinet,  ex  iis  oriuntur 
caedem  fraflioties , quas  Exemplo  praecedente  eruiriius , dum- 
modo ibi  fumatur  m negative : fupereft  igitur  tantum , ut 
fra&iones  fimplices  ex  denominatoris  altero  faflore  * " defi- 
niamus , quod  hoc  modo  commodiffime  fit : flatuatur  fra£lio 
3t  • 9t*-” 

propofita  = — , «itque 

51/”  =5 1 ; Ergo  5t  = jr 
Xg'+9l  = o. 

Si  n-m  adhuc  fuerit  numerus  negativus,  fimili  modo  erit 
operandum,  ita  ut,  fi  m fuerit  numerus  quantumvis  magnus, 
refulteut  huiufmodi  frafliones  fimplices 

51  , 93  , e , 2>  , , 

— r-+  r=rr  + - —,T'  + — + &c. 


CUIUS 
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cuius  feriei  tot  termini  funt  fumendi , quot  habentur  iplius 
k exponentes  affirmativi  in  denominatorc.  Eritque 


21  /”  = i ; Ergo 

21  = 

I 

T7 

»r  + ®/“  =°  • • * 

95  = 

s" 

>• 

e/*=©  ■* 

e = 

V" 

= ° • * 

s>= 

5” 

/«• 

. • 8c c. 

&C. 

Fraflto  ergo  propofita  omnino  in  has  fra&iones  fimplices 
refolvetur : 


g‘  + — L 


H .»  J~X  i x «•— » ‘ y'j»  X 

(w-i)* r('”-0* 


+ &c. 


, _ jt  . (w-i)jr  ( m-i)K ( n \ 

— a/g  " fin  — . fin  - — - 2gm  cof — — — (5*  -/ cof — J 

n f"  *+"- 1 (jf — ifg* coC-—  + ggxx  ^ 

fr,.  *=&-,«•  C0f  ) 

» /■ +— ■ (jf—  >/j  +£!“  ) 

- -ftiH.nn  Jfc!*  - cf Jfcjfcfr.  -y«f  2 ) 


a/g  X cof  ^ +ggxx  ) 


&c. 


Quibus  formulis  fi  » fuerit  numerus  impar,  ob  /+  fa- 

Tttt  &>- 
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florem  denominatoris , infuper  adi  ici  debet:  - , • • „ 

- •••’  - ± gm  . 

i (/+  g*) 

ubi  fignorum  ambiguorum  ± fuperius  valet,  fi  m fuerit  nu- 
merus par , inferius  vero  fi  m impar. 

418.  Confideremus  nunc  quoque  formulam  a-\-bx"y 
fi  b fit  numerus  negativus,  fitque  propofita  haec  fuuflio: 

/*— S"*" 

cuius  primo  iemper  erit  faflor  f — •£*;  atque  fi  n fit  nu- 
merus  par , quoque  / + .?*.  eius  erit  faflor.  Reliqui  vero 
erunt  trinomiales,  quorum  forma  generalis  fi  ponatur 
Jf  — ifg*coC$  + ggxx 

erit  f’ — /•cof»(p  = o Sc  f” fiu«$  = o live  fin»<p=o 
& cof»(p=t.  Quibus  ut  fatisfiat , oportet  elfe  w<p  = 2^>r 
exiflente  k numero  quocunque  integro , atque  propterea  erit 

<p  — — . Faflor  ergo  generalis  erit : .. 

n tr 

J7  ~ Z/S*c°f— -f-SS** 

fumendo  ergo  pro  zk  omnes  numeros  pares  expohente  n mi- 
nores, prodibunt  faflores  trinomiales  omnes : 

jf  — 2 fgx  cof  — -+££#* 

- ■ : n - ... 

\ •'  , * ' A jf  W 

fi  — ~fsx  cof— 

6 n 


Jf  — zfox  co{—-fogxx 
Scc. 

EXEMPLUM  I. 

xm 


Rcfolvert  hanc  fraclio/iem 


f n o n v 1 
3 * 


fu  as 


• j*  t CJ 

frattiojtes  fimplices . 

Quoniam  denominato; is  faflor  ell  f — g x , inde  orietur 

fra- 
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fra£Ho  huiufmodi  — ' — , ad  cuiui  numeratorem  invenien- 

" • ^Q_ 

«t  — = ■ 
i ’ — ax  • , 

v pofito  # = 

”3,  & 

, > 

erit  gi=-y— J— t — , hincque  fraftio  fimplex  ex  fa&ora 

f — px  orta  erit  r 

■ ' --  l.  . ■ i i - 


/— £*'  . dO 

dum,  ponatur  *m  = P & /"-^*"  = Q,  erit : — = -ng’x-' , 

fietque  31  = — — = “T?— =7  >Poflto  x~~'  ErS° 

i ♦ •~ng''x*^v  »?"  x & J J ■— 

I 


nfK~m~\gm(f—*gx) 

Si  n fit  numerus  par,  quia  tum  denommatoris  fa£lor  quoque 
e((  /'+<;*,  potiatur  fra£lio  fimplex  inde  oriunda 


+ 


>■)(  . -q*'”  - 

= — - — , erit  31=  — — — ~ > 

pofito  x = — . Fiet  ergo  ol>  n — i numerum  imparem 

4-  f m 

g«-,xn-,  — — y— : at  erit  xMs==^-,  ubi  fignum  fupe- 
lius  valet,  fi  m fuerit  numerus  par,,  inferius  fi  rn  fit  nu- 
merus impar . Quare  cum  fit  3(  = ^ . > erit  fraftio 


nf- 


* ~'&m 


fimplex  cx  faflore  f + gx  oriunda  haec: 

_f i 

„f-—-'g-(f+gx) 

Deinde  cum  faitorum  trinomialium  forma  generalis  fit: 

/— a/s*cof-^-  +gg*x> 

fi  comparatio  cum  Exemplo  I.  §.416.  inftituatur , erit  a ~f” , 

i — - g"  Sc  <p  — —— ; unde  fin  n <J)  =s  o & cof  n <p  = 1 ; 
n 

Tttt  2 at- 
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j 

n 


atque  fin(»  — m — i)<p=s — fin(mj.i)<p=:  - fin 

Sc  cof  (»  — >n—  1 ) <p  = cof  (m  J.  1)  <p  — cof 

Ex  quibus  erit  fraftio  fimplex  hinc  oriunda  : 

rr  r-2Km±1)*  „ „2*r  4 

2 /fin . fin 2 cof  — — ( PX  -/  cof  — ) 

» » n ' «V 

(ff—  ifgxcof^-  +ggxx  ) 

Hancobrem  fraftiones  fimplices  quaefirae  erunt : 

1 


j») 

+ i/«n  . fio  _ , cof 

» » n 


(**/cofv) 


(i-  2/gXC  «t^+gg..  J 

+ =/fin  ii  . fi„  Ifeil*  _ 2 cof  £=+£  (..-/colli) 

» n n n ' 


”f'-m-g’n(ff-2fg*  COf^+52*«) 

<5r  tff»»+l)ir  rd(^l)jr,  -djTx 

(5*  -/cor—; 


+ 2 /fin  — . fin  ^±14"  _ 2 cof  1^+^! 
» » n , 


2fgxC0f— -+££**) 

8cc. 

quibus  fi  w fuerit  numerus  par,  infuper  addi  debet  hacc 
trailio : j 


-(/+•««> 


cu- 
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cuius  fignum  fupcrius — efi  fumendum , fi  m fuerit  numerus 
par,  interius  fi  impar.  Praeterea  vero  fi  tn  fit  numerus  non 
minor  quam»,  adiiciendaa  funt  partes  integrae: 

A * — » + B*  + C*  " *•  +■  D*  + Scc, 
quamdiu  exponentes  non  fuerint  negativi , eritque  : 

• — A g"  = 1 feu  'A  = — — 

. gn 

' f” 

A / " — B £ ' = o : ; B ==  --^7 

*‘',u  L.jh 


B /"  — C g • = o 


C =-<— 


C /* — D g*  — o . . D = -f 

&c.  . • . • • ..  &e.  g*' 

E X E M P L U M II. 

, T I 

Refolvcre  banc  fracltancm  in  fuas 

j j xm(f"-g,,xn)  J 

, frafliones  ftmplices 

Frafliones  quae  ex  denominatoris  faflore  f" — g’ x'  oriun- 
tur , eaedem  erunt  quae  ante , dummodo  in  illis  formulis  m 
negative  accipiatur.  Quare  ad  alterum  faflorem  xm  e fi  ref- 
piciendum , ex  quo  fi  ponamus  has  frafliones  refultare : 

— — + ——  + — — -f-  + &c. 

*"  *•“"  X w— m*  w"-5" 

•quae  feries  eoufque  efi  continuanda , donec  exponentes  ipfius  * 
hant  negativi.  Erit  vero 


21  /"  = 1 ; Ergo 

»/"  — »S“  = o . 

Hf'—®gm  = o . 


© /*  — C g " = o 
8cc. 


21=  -r 

/“ 

/*' 

e=s*l 

/*" 

P 

ffi  = — 

ic.  f * 


Fra- 
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Fractio  ergo  propofita  refolvetur  in  has  fra£tiones  fitiiplices : 

l a * e *»  ol' 

1 _J 5 I 2. L gjCi 

fn  X:n  ' f‘tKXm — n * y*4*  x «|—n  h " * ‘ . 

1 ■ ' i ' 

+ „y, ■ u’  'i' 

„ ..  27T;.  2fw»-l)>r  i..'  -l(»-lW  - .2lt\ 

2 / ?"  hn  — hn 2 ®"col ( ? # - / cof  — ) 

h n J » ' » / 


»/■  t :~'(f — i/i  ‘c°r~  +ss** ) 

zfcof 

» V 71  ) 


..  r 4*'r  4 ^>,-I),’r  ■ 

2 ] e m lin  — i:n 

n n 


Kf4  + (jf  — -/31,cf>r~+SSxx^ 

j-cof— — ^ (g  .-/cof  — ) 


„ „ 6x  _ 6(m-i)it 

i /g"  fin  ■ — ftn 


— 2/5*  cof  — +££*#^ 

&c.  ' 

quibus  fi  n fuerit  numerus  par , infuper  addi  debet  haec  fraftio : 

T Sm 

'»£"**“*  (/+$•)' 

quae  autem  praetermittitur,  fi  n fuerit  numerus  impar.  Si- 
gnorum ambiguorum  vero  fuperius  — valet , fi  m iit  nume- 
rus par,  inferius  vero  + , fi  m fit  numerus  impar. 

419.  Hoc  ergo  modo  omnes  fra£liones , quarum  deno- 
minator ex  duobus  conflat  membris  huiufmodi  a-t-ix",  in 
fractiones  fimplices  refolvuntur.  At  11  denominator  confiet  tri- 
bus  huiufmodi  membris  * + ^ + r * *■,  tum  primum  viden- 

dum efi,  utrum  is  in  duos  faflores  reales  prioris  formae  re- 
folvi  polfit . Hoc  enim  fi  Cveniat , refolutio  in  frafliones  fim- 

pli- 
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^liccs  modo  ante  expofito  inflitui  poterit.  $i  euim  propona- 
tur huiufmodi  fra&io  — . ..  , 


: iui  fjj 


,yrj 


ea  primum  in  duas  frafliones  transformabitur  huiufmodi : 


a xn 


:+U 


f' + !>"*" 

eritque  «.f*  -j-  sf"  c=  1 & « h'H  + i g”  = o3  unde  fit 
1 * e*  . 

*r = — — £=  — ; ideoque  habebitur 


& <*=- 


Si  exponens  w fuerit  maior  quam  franftnutatio  in  fcquen- 
tes  fraflioncs  erit  commodior : 1 ' . . . ; 


•iin»  r 


;.t 

ii  r 


UJC  i . 4 I* i 

_ v,  U. — n 

* X . . . 

■—  >LL 


/j 


Sx  T-^" 


1 /•+£.”*"  fn  + h'x' 


qua  fit  « -}-  S o &r*  bn  -f*  i r ideoque  * = 

• . h'~ 

I-  • - . 1 

& — . Utra  autem  transformatio  adhibeatur,  utra- 

g°-b'  -•  . .1  , - - ,, 


-qpe  fraflio  hoc  modo  oriunda  methodo  ante  expofita  reiol- 
vetur  in  fuas  frafliones  fimplices,  quae  iuntlim  Jumtae  fra- 
clioni  propofitac  erunt,  aequales . - 

420.  Sinirli  modo  - methodus  hactenus  tradita  fufficiet, 
fi  denominator  ex  pluribus  membris  conflet  huiufmodi 
n -f-  b x"  -f-  r * J”  -f-  dx'*  -f-  ex**  -f-  Scc.  dummodo  is  in  faflores 
loruue  f"±g‘x‘  refolvi  queat , Potiamus  enim  occurrere  hanc 
•fr.iflioliem  iu^fu&s,  frafliones  fimplices  refolveiuiam : 


6y6 


C A P U T XVUI, 


(a — x")(b — #")(f — *"){</—**•)  7 : 

Haec  primum  refolvetur  in  has : 

Ax“  Bx-  • Cx*  -D»' 

a — x ’ b — x " c — x”  d-r-x ’ 

quarum  numeratores  fequenti  modo  determinabuntur , ut  iit 

A = * 


/.  n 


B = 


(b  — a)  (e  — /;)  (<f  — a)  \ 

1 : I : 


(«  — />)  (c — b ) (d  ■ 

C = v 


■ b) 


— i."  ii 

V&c. 


(/»  — <•)(*— r)  (</—<•) 

Hac  ergo  praeparatione  fafta,  fmgulae  iftae  frafliunes  metho- 
do ante  expolita  in  fuas  fra&iones  fimplices  refolventur;  quae 
cunftae  in  unam  fummam  erunt  colligentiae 
421.  Quodfi  vero  huiufmodi  denominator 
a b x*  + c xin  + dx'"  + &c.  non  omnes  fa&ores  formae 
f’  + g*x"  habeant  reales , bini  imaginarii  erunt  coniungen- 
di  . Ponamus  ergo  huiufmodi  binorum  faflorutn  produ- 
ftum  eife  : 

ys»  _ 2 f”  g ' x "“cof  0i>  -f*  g * ** 

& cum  haec  expreflio  nullos  habeat  faftores  fimplices  reales, 
ponamus  laflores  trinomiales  in  hac  forma  generali  contineri: 

Jf — cof<p  +ggx* 

f» 

quorum  numerus  erit  = » • Pofito  ergo  *■  =— — cof»<J)> 

orietur  haec  aequatio : 

1 — 2 cofcn . cof  n <p  + cof  2 n (p = o. 

f" 

Deinde  pofito  x*  = fin  n <p;  erit  quoque  : 

— 2 cof  co.  fin  »®-f-fin2»(p  = o 
quae  divifa  per  fin  n <p  dat  cof»  <p  = cof  » , ficque  fimul  prio- 
ri 
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ri  aequationi  (atisfit . Erit  ergo  n q = 2 k ir±a  denotante  k 
numerum  quemvis  integrum,  ideoque  erit  <p=s— — — — ,ec 


faflores  omnes  continebuntur  in  hac  forma: 

2^Jt  i 0)  * _ 

Jf -2 /g* cof [-ggxx  unde  fequentes  liabebuntur  fa- 


65 

flores:  zfg  # cof  — ' 

. , „2ir-« 

J—  a/**  cof-—-  -fgg** 

79 

jf  — ~ + £,?** 


ff—ifg»  cof 4-SS»  * 


- _ > ‘ ■ 4ir±o  „ ’ - 

. . . ff—ifg»ao[^ — +gg**  •)••• 

/ . n • t 

quorum  tot  funt  fumeudi,  donec  eorum  nnmerus  fiat  rr  n , 
422.  Si  igitur  proponatur  ifta  fraflio  in  fuas  frafliones 
fimplices  refolvenda : 

Mm~ 1 

f*'  — 2 f" g'  *’ cof <a  -f -g  ** 

quoniam  denominatoris  faflor  trinomialis  quicunque  contine- 
tur in  hac  forma:  Jf—tfg*  co{q>-{-ggxx 

exiftente  <D  — confideretur  ifta  fraflio : 


f"  X — 2 f*  g ” X ***“  1 coffl)  -f-g”  j.w-f-1 

illi  aequalis , ac  ponatur  numerator  x " = P ac  denominator 
fnn  — 2 f'g'  **+" 1 cof» +-g**  = erit 

V v v v </Q 
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d* 


— 2 (n  l)  fn  g*  x*  cof»  -f-  (2/»+-  0g*"  **"  * 

f*  . /”  r 

Hinc  ponendo  *"  = — -cof«<J>;  erit:  $ = — colm<p 

. fm  „ m(%kn±v> ) . 

feu  !p— — cof— * » & 

5 ” 

d=/*'  [1-2  («4.  i)«ofacof«(p4'  (2»  + I)  c°f  2 <P  ] r i^'um 

autem  fit  cof»<p=cof»,  erit  cof  2 »<p  = 2 cof  »’ - 1 ; 
ideoquc  & = f”  (-  2 » + 2 ” cof»»)  = — 2 »/“  fin  ® * * 


Deinde  pofito  *“  = — fin»<p,  fiet: 

. /”  r.  r»0**±») 

B = - — fin  m m = — lm 

v &m  n 
q ~-f « [ 2 (»+  1)  cof»  fin  » <p  — (2  »4. 1)  fin  2 «<p] 
ob  fin  2 w <p  = 2 fin  » <p  cof  n <p  = 2 cof  «n  fin  n <p  ; erit 
q =2  »/**  cof»  fin  n <p . Cum  autem  fit»<J>=2^tri:(a, 
erit  fin  » <p  = + fin  » ' & q = ± 2 * /*”  fin  » . cof»  . 
His  inventis  erit.:  d*  + q * <=  4»1/4"  f“» 


& 


$q  — p£l  = 


5 


• ( ± coffci<p.  fin  «.  cofto-(-fin  w <p.  fin  » *) 

fi  ve  fil,'a;T0,f  Cw0>  + “)  feu 

.0  t tHf"****  ;2 

¥ q ~ P & =T±  — ~ f»»  ® ^ — * 

i . ^ t’  f.', 

d -f-  p q si;  ^ — - (—  cof»70  fin  comdt  iin  w <pt  fih  ca  cofos) 

2 » /.  3"  u •} 

qj  d + P <1  = i — — — — fm”»  • fin  (m  (p  + »)  feu 


g 

• ••£,•-„»••••»  . <XnfmT*n,  r 

<P  Q + pq  = i —Z—-  £n “•  % - -‘.rt 

' * " v.-yV  Hinc 
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Hinc  ex  denominatorit  laftore  : ff~  z f gxosl—*  +gg** 

• *•  n 

nalcitur  ifta  fraftio  fijnplex  : 

— >.  » n n » n v* n J 

s .T  ^ G)  \ 

»/""* gm~x  ® f#-  2/5  #eof — - — +gg*»J 

V* 

I 4 »>«•  + (»>-»)«  t)r±(m-n-  1)01 

i£*fin :p/fm 


n 


.n 


nf"~m  g*'>  fio  <D  (jf- 2 — + gg  * *) 


EXEMPLUM, 


L‘..  / JV 


Rcfolverc  hanc  fradtonem 


, " v a at : 


f J“  -2  f " g " X " cof  0)  + g!nX!n 
in  fu  as  fraftiones  Jimplices  . 

Iftae  fraftiones  fimplices  quaelirae  ergo  erunt  : 

+ /fin  — cof- — + f»n- — [g*—f  cof — ) 

n n n \ n / 

/ a 

nf%’~°'gm~,{ia a gnco{—-  4 ‘gg*») 

2X-a>  .2  mir-(fH-n)co  imsr -(m-a)a> 

— r -lin  * 


-/fin cof 

n 


G»-/cof  — — ) 


/ 2 7T  — QJ  x 

» /"-"g—1  Gnu(Jf- ifgMCoC — ^ — +55»*) 

l/c.  ii +21  cof  g(’A,.M  222!  % 

»/“"■  gm~,bna(ff-zfg*  cof — ~ 452**) 

V v v v 2 -/ 


7°°  '-CAPUT  XPtll. 

_/fm  ±i^lc0 rl2IfL^LrJ!0^_Cn 

mf^g—^En  a(f-  a/^cofl^  +„., 
i /TTnii±f  cQf  4^  » jfo  ~”)<u  ( ,n4^>  - »)  «>/  _ *4» 

2 2 » V5  7 n y 

•/”-«-'  C““  (f-  2/i.COfi^+j,*»)  ' 

8cc. 

ficque  eoufqne  erit  progrediendum,  quoad  harum  fiaftionnm 
numerus  tuerit  n.  Si  m fuerit  numerus  vel  maior  quam  m~\ 
vel  numerus  negativus,  priori  cafu  partes  integrae,  pofterio- 
n vero  frafliones  rnfuper  funi  adiiciendae,  quae  modo  ante 
expolito  facile  inveniuntur . ' ' 


SUPPLEMENTUM 


V 


\ 


\.LL 


/ 
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EDITORIS  MONITUM 


A D exitum  iam  properabat  huius  Operis  impreflio,  cum 
Celeberrimus  Io.  Albertus  Eulerus  Auftoris  noftri  filius , 
& Pctropoli  ranae  Academiae  a fccretis,  datis  ad  Cl.  Mathc- 
feos  Sublimioris  Profeflbrem  Gregorilm  Fontanam  litte- 
ris, a quo  fuerat  hac  de  re  officiofe  rogatus,  magni  Paren- 
tis fui  Differtationem  ineditam,  eamque  oppido  eximiam  & 
numeris  omnibus  abfoluram  ad  nos  mifit , cuius  titulus  eft  : 
Dilucid  ationes  in  Capita  poftrema  Calculi  mei  Differentiatis 
de  Funflionibus  Inexplicabilibus . 

C'  eft  avec  bien  de  plaiftr  ( inquit  Cl.  Io.  ALBERTUS 
in  ea  epiftola  Petropoli  die  18  Decembris  anni  proxime  elapfi 
1787  exarata)  , que  je  vous  envoie  la  copic  ci-jointe  du  Me- 
moire  de  feu  mon  Pire  fur  /es  Fontlions  lnexplic abies , que 
votre  Ami  & Elcve  foubaite  de  faire  entrer  dans  la  nouvel- 
le  tfdition  qu  il  va  publicr  du  Calcul  Difflrentiel . Je  vous 
I'  aurois  expedii  plus  tot  fans  la  grande  difftcultl  C?c. . . . Haec 
autem  una  eft  ex  centum  o£1oginta  tribus  Difiertationibus 
pofthumis,  quas  immortalis  Leonarous  Petropolitanae  Aca- 
demiae moriens  reliquit , & in  eius  Commentariis  deinceps 
edendas  legavit . 

Nihil  porro  nobis  optabilius  contingere  poterat , quain 
ut  nova  haec  Euleriani  Cperis  editio  tam  opportuno , tam- 

que 


7°  4 

que  excellenti  additamento  locupletaretur,  & hoc  faltem  no- 
mine Berolinenfi  praedaret . Itaque  Diflertationem  ipfam  con- 
tinuo hic  imprimi  curavimus,  ut  Adnotationes  pod  eandem 
fcqucntes , quali  pod  lautiflimas  epulas  vilius  obfonium , in- 
dulgentius lubcrentur . Nodram  interim  de  te  benemerendi 
voluntatem  Leftor  benevole,  aequi  bonique  confule , fave  co- 
natibus nodris,  & vale, 


DI- 


7°5 


DILUCID  ATIONES 

"in  capita  postrema  calculi  mei  differenti  alis 
DE  FUNCTIONIBUS  INEXPLICABILIBUS 


c 


7 I 


inm  hoc  argumentum,  utpote  in  Analyfi  prorfus  novum 
heutiquam  fatis  dilucide  fit  pcrtraflatum , conftitui  hic , ideit» 
maiori  lludio  retractare , atque  omnia  momenta , quibus  in- 
nititur, ex  primis  principiis  repetere;  ubi  plurimum  iuvabit 
idonea  ligna  in  calculum  introduxilfe . Ita  fi  propolita  Fuerit 
feries  quaecunque,  eius  terminos  indicibus  1,2,  3 , 4,  &c. 
refpondentes  hts  fignis  repraefentabo  (1),  (2),  (3),  (4),  &c. 
hincque  ergo  terminus  generalis  huius  feriei,  indici  indefinito 
x refpondens , mihi  erit  (*) , qui  ergo  pro  quavis  ferie  certa 
erit  funflio  ipfius  x,  quam  penitus  cognitam  affumo,  ita  fci- 
licet  comparatam,  ut  eius  valores  non  folum  pro  numeris  in- 
tegris , loco  x afliimtis , fed  etiam  pro  fraftis , atque  adeo 
furdis  exhiberi  queant. 

2.  Denotet  porro  2 : x terminum  fummatorium  eiuf- 
dem  feriei , qui  exprimat  fummam  terminorum  a primo  in- 
cipientium ufque  ad  terminum  (*),  ita  ut  fit 
2 :*  = (i)  + (*)  + (})  + (4)+  . . . . . ..+(*), 
cuius  ergo  omnes  valores , quoties  x fuerit  numerus  integer 
pofitivus  ex  ipfa  ferie  a£tu  exhiberi  poterunt;  fiquidem  erit 
ut  fequitur: 

2:i=ri) 

2 : 2 = (1)  + (2) 

2:  3^(1) + (2) + (3) 

2 : 4 = (0  + (*)  + (3)  + (4) 

& c. 

Xxxx  Cuiuf- 


7o  6 DILUCIDAT  IONES 


Cuiufmodi  autem  valores  eadem  formula  2:*  fit  acceptura 
quando  loco  x numeri  frafli , vel  adeo  furdi , five  pofitivi , 
five  negativi  tribuantur,  hinc  neutiquam  apparet,  unde  illos 
valores  ad  peculiare  funflionum  genus,  quas  inexplicabiles  vo- 
cavi, refero.  Quemadmodum  igitur  tales  funfliones  per  for- 
mulas analy ricas  determinatas  exprimi  queant,  hic  imprimis 
fum  inveftigaturus 

3.  Torum  antem  hoc  negotium  commodifiime  expedie- 
tur per  differentias  continuas  ex  ferie  propofita  derivatas, 
dum  fcilicet  quilibet  terminus  a fequente  fubtrahitur,  quo  pa- 
,£to  oritur  feries  primarum  differentiarum , ex  qua  porro  fi- 
mili  modo  differentiae  fecundae,  tertiae,  quartae  & c.  forma- 
buntur. Omnes  autem  has  differentias  fequentibus  chara&eri- 
bus  indicabo 


DIFFERENTIAE  I. 

DIFFERENTIAE  II. 

DIFFERENTIAE  III. 

C»; 

— (x; 

= At 

A2 — At  — A’  1 

A * 2 — A i=Ai  1 

-(2! 

=a2 

A 3 — A 2 =:  A 5 2 

A*  j — A : 2 « A » 2 

(4) 

-(3) 

=a3 

A4_A3  = A>3 

A*4 — A’j=Ai  3 

(5) 

-(4; 

= A4 

A j — A4= A ! 4 

A»  5 — A‘4=Ar4 

&c. 

& c. 

& C. 

4.  His  charafteribus  conflitutis  finguli  feriei  termini  ex 
primo  (1),  eiufque  differentiis  Ai , A*x,  AJ  1,  A4i?  &c, 
exprimi  poterunt . Cum  enim  fit 

{2)=(i)  + Ai,&  Aj  = Ai  -f  A*  i ,ob  (3)  2;  (2)  + A2,  erit 

(3)  = f i)  + 2Aj  + A *i  ; hinc  iacu  fluit  illa  aequalitas 
A3=Aj  + 2A1  i4A  J.i . Quia  duqc  (4)^(3)  + A3  habebimus 

(4)  = (i)+?Ax  3A*  1 + A»i . Jnde  porro  (equitur: 

A43=Ai  + 3A*x  + 3A3  j+A«i,  ob  A4,  erit 

(5;=  (i)  + 4 + <JA 1 1 4-  4 & s 1 -f-  A 4 1 , & ita  porro. 

Ex  ipla  formatione  harum  formularum  manifeftum  eil  hic 


eoldern  coelficientes,  qui  in  potelfate  binomiali  habeatur,  eo- 
ius exponens  efl  unitate  minor  quam  index  termini  propofi- 
ti , occurrere . Ita  erit 

/ s / \ , »-1  » , »-«  »-2  A . »-2  »-3  , _ 

(77:=3=fj)H A 1 -j , — A1  t-j . — . — - A’I+  &C. 

x 12  123 


' C Znruifo 


i 


(w  + l)=  (i)  + -^-  AI  +■  — . 
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5.  Quod  fi  hic  numerum  n unitate  augeamus  habebimus: 

. , n n-l  n~l 

A'i  -J . ASI  +&C. 

I 12  123 

Cum  iam  haec  poftrema  expreffio  exprimat  terminum  qui  a 
primo  n gradibus  eft  remotus , fimili  modo  terminus , qui  a 
fecundo  per  totidem  gradus  eft  promotas  (n  + 2)  ex  fecundo 
eiufque  differentiis  determinatur;  Erit  enim : 

X»  + 2)  = (a)H Aa-f-  — — AJz  . — — A3a  + &c. 

I 12  123 

Eodem  modo  evidens  eft  fore  protinus 

(a-j-3)  = (3)  + — A3+— ^J3+  &c- 

(»+4)=(4)  + — A4+ — — A*4+-T* — * — ^J4  + &c" 

I 12  1 2 3 

6.  Hinc  ergo  patet , ipfum  feriei  noftrae  terminum  gene- 
ralem (at)  ex  primo  eiufque  differentiis  hoc  modo  definiri : 

(*)  = (i)H Ai  4 . — A*H . — . — - A5  1 -f  &c. 

1 12  123 

Hinc  terminus  ultimum  fequens  (x+i)  erit: 

(*+i)=(i)-J — Ai-| . — A’H . — . — A3i  + &c. 

I 12  123 

quae  expreffio , cum  in  fequentibus  frequentiffime  occurrat , 
brevitatis  gratia  introducamus  fequentes  chara&eres 

X 

I 

* X-I  , 

I ' "*z 

X X-I  *-2  . , 

. . = X 

l 2 3 

X X-I  X-2  x~3 

1 a * 3 ’ 4 &c. 

X x x x a qui- 


&c. 
Xxxx  2 
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quibus  adhibitis  habebimus  fequentes  aequationes : 

(*+  i)«(i)  + *A  i + *'A  i + x"  A>  i + Scc. 

(x  + 2)  = 0)  +x  A 2 + at'  A’  2 + at"  At  2 + &c. 

(*+3)  = (3)  + *A3  + <A*3  + <A,3  + &0* 

(*  4"  4)  — (4)  + ^a4  + * A*4  + * Aj4  -f  &c. 


(*4»)  = («)  4*A»  4 x'  A*  » 4-  x"  A’  n 4-  &c. 

7.  Deinde  etiant  fummas  quotcunque  terminorum  noftrac 
feriei  ex  folo  termino  primo  eiufque  differentiis  determinari 
poterit , quemadmodum  fequens  tabula  declarat : 

2.i=  (0 

add.  (a)  = (1)  4-  A 1 

2 .'2=2(0  4*  A I 

(3)  =(1)  4-  2 A I 4-  A*  r 

2:3=3(i)  4-  3 Al+  A>1  . 

(4)  = (Q  4 3 Ai  4-  3 A»t  4AM 

2 .-4=4(1)  4-  dAi  4-  4AM  4-  At  1 

(5)  = (1)  4-4  Ai4- dA-i  4-aA»!  4- A*  1 

2 :5=  5 (t)4io.Ai  4-io  a*x  4-5  &U  4-  A«  1 
&c. 

Hic  iterum  evidens  eft  coefficicntes  eofdem  effe , qui  in  po- 
teliate  binomiali  eiufdem  ordinis  occurrunt 

8.  In  ufum  igitur  vocatis  charafleribus  modo  ante  fta- 
bilitis  ipfum  terminum  fummatorium  nollrae  feriei  2:*  ex- 
primere valemus : Erit  enim 

2:je  = .v(0  4-  x'  A 1 -f-  *'  & 1 1 4*  x"  A 5 1 4-  Scc. 
quae  forma  iam  ita  eft  comparata,  ut  loco  x non  folum  nu- 
meros integros , fed  etiam  fraftos , imo  furdos , quofeunque 
tam  pofitivos  quam  negativos  accipere  liceat , quibus  cafibus 
utique  ifta  expreffio  in  infinitum  progredietur , nili  forte  fe- 
ries propofita  deducat  tandem  ad  differentias  evanefeentes , 
cuiufmodi  feries  algebraicae  vocari  folent,  quibus  ergo  cafibus 

non 
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non  ad  fun&iones  inexplicabiles  pervenitur.  Interim  tamen 
illa  exprellio  pro  termino  fummatorio  inventa  quando  in  in- 
finitum porrigitur  nihil  adiumenti  affert , quando  d i fferen na- 
tiones, vel  etiam  fummationes  funt  inltituendae ; quamobrem 
in  id  erit  incumbendum,  quemadmodum,  laltem  pro  eertis 
cafibus  terminus  fummatorius  inventus  in  alias  formas  tranf- 
fundi  queat,  quae  neque  differentiationi  neque  integrationi 
refragentur,  atque  huc  pertinent  omnia  fubfidia,  quae  in  cal- 
culo differentiali  fulius  expofui , & quorum  inventio  non  pa- 
rum erat  obltr-ufa : liquenti  autem  modo  totum  hoc  nego- 
tium facile  conficietur. 

p.  Ad  exprelfionem  pro  termino  fummatorio  5 : * 
modo  ante  inventam  addantur  mplures  formulae  fub  hac  fpeeie 
contentae ...  4 1 ■ • rri  < 

• (») + + &c.  . . . — (*+") 

quarum  fummae  cum  lint  nihilo  aequales,  omnes,  quotcun- 
que  fuetinr,  cum  2 :#iiun£tim  furatae  nihilominus  terminum 
fummatorium  exprimenti  Sumantur  ergo  pro  «fucceflive  om- 
nes numeri  i,  a,  4,  &c.,  & tota  exprelfio  fecundum 
columnas  verticales  fingulis  valoribus  *,  k , &c.  refpon- 

dentes  fequenti  modo  difponantur : 

i Expressio  generalis  pro  termino 
summatorio 

#fi) + *'A  i -f*"A’ i -f-x'"A»  i -f  ftc. 

{i)-f*Ai+x'6*i  + x"  A’i  + x"'  A*  i -f-&c — (x-f  0 

+ + 4-x"  £32  +■*'"  A4  2 -f  &c.r:  . . . — (x-f-z) 

<3;  + xA3  + *'A*3-f  x"  £*3  + x'"a«  3+  &c. . — (x+3) 

• ' ■ . • . !. 

- 1 . . ' tr  ■ i .1  ‘ 

{")  + xA  n +'  x'AJ  n 4-  x"A’  n -f-  x'"A4  n -f-  &c — (x  -f-  «) 

10.  Etfi  veritas  huius  cxprefilonis  nulli  amplius  dubio 
•eft  obnoxia,  tamen  non  parum  iuvabit , eam  ex  ifpa  forma 
• - 1 con- 
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«oifirnnfie  . Colligantur  nimirum  in  unam  fummam  lingulae 
columnae  verticales , ac  prima  quidem  fumma  erit 

(4)  4* +(»)=2:a 

fecunda  columna  dat 

x[  (1 ) -j-A  1 -f- A 2 -f- A 3 .....  -f-A»] 

Cum  aut«m  Iit 

Ai=(2)--(i);  A2=(j)—(2>;  Aj  = (4)— (3);  &c. 
tota  haec  fumma  contrahetur  in  x(»4-  1). 

Simili  modo  tertiae  columuae  fumma  erit 

#'[  At  -f-  A»  1 -f-  A*2  + A*  3 + a’ 4+  .....  +A‘«] 

& quia 

A!i=A2-Ai;  A»2=A3-A2.  . . . A»  n =s  A(»_|.  t)  - A» 
illa  fumma  contrahitur  in  x*  A (» -f- 1).  Eodem  modo  patet 
fore  quartae  columnae  fummam  *"  A*  (»  +■  r) , & quintae  = 
*"'A3(;< -f- 1) & ita  porro.  Ultimae  vero  columnae  fiabtra- 
hendae  fumma  eft 

0 + i)  + C*+2)4-(*+  3)4-*  • • 4- (*-{-»)  = S:(»  + 

it.  Summa  igitur  omnium  columnarum  verticalium  me- 
diarum praeter  primam  & ultimam  eft  ut  vidimus 
x (»4*  l)  + x'  & (n+l)-hx"  A *(»  4-i)  4-ar'"A»(».4-i)  4“  &C. 
Cum  autem  fit  x (1)  4* x'&t  -\-x" -\-x' " AJi  4-  &c.  = 2-  : *> 
lingulis  terminis  numero  » auflis  erit  fumma  noftrae  feriei 

» (u4"i)  4-x*^  (»4-i)4- *"A* («4-i)  4-  Scc.  = : (*4-»)-  5 : n 
confequenter  omnium  plane  columnarum  fumma  praeter  ulti- 
mam eft  = S :(*  + »)  : unde  fi  fumma  ultimae  columnae, 
quae  eft  ^ : (x  4-  »)  — S : * lubtrahatur , remanebic  fumma 
totius  figurae  — S : -v , hoc  ell  terminus  fummatorius  quaefitus. 

12.  Maxime  hic  mirum  videbitur,  quod  valorem  for- 
mulae S : x , quae  ferie  fatis  fimplici  exprimitur , per  con- 
geriem innumerabilium  ferierum  exprejTum  & involutum  de- 
derimus ; verum  mox  fummus  ufus  huius  formae  complicatif- 
fimae  patebit,  quando  numerum  ferierum  horizontalium  adeo 
in  infinitum  continuaverimus , quod  fiet , fi  pro  » numerum 
infinitum  accipiamus,  quemadmodum  nunc  chrius  explicabimus. 

*3- 
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13.  Denotante  igitur  n numerum  infinite  magnum,  fum- 
ma  fecundae  columnae  verticalis,  quae  efl  #(»  + 1)  contine- 
bit terminum  feriei  noflrae  infinitefimum , qui  ergo  fi  eva- 
nefcat,  multo  magis  fummae  fequentium  columnarum  vertica- 
lium evanefcent ; quamobrem  hoc  cafu  fufiiciet  folam  primam 
columnam  cum  ultima  in  calculo  retinuiffe.  Sin  autem  ter- 
mini infinitefimi  non  evanefcant,  fed  tamen  inter  fe  fuerint 
aequales , tum  tertiam  columnam  cum  fequentibus  abiicere  li- 
cebit . Porro  autem  fi  demum  differentiae  fecundae  infinitefi- 
mae  evanefcant , tres  priores  columuas  verticales  in  calculo 
retineri  debebunt,  fimilique  modo  quatuor  fi  tertiae  demum 
infinitefimae  evanefcant.  Secundum  igitur  hoc  ferierum  difcri- 
'men,  ipfas  feries  in  fequcntes  fpecies  diflribuemus: 

Species  prima  ferierum  > 

quarum  termini  injinitejimi  cvanejcunt 

14.  Quoties  igitur  tales  feries  proponuntur,  pro  earum 
termino  fummatorio  fufiiciet  terminos  primae  & ultimae  co- 

. lumnae  verticalis  <n  calculo  retinuiffc , ficque  nancifcemur  pro 
termino  fummatorio  fequentem  expreflionem 

S:*=  (0  + (*)  + (3)  + (4)  +&c. 

(*+  .0  — (*+*)  — (*+3)  — (*  + ♦)“*«■ 

quae  quidem  in  infinitum  excurrit,  atque  eo  magis  conver- 
get quo  minor  fuerit  index  *,  quandoquidem  fi  evanefeat  , 
tota  feries  in  nihilum  abibit , five  erit  g : o = o , id  quod 
cum  rei  natura  egregie  congruit  ■ quando  enim  numerus  ter- 
minorum addendorum  efl  nullus , etiam  fumma  neceflario  de- 
bet elfe  nulla. 

15.  Quando  autem  index  * numerus  efl  praemagnus, 
haeq  feries  utique  parum  converget , verum  femper  licebit  hu- 
iufinodi  cafus  ad  indices  minores  'reducere  . Cum  enim  fit 
-12  :.(#  + i)  ~ 2 : * + (x  + 1),  finjili  erjt  modo 
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2 : (*  -f-  2)  = 2 :*  + (*  + 1)  4-  (*  + 2) , atque  adeo  in  ge- 
nere , denotante  > numerum  integrum 

2 : (*  -f-  /)  = 2 : * 4 (*'  + 1)  + (*  +.2/  + • ••  + (*  + *) 
.qu.uttobrem  fi  fumrna  x~h  i terminorum  defuiercrur , fufliciet 
lummam  x terminorum , Iioc  e(i  2 : x inveltigafle , hoctjue 
modo  omnes  hujufmocti  quaeliiones  reduci  poterunt  ad  cafus, 
ubi  index  #eit  adeo  unitate  minor,  quo  cafu  feries  pro  £■:* 
ante  data  vehementer  converget . 

16.  Talis  reJuftio  imprimis  efl  neceflaria,  quando  in- 
dex x e fi  numerus  negativus . Cum  enim  fit 
2 :*  = 2 :(*-!;  + (.v),  erit  2 : (x  — i)=2:* — (*)  , 
eodemque  modo  2 : (*•  — 2)  = 2 : * — (#)  — (*  — 1) , & 
2 : — 3)  = 2 : x — (*)  — (x  — 1 ) — (at  — 2)  & in  ge- 

nere 2 : (x — ■/)  = 2 — (*)  — (a:  — 1)  - • • — (x  — i + i) 
hocque  modo  quantumvis  numerus  negativus  x — i fuerit  ma- 
gnus, relblutio  femper  ad  2 : x reduci  potelt,  ita  ut  fit#<i. 

exemplum. 


17.  Propofita  -fit  haec  feries 

1 + 1 1 i h .......  — = 2 : * 

2 . 3 4 . 5 . * 

ita  ut  huius  feriei  harmonicae  fumma  x terminorum  defide- 
retur , ubi  pro  x numeros  quofeunque  praeter  integros  pofi- 
tivos  accipere  licet , fiquidem  pro  cafibus , quibus  x eft  nu- 
merus integer  pofitivus,  tota  res  nulla  difficultate  laborat. 
Hoc  igitur  cafu  ex  forma  ante  data  erit 

1 + — + — + — +•  Scc. 

2:*  = 2 Z 4 


*+t  «1-2  *+3  *4-4 

quae  duae  feries  in  hanc  unicana  contrahentur 

2 : * = H ~7~  T~~r  4*  — ; 4*  , , q + &c. 

«4.1  2U-f-2)  3 Cx -f- 3)  4 (*  4*  4)  . 

cuius  ergo  feriei  fumma  per  fe  condat , quoties  # fuerit  nu- 
merus 
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merus  integer  politivus , ita  erit : 
i . i 


fi  # = I 

X — 2 

*=3 
* = 4 

\ 

&c. 


t=  - + — + — + —+  + 

2 2.3  3.4  4.5  5 .6 

t 2 2 2 2 

I + - = — + — +—+  — + &C 

2 1.3  2.4  3.5  4 .6 

I + — + —=  — +•  — H + —4  &C. 

2 3 1.4  2.5  3.5  4.7 

,+±+-+-=^+-i+^-+4+&c. 

2 3 4 • !-5  2.<J  3-7  4- 8 

& c. 


quae  quidem  feries  funt  notiffimae. 

18.  Quo  haec  clarius  intelligantur  conflruamus  curvam, 
cuius  abfciflae  o * — » refpondeat  applicata  x y —y  = S 
ita  ut  fumtis  fuper  axe  o*  intervallis  unitate  aequalibus 
0,1;  1,2;  2,3;  3,4;  &c.  applicatae  futurae  fint 

1 . . (1)=  1 

2 . . (2)  = 1 + 7 

3 . . (3)  = I + i + i 

4 • • (4)  — 1 + T + 7 + i 

&c.  atque  aequatio  inter  binas  coordinatas  erit 
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ex  qua  ergo  aequatione  omnes  applicatae  intermediae  defini- 
ri poterunt , atque  adeo  fuiiiciet  pro  x valores  unitate  mino- 
res accepilfe.  ita  fi  applicata  i . . (J-)  abfciilae  o . . [■  = j de- 

, .....  iirix 

fideretur  reperietur  7..!^;= — 4 — X — 4. — 4. 4-  &C. 

3 2.5  3.7  4- 5»  5. 11 

cuius  fumma  per  logarithmos  aflignari  poterit  hoc  modo : for- 

t i >1  f7  t9 

metur  haec  feries : y h 1 f- &c. 

1.3  2.5  3.7  4'  9 

quae  ergo  feries  fumto  t — 1 dabit  valorem  quaefitum , at 
vero  differentiando  habebimus: 
dy  1 1 t*  t*  t* 

~ 1 1 1 +■  &c.  Sc  denuo  differentiando  : 

dt  1 2 3 4 

*■ 

. Hinc  ergo  vi- 


ddy 


zdt1 


= r + + r*  + tf  + &c.  1 


i-tt 

. dy  Adr  r*dt  , 

ciflim  erit  — - =r  f , & y—zfdtf , quae  duplex 

zdt  i-tt  1 -tt  1 

integratio  reducitur  more  folito  ad  unicam , quo  f:£lo  erit 
tdt  ttdt 

v = 2// 2/ . Quia  autem  polt  integrationem 

* — **  1 —tt  / J t ttdt  tdt 

flatui  debet  r=i,  erit 7=2/ 2/— -=2/ : 

i -tt  J i-tt  1+1 

quamobrem  integranda  fiet  7 = 2 r — 2 / (r  + 1) , ideoque 
noflro  cafu  7=2  — 2 / 2 , cuius  valor  proxime  verus  e(l 
o,  <1370554. 

19.  Inventa  iam  applicata  abfeiflae  7 relpondente , fci- 
licet  ^:7  = 2-  2/  2,  ex  ea  fequentes  per  formulas  fupra 
datas  facile  derivantur;  fcilicet 

+ — 

g:(2-K)=  j +±+ 


\i 


3.-5  7 


Xcc. 


DILUCIDAT  IONES 


Quin  etiam  praecedentes  applicatae  io  figura  non  exprcffae  ex 
formula  S :(*-»)  determinari  poterunt,  quam  iuvenimus 
= — (*) — (x-i)  — (*-2).  • • — (af-i+i) 

quia  noftro  cafu  x = f , erit  applicata 


quae  adeo  fumto  * = - 
evadet  cafibus  x — — 2, 
tem  haec  intervalla  erit 


- 2 = — 2/2 , erit  fcilicet  negativa , 

-1  fit  infinita.  Infinita  vero  etiam 
x — — 3,  x — — 4 Scc. : intra  au- 


S:-(.  + -£.)  = S:f-»+3 

V 2 ' 2 3 

£ : — ( 3 +*— ) = S:— — 2 + 2 - + — 

v 2 J 2 3 5 


20.  DifTerentiemus  nunc  feriem  pro  applicata  y inven- 
tam fietque 

dy 1 1 1 

dx  (a-J-2)*  (*+3)* 

quae  ergo  feries  exprimit  tangentem  anguli , fub  quo  elemen- 
tum curvae  in  y ad  axem  inclinatur ; unde  patet  pro  abfcifla 
infinita  hanc  inclinationem  fore  nullam , five  traftum  curvae 
in  infinito  axi  efle  parallelum.  Hinc  ergo  fumto  * — o in- 
notefcet  inclinatio  curvae  ad  ipfum  initium  = 

,1,1,1,-  Jtrt 

1 + 1 h — + Scc.  = — — 1 <544 

4 9 16  6 ’ 

ideoque  angulus  =58%  42'.  Tum  vero  fumto  x~i  erit 


dy 1 , 1 i X , I . o„  KK  , 

-j-= h — + — +—  -f-8cc.=  ——  i=o,tf44, 

dx  4 9 16  25  6 1 

ubi  ergo  inclinatio  erit  =32’,  48«,  hincque  ulterius  con- 
tinuando inclinatio  continuo  decrefcet. 

Yyyy  2 
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21.  Retrogrediendo  vero  ad  abfciflas  negativas  fupra 
vidimus,  cafibus,  quibus  x=-r;  vel  x = -2  ;'velx  = -3 
applicatas  fieri  infinite  magnas,  8c  totidem  curvae  aflympto- 
tas  conftituere . Nunc  vero  videbimus  , iildcm  locis  fieri 

d y 

— =00,  ibique  inclinationem  curvae  efle  $>o°,  five  tangen- 
dx 

tcs  ad  axem  for?  perpendiculares.  Praeterea  quoniam  leries 

dy  \ * % 

pro  ~ inventa  femper  habet  fummam  politivam,  fequitur 

omnes  partes  curvae  dextrorfum  femper  afcendcre , contra  ve* 
ro  finillrorfum  delcendere . 

22.  Quin  etiam  poterimus  integrationem  adhibere,  at- 
que aream  curvae  ab  initio  ufque  ad  applicatam  xy  aflignare. 
Ex  prima  enim  forma , ad  quam  fumus  perdufti  immediate 
mamfeflo  fiet 

/W*=  ,,  * x + *?  , + ./**  , +rC'+  Conft. 

— /(i+x) — /(2  -f-x)  — /(3  -fx) — &C. 

quae  conflans  ita  debet  determinari,  ut  cafu  x = o tota  area 
evanefcat  , unde  illa  rite  ita  exprimetur 

r j __  * + 7*  + 7*  +&C. 

+!»)->/(,  + i*)  -&C. 

Cum  igitur  fit 

(.*\  * x*  , x J ' 

1 }= H + &c.  — & c. 

n f n 2 n1  3«  * 47; 4 

fuperior  exprelfio  per  feries  fcquentes  exprimi  poterit: 


fydx—  — - - + - - 

' 2 3 4 


xS 

5 


X* 

X» 

+ — • 

4. 

X* 

1 '1 
lr*l 

p 

x’ 

4.1 6 

X 4 

4-  _ 

5-32 

«5 

I 

+ 

6.  64. 
x 4 

i -9 

3,27 

4.  81 

5-243 

6.729 

X* 

x*  , 

+ — 

X* 

4. 

X* 

2.  l6 

3-<*4 

•4-25(5 

8:c. 

5.1224 

T 

5.485x5 

— Scc. 

— 8cc. 

— &c. 

— &c. 
2 3- 
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2 3.  Quod 
habebimus 


fi  iam  Jias  feries  verticali  ter 


* 717 

colligamus 


h 

9 

l6 

+ 

25 

_L_  + 

l 

r 

1 

27 

8l 

1 

243 

JL  + 

I 

4_ 

I 

8 1 + 

25(5 

1 

(525 

- + 

I 

+ 

. 

+ (-  &C.")  = 4"  O,  8124(57.  X ’ 

2 X ' 

X.)  = — O,  4G0d3 5 . .*  * 


?8l.*4 


5 ' 3*  243  1224  ' 

Ponamus  nunc  #=1  , ut  prodeat  area  01  (1) , & quia  fraflio- 
iies  decimales  hic  datae  parum  convergunt , notetur  feriei 
cuiufcunque,  ubi  figna  alternantur,  fcilicet: 

S = a — b c — d •¥  c — &c. 
fummam  per  differentias  continuas  ita  exprimi  , ut  fit 
s — j 0 — 5 A a A’  a — i»  A’  a -|-  &c. 
cuius  ergo  regulae  ope  calculus  fequenti  modo  inilitui  poterit: 


')  o, 

b)  o, 

c)  o, 

.d)  o, 
.e ) o , 

■/)  °» 
g > o, 
^ ) o , 

'i  o, 


822467 

400685 

270581 

207385 

i<*P557 

144050 

125503? 

" 1334 

ICCOpp 


— A 


+ A* 


w » 
O» 
O > 
o , 


421782 1 0 
1301041 0’ 

063 ip6  1 ’ 

037828 
025507 
018541 

014175 

011235 


0 > 

o , 


291678 
066908 
025368 
012321 
co 6966 
004366 
002940 


— A I 


o 

o 

O » 

o 

o 

O; 

.1, 


22477O 

041540 

OI3047 

005355 

002600 

OOl4l^ 


i-’ A» 


+ A 4 

o , 183230  , 

’ n • 0,1 54” 37 

o , 028493  ’ J 

’ Z O , C20COI 

o , 007692  1 ’ 


OOI755  | o 30I jgj 
6 , 001 174  1 ’ J 


o > 004937 


* + A‘ 


o,  133936 
o , 01 5864 
0,  003356 


— A? 


-f  A s 


o,.  118072.  <>,_ 

o , 012508'!  0>  105564 


•v 
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24.  Harum  columnarum , quarum  prima  ex  Calculr 
Differentiatis  Cap.  VI.  Part.  II.  pag.  385  elt  definita,  numeri 
fupremi  referunt  terminum  primum  a cum  fuis  differentiis  con- 
tinuis , fecundi  vero  defeendendo  referunt  terminum  b cum  fuis 
differentiis , tertii  terminum  c cum  fuis  diflereutiis . Quia  nunc 
fupremi  termini  parum  convergunt , duos  primos  a — b a£lu 
colligamus,  eritque  a — b — o,  421782  : fequentium  vero 
r — d + e — f -f-  &c.  fummam 

= — c -Ar-f-i-AJc  — — A»c+&c. 

248  16 

fecuudum  datam  legem  computemus  eritque 
4r=o,  135290 
-jA  c = o,  015799 
+ 7 A’r  — o , 003171 
— jA1?  =0,  000815 
+ £A«c  — o,  000220 
— f,A = o , 000077 
-f-  fr,  A*  C = O , 000026  ) 

feqq.  — o , 000010 

fumma  =0,  155408  » 

a — b — o , 421782 
Area  =0,  577tpo 

Spero  autem  , fufiorem  evolutionem  huius  Lineae  Curvae  fa- 
tis memorabilis  nemini  fore  ingratam  praecipue  cum  aequatio 
pro  hac  curva  pertineat  ad  iuu&iones  inexplicabiles,  atque 
idcirco  ifta  ad  cafum  fpecialiorem  digrefTio  a noflro  fcopo  haud 
aliena  fit  exiflimanda . 

Species  fecunda  fericrum 

quarum  dijerentias  infinitejimae  primae  evanefeunt . 

25.  Ad  hanc  ergo  fpeciem  pertinent  omnes  feries,  qua- 
rum termini  infinitefimi  inter  fe  funt  aequales . Ut  ergo  ter- 

mi- 
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minum  fummatoriutn  harum  ferierum  S : x exprimamus , nil 
aliud  opus  cft,  nifi  ut  ad  expreinonem  praecedentis  fpeciei 
infuper  termini  fecundae  columuae  verticalis  formae  generalis 
§.  p.  exhibitae  adiungantur,  cuius  quidem  terminus  fupremus 
feorfim  erit  exhibendus,  & quia  columnae  fmgulae  horizon- 
tales iam  tribus  terminis  conflant , terminus  fummatorius 
quaefuus  S : * fequenti  ferie  triplicata  definietur . 

+ (i)  — + (3)  — (4)  \ 

S:#  = x(i)4-xAi  +*A3  + *A+  \fe. 

— fx+  1)  — (xta)— (xt3)— (x  + 4)' 
quae  forma  ob  Ai=(i)  — (1)  ; Aj=(3)-(2); 

£ 3 =(4) — (3);  Scc.  transfundetur  in  hano: 

+ 1 - .v(i)+  1 

• JS:#  = *(i)-h  * 0 

C v-v  ' .-r-  _ 

quae  feries  eo  magis  convergit  , quo  minor  x accipiatur . Supra 

autem  docuimus  omnes  cafus  femper  eo  reduci  pofle  ubi  x fit 
{jaflio  unitate  minor.  , .. 

2 6.  Confideremus  primo  cafum  fimpliciflimum  , quo 
omnes  feriei  termini  funt  inter  fe  aequales , fcilicet  (*)  = <»; 
per  fe  enim  patet-  eius  .terminum  fummatoriutn  efle  a x , quem 
eundem  valorem  noflra  expreffio  llatim  declarabit  -. 

V Erit  enim'  s * = - ' 1 


10+ * -*(0  +.Jf,3*(3)? 
.0  + * (3)+  * 

0 — (*  + 0 — ( «4-  3)3 


27.  Nunc  confideretor  .cafus , quo  (*)  — - 

* ' . A.  ' 


ita  ut 


x-  . L - f i ' - 

. *+ 1 


noflra  feries  fit5:x  = — + — + — + . 

...  ..C_.-l_._4 

cuius  termini  infinitefimi  omnes  unitate  aequantur.  Noflra  igitur 
■ i ■ ’ • " 1 C 

-i.  ■ 2 — — 7 4 ■ 

4-i -x “X  — + r-*r~ 
formula  nobis  dabit  '^\x~2x\.  x 4.  x — 4.  x 

(«4.2)  C*4-  3) 


X. ! 


J-  * 


r »T 


*+  * 


(x£4) 

*4-3 


liur 

l 


X ± I 
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unde  patet  furruo  x i 
fiet : 


i fore  2:*  = — : at  fuinto  x = 2 
1 


1 2 3 

= 4 + 2.—  -f  2.—  -f-  2.  — V - — — — 

2 .3  , «K--4-  + 

_ ;;jLr  *' '5  ■ I* 

3 4 5 

28.  At  vero  ifte  cafus  facile  reduci  poteft  ad  fpecietn 

praece Jentem.  Ciim  enim  terminus  generalis  fit  (#)  :=  — — , 

T •-  * 


Z'x-,  + ± + 
2 


is  in  partes  refolutus  dabit  (#)  = 1 -f — ; quamobrem  duae 

formentur  feries , prior  fcilicet  ex  termino  generali  1 , altera 

vero  ex  termino  generali  — , haeque  duae  feries  iunflim 
» . • ar  - 1 . . y 

.fumtae  dabunt  fummam  quaefitam  5:*,  erit  fcilicet!  ; -•  , 

I + 'I-.+.I  + I + X 

...  3 4 ■ - x 

Iam  fuperioris  feriei  fumma  eft  x , inferior  vero  per  fpecient 
primam  evolvi  poteft,  indeque  habebitur: 

* + I + T + T + i +&C. 

• S:*= 1 i_" 1 1 

1 * + i * + 2 !*-f-  3 *-f-4  • 

quae  expreffio  multo  eft  fimplicior  praecedente,  nihilo  vero 
minus  eundem  valojem  exhibet.  Ita  fi  fumatur  * = 7 prior  ex- 

_ +r-7+}-i  + j.f  + s.J  7 

prelfio  nobis  dabit  2:»»=  1 -f  t-1  + 7.7  4-  7*  7 + C &c. 

; 1 __  7 » i!  j 


ii’ 


ter- 
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+ &c. 


termini  fque  fecundum  ordinem  colle&is  fiet 

+ + — 4.  -i-  -f- _ 

3.4  5.11  7.24  p.40  u.6o 

cuius  ordo  clarius  patefcet  ex  fequenti  forma 

+~L  + — + -i-  + — + — — + &c. 
1.3.4  2.5.5  3.7.8  4-p.io  5.11.12 

altera  vero  exprefTto  dat  has  feries 

T.i  1 + 2 + T + 7+  V + &C. 

» 7 i 1 i _ &c. 

quae  colle&ae  dabunt 

2:-=-+  - + — + — +&c. 

2 2 3 2.5  3.7  4-P 

2p.  Ex  hoc  exemplo  apparet,  feriem  ex  fpecie  fecunda 
dedu&am  magis  convergere  quam  pofteriorem  ex  fpecie  pri- 
ma derivatam ; quare  operae  pretium  erit  prioris  feriei  con- 
vergendam attentius  confiderare.  Quilibet  fcilicet  huius  feriei 
terminus  oritur  ex  his  tribus  partibus 
• 1 »+1  , 1 w+i  2 » + 3 

— t T — • r"  . j 

2 n 2 1 27i  + i ' « 

quae  cum  fe  mutuo  proxime  deftruant,  fumma  duorum  prio- 
rum proxime  aequalis  erit  tertiae,  unde  fequitur  haec  for- 


eo 


mula  fatis  memorabilis  — — + = —■  , quod 

n n+i  a»-f-i 

propius  ad  veritatem  accedit,  quo  maior  fuerit  numerus  n . 
Hinc  utrinque  fubtrahendo  2 erit  proxime 

* 4 


- + 
n n +■  1 


2 » -#- 1 


30.  Talis  autem  redu£do  ad  fpeciem  primam  femper 
locum  habere  potell , quando  feries  propofita  tandem  ad  valo- 
rem  finitum  convergit ; verum  fi  feriei  termini  tandem  in 
infinitum  crefcant,  haec  redu&io  non  amplius  locum  habere 
poteli , ideoque  ueceflario  ad  fpeciem  fecundam  erit  recurren- 

Zzzz  dum. 
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dum.  Talis  elt  cafus,  quo  (*)=W,  denotante  emm  n nu- 
merum infinitum  bini  termini  infinitefimi  contigui  erunt  V n 

& quorum  differentia  eft  — ■ ■ , idcoque  evane- 

> * • > - 2 v n * ' 

fcens.  Hoc  ergo  cafu  feries  noftra  erit 

2:*  = V‘i+/i  + /3+V4+ +Vx. 

Hinc  ergo  per  praecepta  data  habebimus  hanc  expreflionem 

+ i — xV"i  + i — «Vi  -f-  i — * V"  3 

2:x=x  + *yi  + xVj  + &C. 

— V)*  + I — Vx  + 2 — /#  + 3^ 

• ■*  ; *■  * »*  '*  I . ■ -« 

quae  feries  quantopere  convergat  videamus  cafu  #=t,  eritque 
+ {Vi  + + tV*  3 + 1^4 

'S:4  = j + lV2  + 1V3  + 1^4  + 4^5 

— V*  — — v'* 

• 2»-f-i 

cuius  terminus  quicunque  erit  i/«  + tV  »41  — V — - — - 

qui  eo  propius  ad  nihilum  accedere  debet , quo  maior  fuerit 

humerus  »,  quocirca  proxime  erit  ^»4  V »4  1 = V'2  (2»+*)  • 
Sumtis  enim  quadratis  habebimus  2»4i42Vb(«4i)  = 

2(2124  1 ) > ideioque  2V»r(»4  1 ) = 2 » 4 1 . Sumtis  dcnuo  qua- 
dratis fiet  4iti>44n  = 4»»44i24i,  quae  ratio  utique  pro- 
xime ad  aequalitatem  accedit.  Ceterum  hic  notari  meretur, 
veros  valores  pro  fraflionibus  loco  x affumtis  tantopere  effe 
tranfcendentes,  ut  nullis  plane  formulis  analyticis  exprimi  que- 
ant. Quin  etiam  quilibet  valor  pro  x affumtus  ad  peculiare 
tranfcendemium  genus  pertinebit . 

31.  Antequam  hanc  fpeciem  deferamus,  adiungamus  ad- 
huc iufigne  Theorema  circa  convergentiam  formularum  multo 
generalius  eo , quod  modo  ante  attulimus . 


Fheo- 
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Theorema 
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Sequens  aequalitas 

(Ja  — a)  V n ’ + aV (« ■{- 1)  * = 8 v(n  -f*  -t') 

eo  propius  ad  veritatem  accedet , quo  maior  fumatur  numerus 

n , fmulque  quo  minor  fuerit  fr allio  f\  modo  experiens  — 

unitate  fuerit  minor.  At  vero  fumto  V ne» atrvo  ijla  aequalitas 
6 — a « S 

Vn’  /(»+0' 

fine  pofleriore  conditione  ad  veritatem  eo  propius  accedet , quo 

maior  fuerit  numerus  n & quo  minor  fuerit  f radio  -j- . Quin 

» . * ...  , • » O 

etiam  fub  iifdem  conditionibus  ad  logaritbmos  transferri  po- 
tefl , ita  ut  Jit  tam 


(8  —a) In  +■  al (tt-h  1)  = 8 1 ( »+ 


quam 


S 18- 


ln  /(»-}-  1) 


'(-+!) 

. * . . . . • i t < . t 

Demonflratio 

32.  Sequitur  hoc  Theorema  ex  folutione  generali  pro 
hac  fpecie  data  , cuius  terminus  quicunque  confidit  his  parti- 
bus 1 — * (») +*(n-f- 1)  — atque  eo  minor  evadit, 

quo  maior  fumatur  numerus  n exiftente  * fra&ione  unitate 
• a I » 

minore.  Quod  fi  iam  ponamus  *=s-g-  Jc  ideoque 

Zzzz  2 etiam 
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etiam  (n)—V n T , neceffe  eft  ut  fit  — •<  i , quia  alioquin 

termini  infinitefimi  non  haberent  differentias  evanefcentes.  Hae 
autem  fubftitutiones  praebent  formulas  priores  in  theoremate 

datas.  Quando  vero  fraftio  -t  negativa  accipiatur,  tum  feries 

propofita  adeo  in  fpecie  prima  continebitur,  fiquidem  ipfi 
termini  infinitefimi  in  nihilum  abeunt. 

33.  Quo  vis  huius  Theorematis  clarius  intelligatur , 
notaffe  iuvabit,  has  formulas  quatuor  cafibus  exafte  cum  ve- 
ritate convenire,  quorum  primus  eft  fi  « = 0 ; fecundus  quo 
« = ; tertius  eft  quo  v = o;  quartus  denique  locum  habet  (1 
pro  n accipiatur  numerus  infinitus;  praeterea  vero  datur  cafus 

#* 

quintus,  quo  in  forma  priore  eft  fi  = v five  / n '—n  . 

Species  tertia  ferierum 

quarum  differentiae  demum  irjuutejimae  fecundae 
evanefcunt . 


34.  Hoc  igitur  eveniet , quoties  ipfi  termini  infinitefi- 
tni  progreflionem  arithmeticam  conftituunt ; formula  igitur 
ante  pro  2 : * in  fuperiore  fpecie  inventa  ad  hunc  cafum  ac- 
commodabitur , fi  infuper  finguli  termini  columnae  tertiae  ver- 
ticalis adiungantur;  hoc  modo  terminus  fummatorius  fequenti 
modo  exprimetur 

*(0  + (0  4-  (2)  + (3)  . . . . ■+•  (») 

- ;+  xA  I *f  xA  a-f-*  A 3 ....  + xAn 

*x  — xAi  +*'A«i+*'A‘i-|-jI:'A»3 + *'A*« 

— (*  + i)-{*-}-2)-(*+3)  ....  -(*+») 

35.  TranfmUtemus  nunc  hanc  expreffionem  in  formam 
ad  ufum  magis  accommodatam , ac  primo  quidem  loco  x'  feri- 

XX  *— 1 1 X 

bamus  eius  valorem  — ; tum  vero  ob  A»=(«|i)-(») 
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& A*»=(»  + 2)-a(i»+ 1)  + (*)  , his  valoribus  fubftitutis 
poftrema  columna  praecedentis  formulae  abibit  in  hanc  formam : 

(»)  + *(»  + + (»  + *) 

— x (»)  — *x  - # (»  + 1) 

. xxrx,  \ 

qui  termini  collefli  praebent 

Hlzlfll  W-  — ^T(«+  0+  — pH-»). 

2 * 


Ponamns  igitur  brev.  gr. 


<-J*+  2 


zp ■ «x — rx—n  Sc 


t 

= r , ficque  terminus  fummatorius  quaefitus  fequenti 


forma  exprimetur : 


2:*  = 


3*' 


, . , xx  — x 

(0  + 


—=■(*) 
i • w, 


+ />(0 — *(0  + '(i)  — (*+x) 

+>■(*)  — ♦ (3  t^4)~(*tV 
+/>(3)  — (4)  +r(5)—  (x  + l) 
quae  feries  iam  vehementer  converget . 

3 6.  Hinc  igitur  novum  Theorema  fimile  praecedenti , 
fed  multo  latius  patens  poflumus  derivare,  ponendo  ut  ante 

f*  V 

(»)=  Y ubi  iam  fufficit  ut  exponens — binario 

fit  minor,  multo  magis  autem  hunc  exponentem  negativum 
ftatuere  licebif . Theorema  hoc  eft  ‘ _ 

IJia  aequalitas  ' 1 ' 

fl  fl 

-zttyY  n 9 f " 


v(»  + 4-)f 


1 f i 


€0 
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ro  propius  ad  veritatem  accedet  quo  maior ' capiatur  /tume- 
CL 

rus  n & fraflio  -j-  parum  ab  unitate  difcrepet  , dummo- 
y ? T 'r  ■ ' -V.  j_ 

do  — binario  fit  minus.  Tum  vero  fumto  jx  negativo  erit  ple- 
rumque multo  accuratius  : 

««—  3 a £ 1 £ £ 2«*  — na  — aS  2 65 


t* 

Y n" 


V(n+ 1) 


Jjhtin  etiam  pro  formulis  radicalibus  logaritbmi  accipi  po- 
terunt . 

■37.  - "Veritas  huiu?  Theorematis  etiam  exafte  fubfiftit 
liis  quatuor  cafibus  f*=o;  II.  * = £;  III.  y = o &IV.»  = oo. 
i Praeterea  vero  idem  evenit,  quando  ip  lorma  priori  eft  v?l 

u 

y — p,  vel  v=2ft,  ita  ut  fit  Yn'  vel  n vel  nn.  Habe- 
mus igitur  fex  cafus  t tjuibu.s  hoc  Theorema  nihil  plane  a 
veritate  aberrat , 'unde- facile  intelligituretiam  reliquis  calibus 
omnibus  ,'errprem  no^  elTe  polle  notabilem  , 

38.  Polfgmus  etiam  hoc  theorema  ‘adhuc  generalius  red- 
dere, loco  n Icribendo  — Sc  ubique  per  debitam  poteftatem 
. . ’ f 1 •••'••''  f.:  . ■ 

, ipfius  c multiplicando,  quo  fraftiones  tollantur t Sicque  prior 

forma  fiet  (x  a — '3*  s 2 SS)  Y n » — (u  * — 4*  ff)  f (n  -f-  c) » 

+ (** — a<f)/(*-f-2c)r  =zzSSY  (n-\ Y~  ' 

, - . 6 ’ ... 
altera  autem  forma  ab  hac  non  diferepat  ,.  .nifi  quod  radicaha 

in  denominatorem  ingrediuntur , id  quod  etiam  de  logarithmis 
eft  intelligendum.  H 

' 39.  Operae  pretium  erir  hoc  theorema  aliquo  exem- 

plo illultrare.  Sumatur  igitur  «=:i  Sc  6 = 2,  fientque  aequa- 
litates in  theoremate  exhibitae  > 

3/” 
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jt4  fi  ft  fl  * y \9 

3 / « ' f-  5 /(»+•<•) ' — V («+*0 ' = 8 / -f-  — f J 

t 3 + 1 _ 8 

✓(»4-0'  , ✓(»+-:);  ' ✓<»4-4)’ 

Applicemus  formam  priorem  ad  logarithmos,  fietque 
3 / » + 5 / (»  + r)  — /(»+- 2r)  = 8 / (»  -f-  j r)  fu  nunc  n — 1 o 

& r =.2 , ut  prodeat  ’ 

3/10  + 8/12  — /14  = 8/  ii.  Facta  igitur  evolutione 
3/10=  3 , ocooooo  r / 14  = 1 , 1481280 
6 1 12  — 8 , 4750872  • 8/11  =8,  3311415 

)■.  9 y 475q87*  , «=  9,  4772^^ 

quarum  differentia  eft  o,.  0011824,  quae  multo  minor  pro- 
diret , (i  numero  n maiorem  valorem  tribuerimus 

40.  Circa  ipfum  autem  terminQm  Almmatorium  feriei 
propofitae  imprimis  notari  convenit  , tam  differcntiationem 
quam  integrationem  facile  inftitui  polfe , fumto  fcilicet  indi- 
ce ar  variabili,  quemadmodum  hoc  iam  in  fpecie  prima  fu- 
fius  eft  oftenfum , ubi  ipfe  terminus  fummatorius  S : a?  tau- 
quam  applicata  cuiuflam  curvae  eft  confideratus , dum  index  * 
referebat  abfeiflani,  hocque  refpe6hi  in  calculo  differentiali 
potiflimum  fun£tiones  inexplicabiles  fum  perfcrutatus . 

41.  Ex  formula  autem  generali  pro  termino  funima- 
torio  2 : x fupra  data  evolvamus  hic  quoque  cafum  feriei 

. harmonicae , quo  eft 

1 . . 

S:*==  1 4*  — + — + — + •••+  — 

* 3 4 * 

& quaeramus  eius  valorem  pro  'indice  x — — , atque  ob 


habebimus 


7*t 
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+ a'+17  + T + ^-- 


5 • i — J — 

*'*”8  i«5 4_ 

24 

2 


+ ± + ± 
+ 8 ^ - 


4 

1 

3* 

2 

5 


+ T6  + -1 

10  20 p 


1 

48 

2_ 

9 


&C. 


40 

2 


+ f + f + t + T-V 

i « . 4-  -!  j.  A# 

,.._P+T+7+4+5( 

c 


I 

3 

1 6 


X 

' 4 ' 

18 


&c. 


Sive  erit  8 5 : 

r 2 2 ___L_-L_-L__ii 

S 6 
16  16 ^ 

3 5 7 P 

Contrahamus  fingulas  columnas  in  unam  fummam  eritque 

8 2 :t  = — 1 - 1 h — — + &c. 

J.2.J.S  J- 3-4-5  3-4-S-7  4-5-^-P 

quae  feries  utique  magis  convergit  ea , quam  fpecie  fecunda 
invenimus . 

42.  Quod  (i  autem  terminos  non  contrahamus  , fed  eos 
qui  eundem  habent  denominatorem  colligamus,  omiffa  ferie 
infima  habebimus 

, j .9  +s  (i+m+*+i+*o 

2 1 T -x8(f  + i + f + i + &c.) 

five  loco  fuperioris  feriei  fcribendo  16  (1  + t + 8cc.) 

habebimus  r2:T-|  = -r?+;-Hi’»+5'5+  &c.ad. 
damus  utrinque  / 2 = 1 -T  + 7~t'f'T"r  &c.  fiet 

+ = confequenter 

g:i  = 2-  2/  2,  qui  valor  egregie  convenit  cum  eo , qui 
in  fpecie  prima  qft  datus . SUP- 
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SUPPLEMENTUM 
DE  FUNCTIONIBUS  INEXPLICABILIBUS 
FORMAE 

jr : x — A.  B.  C.  D.  E X. 


i.  Hic  favores  A,  B,  C,  D,  &c.  funt  termini  cu- 
iuflam  feriei  indicibus  i , 2 , 3 , 4 , &c.  refpondenres  , & 
X terminus  indici  x refpondens  j faflores  autem , qui  indici- 
bus  feauentibus  x 1;  *+i;  * T 3 ; Sre.  relpondent  per 
X',  X , X'"  & c.  defignabo  . Hinc  iam  flarim  patet  lore 
»r:  (x  + 1)  = X'.  n:x , & >r:(*  + 2)  = X'.  X".  tr:  *,  & ita 

porro.  Praecedentes  vero  erunt  n:(x — l)  = &c.  Un- 


de intelligitur  fufficere,  dummodo  hae  formulae  pro  valori- 
bus  ipfius  x unitate  minoribus  aflignentur. 

2.  Quoties  fuerit  x numerus  integer  pofitivus,  valo* 
res  ipfius  n : x fponte  fe  produnt . Erit  nempe 

r:i  = A;.)t:2=AB;  rr : 3 = A B C ; Scc. 
Quando  autem  x non  eft  numerus  integer  pofitivus  , produ- 
ftum , quod  charaflere  * t x defignamus  erit  funilio  inexplicabilis 
ipfius  x , nifi  forte  faflores  A,B,C,D,&c.  ita  fuerint  com- 
parati, ut  praecedentes  a fequeutibus  deflruantur , veluti  evenit 

in  hac  forma  : *:#=:— . -L  . -2- , — : — ' 

2345  *ti 

quandoquidem  hic  manifeflo  efl  x:x~  — -p— , vel  etiam  in 


hoc  exemplo : 
hinc  enim  erit 


rt:  x = -L 

4 


8 15  24 

• — r • • 

9 10  25 


XX  + 1X 


Aaaaa 


i—  6 . 
5 a-5’ 

5 
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4 • 'Sc  *f'  i 

*'■  5 = ~~7  &c.  unde  patet  in  genere  fore  rr : x = 

2,°  < 2(*  + i) 

3.  Cafus  autem  inexplicabiles  fumendis  logarithmis  ad 
praecedentem  differtationem  revocabuntur . Erit  enim 
ln\x  = /A  + /B  + /C  . . . . + /X  , 
quae  forma  cum  fupra  traflata  comparata  nobis  dabit  fequen- 
tes  valores 

2 :x  = h:x;  (i)  = ^A  ; (2)  = /B  ; (3)  = /C  ; Scc.  & (*)=/X 
tum  vero  erit  (x+ t)  = / X' ; (x+ i)  = /X"  ; &c.  hocque 
confenfu  obfervato  fpecies  fupra  traflatas  ad  praefentem  cafum 
accommodemus . 


Spt 


tecies  pruna 

ubi  logarithmi  factorum  infuiitejimorum  evanefount , 
Jne  ubi  factores  infuunjimi  unitati 
aequantur  . 

. 4’  Cum  igitur  pro  hac  fpecie  introduflis  valoribus  modo 
datis  habeamus : 

/. • y — /A  +■  /B  + /C  +/D  -f-  &c. 

, ' —IX?  — /X"— /X,w-— /X ,T  — &c. 

ad  numeros  afcendendo  erit 

A B C D 

* *e==  X"  X"'X'"’XV  ' ^ 

Hic  nulla  exempla  fubiungo , quia  iam  plura  in  Calculo 
Diflereutiali  funt  evoluta  . 


Species  fecunda 


ibi  foeteres  injinite/imi  inter  fe  funt 
aequales . 

5.  Tum  enim  eorum  logarithmi  etiam  inter  fe  erunt 
aequales , ideoque  differentiae  primae  omnes  evanefeent . Huc 
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i-ncur  accommodemus  formam  fupra  §.  25.  inventam  eritque 

4-  1 — */A+  1 — -f  1 — xl C ■> 

hr:x=xlA.+  at/B-H  xlC  + ACl' 

_ /x  — . /x"  — /x'"* 

unde  ad  numeros  afcendendo  habebimus 

A ,_*B*  B C * C^D'  0._ 

jr:jv=Ar. — — • — -^7,  • • <xc*' 

- Species  tertiet 

ubi  termini  injinitejimi  conjiituunt  progrefjionem 
peomctricam 

XJ 

6.  Tum  enim  logarithmi  horum  terminorum  progref- 
fionem  arithmeticam  conllituent , cuius  ergo  differentiae  fe- 
cundae evanefeent . Ut  iam  exprellionem  fupra  §.  3 5-  inven- 
tam ad  hunc  cafum  accommodemus , notandum  elt  br.  gr.  po- 


xx-  3x  +2  o,  xx  _ 

litum  fuiffe  p » ? — xx~ix\c<.r  — • > 

2 

unde  habebimus 


habebimus 

+ plA+plB  + plC  1 
HH—lA  — qlB  — qlC  — qlV\^ 

m.~JLlB  + rlC+rlD  + rl 


lx-.x~ 


&c. 


' — /x'— /x"-  /x" 

Ponamus  autem  hic  porro  compendii  cauffa ==  w 


8t  JLH—H-  — n , atque  ad  numeros  afcendendo  habebimus  hanc 
2 

expreffionem . 

Aaaaa  2 *’* 
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_ B'  AfC'  B'Dr  C^E'  p 

X^loc7-’  C«X"'  D»5r'' 

7.  Hoc  modo  confido , doftrinam  de  Funftionibus  Inex- 
plicabilibus , quae  in  Calculo  Differentiali  non  facis  accurate 
8c  luculenter  eft  expofita  , fere  penitus  exhaufiile  , ita  ut 
nihil  amplius  defiderari  poifit , id  quod  eo  magis  neceflariunt 
videbatur , cum  hoc  argumentum  plane  fit  novum  & a ne- 
mine adhuc  tra&arum  , praecipue  autem  eius  fummus  ufus 
in  interpolatione  ferierum , atque  hinc  adeo  fymptomata  li- 
nearum curvarum , quarum  applicatae  per  funfliones  inexpli- 
pabiles  exprimuntur  inveftiganaa  erant. 


ADNOT  ATIONES 


ADNOT  AT.  po/l  Cap.  U.  Part.  I. 


Jl  ropofita  fit  differentiatis  aequatio  </y  + yX</#  = Z dx^ 
in  qua  X & Z fun&ioncs  quafcunque  exprimunt  variabilis  x : 
conflat  huius  aequationis  integrationem  obtineri  ponendoy  = u z , 
ex  quo  oritur  udz  + zdu  j-uzXdx  = Zd  x,  ubi  per  ido- 
neum quantitatis  w,velx  valorem  poffunt  bini  termini  nihilo 
aequari.  Affumamus  igitur  zdu  + uzXdxa=o } & dividendo 

d u 

per  % fiet  du-j-uXdx  = o,  & conlequenter — s=  — Xdx  , 

atque  hinc  capto  integrali  prodibit  /«  = — /Xdx , hoc  efl 
u = c—fXd"  , fumto  nimirum  e aequali  logarithmorum  hyper- 
bolicorum  bafi . Hifce  peraffis  propofita  aequatio  convertitur 

Zdx 

in  udx*=Zd  x , unde  habetur  </a= , k.  integrando 

Zdx  , .v . „ ■ fe{xixZdx 

z=  J = f ei  Adx  Z <7  * , ac  denique  yzzzuz—  - 

2.  Si  nunc  methodus  haec  diligenter  perpendatur,  liqui- 
do apparebit,  eandem  felici  exitu  ad  aequationes  illas  differen- 
tiales  trausferri  poffe , quae  eandem  habentes  formam , quam 
aequatio  praecedens , finitis  tamen  differentiis  donantur . Efto 
igitur  aequatio  Ay+ M_yA*  = NAx  , feu  Ay-f-My=N 
(fumto  nimirum  A*  pro  unitate), in  qua  quantitates  M & N 
funftiohes  defigaant  variabilis  cuiuslibet  te.  Fiat  primo  y = w*, 
8c  erit  in  hac  differentiarum  fiinitarum  hypotheli 
Ay  se  »A*  + *A*  -f-  AhAz  '• 
atque  hiuc  aequatio  abibit  in 

kAx -f- zA*  tJ-  AmAx  + Muz—N. 


1 Po- 
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Ponamus  ut  ante  terminos  binos  zA u -f-  Mhz=o,  8c  orie- 

tur  A * -f-M«  = o,  feu — = — M:  ad  hanc  aequationem  in 
u 

hac  hypothefi  differentiae  finitae  Ah  integrandam  aflfumo 
t i = e‘  , Sc  nancifcor  h ■+■  A n = e * * , Sc  A u = e‘  (eAf  - x)  • 

A « ' 

ex  quo  fit = e‘i' — x= — M,  feueA'=x — M,  captif- 

,quc  logarithmis  Ax=/(t — M),  Sc  confequenter  inftituta 
integratione  habebimus  t = l ( i — M).  Eft  autem,  ut 
ex  Analyfi  coultat , aggregatum  ex  logarithmis  plurium  nu- 
merorum aequale  logarithmo  produdi  horum  omnium  nu- 
merorum; fi  igitur  generatim  per  jr(x — M}.  exprimamus 
produdum  continupm  quantitatum  omnium  contentarum  in 
iormula  x — M,  orietur  t — l r.  { i — M)  ; Sc  propterea 
ir  — c‘  = * (i  — M).  Jam  praedidis  duobus  terminis  .nulle- 
icentibus  fuperior  aequatio  mutatur  in  hAz-|-AhAz  = N, 

' N ' <■  ' N '••• 

unde  eruitur  A z = — , Sc  integrando  sr  S . 

. . ..  . i «+  u + *u 

Sed  cum  iam  invenerimus  u~ir(t — M),  fi  terminus  poft  M 
proxime  fubfequens  delignetur  per  M' , prodit  h-|-  A 

N r 

ideoque  z — s r-,  & quia  y — zu,  fit~  ' 

i - — f*  ff (i-M)  1 '' 

: 

live  addita  conflante  quacunque  A confequemur 

‘ — M)  (a+S-t^^V 

‘ ' 1 t • V . - , 

EXEMPLUM. 

‘ Sit  pcopofitn  aequatio  y -f  (x  -f-  I ) Ay  -f-  a(l  X + l)  = O, 
quacroturque  valor  feparattts  ipfius  y . 

Haec  aequatio  ad  generalem  formam  A y -f-  M y — N 

reduda  dat  A y H y =3 — . Habemus  ergo 

*T*  ‘ • * T i i jyj 
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I / /»(2*+-l)  X 

M = —7—  ; N t= -- — ; * — M = — — ; quapro- 

x+ 1 x-h  i *+ 1 

I i fC 

pter  produftum  omnium  valorum  formulae  , qui  ha- 
bentur fi  in  ea  loco  * fucceflive  x — i,x — 2,.... 3,2,1, 

, 1 ....  x- 1 »~2  x-j  1 

iubft  itusntur « fcilicct  — — • 1 • ■ • • • • m ) & per 

X X—  I X — 2 2 

' I . ' '1  ■ 

rr  (1 — M)  indicavimus,  erit  =r— ; illud  vero  perjr(i—  M') 

expreflum  = . Hinc  hi/ce  valoribus  in  aequatione 

*+i 

/ N \ 

y =z*(i — M)  | A 4*  2 — ; — — tt  1 fubfti  tutis  habebitur 
7 \ 7 V.  *(i-M  )/ 

1 r.  n ^ ^ x S 1 

V = — JA — S <i(2#T  i)  |= 2 /J a 

7 x «-  v ' J X X X 


Inventum  efl  autem  §.  60.  S 1— x,  & S»x  = ixl-jx 

proindeque  erit  /= «x 

3.  Sit  modo  propofita  aequatio  y' — R y -f-  T,  in  qua 
y terminum  defignat , qui  in  ferie  quantitatum  y proxime  fe- 
quitur  y:  hinc  quoniam  y = y + & y , aequatio  abit  in 
1 (1  — R)y  = T.  Jnftituta  huius  aequationis  cum  prae- 

cedenti comparatione  prodit  1 — R=M;T  = N.  Quapro- 
pter pro  valore  quantitatis  y fequcns  habetur  cxpreflio 

■ . ’'='R(A  + S^)-  • . 

Si  R quantitas  conflans  eft , perfpicuum  fit  quantitates  *R 

& irR’  nihil  aliud  elfe  quam  potentias  ipfius  R , quarum  ex- 
ponens aequatur  numero  defignanti  in  ferie  ipfarum  y locum 
vel  indicem  terminorum  y 8c  y'.  Sit  igitur  m numerus  ifle, 
vel  index  loci  ab  y occupati  ita  ut  ym  idem  fit  ac  y' , 8c 

ln.bc- 


7i6  ADNOTATIONES 

habebitur  aequatio  / " tr=  R " ^ . Si  T con- 

. T i 

itans  eft , fit  S ■■  - = T 2 ■ , ubi  termini  per 

j R * R ■*  1 

— exliibiti  progreflionem  geometricam  conftituunt , cu- 

R ...  i 

ius  fumma  protinus  invenitur : fununa  haec  ab  incipiens , 

vocetur  S , ponatur  nimirum 


x+T.+irr+"---  + 


R' 


S, 


& multiplicando  per  R confequemur 

i 


1 + + 


• • • + R^~SR-S+I— R^* 
R'"-  i 


Ex  hac  aequatione  elicitur  S = - „ , 

^ R“(R-i)  f 

R"-  i 


atque  inde 


,-  = R-  (a  + T.  IWe,-=AR-+T.f^i. 

Ut  nunc  oitendamus  per  inventum  ipfius  y valorem  omnimo- 
de fatisfieri  conditionibus  datae  aequationis  Ry -f- T,  vel 
1 = R^" +T,  non  alia  re  opus  erit  quam  multipli- 
catione inventae  formulae  per  R , & additione  quantitatis  T-, 

R ~+-  ■-  R 

ex  quo  colligitur  exprelfio  AR"’l',-f-T. 


R— i 


T, 


R"  -t-  1 -x  i 

quae  redigitur  ad  AR*+1  + T.  — , hicque  revera 

eft  valor,  quem  generalis  formula  pro  termino  j/”+'  'fuppeditat. 

4.  Tradita  iam  methodo  integrandi  aequationem  quam- 
cumque  differentialem  ex  differentiis  finitis  conflantem,  & fub 
generali  forma  Ay  + M y — N comprehenfam  , reliquum  eft 
ut  ad  integrandas  aequationes  alias  ab  hac  eadem  pendentes 
progrediamur.  Iam  vero  demonliravit  Alembertus  in  Aflis 

Beroli- 


'AD  NO  T AT  tO  N E.S 


Vl7 


Berolinenfis  Academiae,  aequationes  orfines  differentiales,  e dif- 
ferentiis infinitefimis  conflantes  huiufce  formae 


(A) 


Kdy  Eddy 

'+^+*?-+-j;r  + *c-=x\: 


ubi  A,  B,  C,  & c.  conflantes  funt,  Sc  X funftio  efl  quae- 
cunque ipfius  x , revocari  & converti  in  aequationem  hanc  fim- 

Wdx  ‘ ‘ * * 

pliciorem  * + — - — = V , ubi  H conflans  efl  , 5c  V funflio 
dx 


ipfius  x ; quae  fane  aequatio  eadem  efl  cum  ea,  quam  inte- 
grare docuimus  fuppofitis  etiam  differentiis,  finitis . Si  igitur 
Akmbertiaoa  methodus  aequationibus  etiam  differentiarum  fi- 
nitarum accommodari  poteft  licebit  quoque  integrare  in  hac 
ipfa  differentiarum  finitarum  hypothefi  aequationem  quamlibet 
y -f  AAy+BAAy4-CA»j  + 8cc.  = X,  !» 

& confequenter  aequationem  huius  formae 

yl  + - . +&c.etX 

quae  pro  generali  ferierum  recurrentium  formula  haberi'  me- 
rito poteft.  Ingeniofifftma  AJembertiana  methodus,  quae  coef- 
fi cientium  indeterminatorum  methodus  appellatur , in  hoc  efl 
pofita:  Sumitur  fcilicet 

iz  = p . ii  = 

dx  ’ dx 

indeque  fiunt  aequationes  • . ; 


fi.C 


T.  = ' i 


Tum  aequationes  hae  fingulae  in  coefficientes  indeterminatos 
- b , c , &c.  ducuntur , ut  oriatur 


J 9 J 

*dy  bdp  • caq  • 


& C. 


Hae  vero  poflremae  addantur  aequationi  (A),  quae  fi  ultra 
tertias  differentias  variabilis  y non  procedat , mutatur  fadlis 

(B) 


debitis  fubfti turionibus  in  fequentem 

Bbb bb  - 


t. 

f 
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(B)  • • */-f*(A+*)fi+(B  + i)fl  ~ “ + ^7=X* 

In  primo  huius  aequationis  membro  fumamus  nunc  partem 
unam  y + (A  + 4)  p -f-  (B  -f-  b)  q duftam  in  a effe  multiplam 
integralis  ex  parte  altera  ady  bdp—Cdq  refultantis,  vel 
quod  eodem  redit  effe  bdp  cdq 

dy  + (A.+a\dp  + (B  + b)  dq=dy  -\ ; 

a . a 

unde  ex  terminorum  ftbi  refpondentium  comparatione  prode- 

b C 

unt  aequalitates  A +4  = — ; B-f*£= , ex  quibus  con- 

C 4 a 

fcquimur  b—- B=rArt-f4*,  & <i> -f-A«’  + B4  + C=o . 

. ■ ' • , ,, 

Huius  porro  aequationis  4*+A<j*+B4+C  = o radices 
praebent  valores  tres  ipfius  a diverfos , qui  requifitis  condi- 
tionibus aeque  fatisfaciuut.  Fiat  nunc  . i. 

y 4*  (A  + a)p  -f-  (B  4-  b)  q = 

& afcquatio  inventa  (B)  mutabitur  in 

• < ...  V 4 d K I ,K dx  Xd* 

* — — = X , (eu  dz = . 

d»  a a 

Hac  comparata  cum  §.  r.  aequatione  dy  -j-yPdx  — Z dx  ( ubi 
ad  ambiguitatem  vitandam  X convertimus  in  P)  habetur 

' dx  Jt 

y = z;  P = — — ; Z = — — • r/Tix-e  = e ‘* 

• • » 

ex  quo  demum  colligitur  x — c*f — . Voco  nunc  4 1 , 


• 1 ■ -,k  <te  “ 

4”*  tres  diftinftos  ipGys  « valores,  & b\  b ■*,  b l"  va- 
lores alios  iphus  b prioribus  homologos,  ac  denique  Z 1 , Z " , 
Z'”  valores  quantitatis  variabilis  z,  quae  per  vices'  comple- 
flixur  4.*,  41',  4 1 1 * • Hinc  tres  fequentes  prodibunt  aequationes 

/ + + )?  = Z< 

y + ( A + a ' * .)  p + / R + f,  ' i j q = Z " * 

<‘I)  y + (A  + a\‘,<}/>+C%  + b',>)q=Z'',  Si 
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Si  iam  ex  tribus  liifce  aequationibus  eliminantur  quantitates 
p Sc  q , invenitur  ipfius  y valor  (equeuti  aequatione  exhibitus 
,y  = FZ'  + GZ"  + HZ»>» 

ubi  F,  G,  H conflantes  funt  a.  quantitatibus  A»  B,  a'  , 
a “ , &c.  pendentes. 

5.  Hac  methodo  probe  perpenfa  luculenter  apparet  ae- 
quationem quamlibet  multo  pluribus  terminis  conflatam , cu- 
iufmodi  elfet  iflhaec 

Ady  Bddy  C d'y  D d*y  E d*y  __ 

y+  d x + d*'  + dx'  + d*'  + dx*  T 
aeque  refolvi  pofle,  indeque  obtineri 
, . , jr  = FZ  * +GZ  “ + HZ4,,  + IZ  ” + KZ T , 
ubi  quantitates  Z*  , Z11,  &c.  tales  funt  ipfarum  X Sc  x fun- 

jg  ^ y > * 1 

fliones , ut  fit  Z — e — , fubflitutis  pro  « r allicibus 


quinque  a',  a1*,  a“>,  al,,a*  aequationis 

a 3 -f-  A a*  "f"  Ba  3 -f-  Ca  ’ -f-  Da  -J-  E — O • 

Sed  quod  longe  utilius  efl  ac  praeflantius  methodus  eadem  ad 
aequationes , quoque  ’ ex  finitis  differentiis  conflantes  feliciffimc 
aptari rpotefl 

6. : Eflo  itaque  aequatio  differentiatis  finita  quinti  ordinis 
/ -f  AAy  + BA  'y  + CA > y -f  DA «y-f-EA  */  = X 
Sc  ponatur  A y=sp\  Ap-q-  Aq  — r\  Ar  = r}  ut  prodeant 
aequalitates 

p — Ay =0 ; q — Ap-o-  r — Aq  — o\  s — ■ Ar  = o 
hifquc  multiplicatis  per  coefficientes  indeterminatos  a , b , c , 
d fiat  ap  -aAy  = 0;  bq-bAp  — o;  cr-cAq^so',  ds-dAr— o. 
Aequationi  propofitae  pofl  fubflitutionem  valorum  afiumto- 
rum  pro  differentiis  ipfius  y addantur  aequalitates  modo  in- 
ventae ; quo  fafto  eruitur  aequatio  - ■ > 

y + (A-f  a)p+  (B  + b)q  + (C+c)r  -f-  (D  + d)s 
— aAy  — bAp  — cAq — dAr-f-EAj  = X 
huius  aequationis  pars  ‘ , ; ■ 

Bbbbb  2 • y- f- 
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y + (A  4 -a)p  + (B  + b)q  + (C  + c)r  + (D  +d)t  \ 
rentiata  aequalis  aflumatur  parti  alteri 

aAy  -\-bAf>-{-cAq-\-dAr~'E.As 


per  a divifae , (cilicet  fiat 
Ay  4-  (A  4- ») &p  + (B  + b)  A q + (C  + r)  A r +■  (D  4-  d)  A t . = . 
b A t>  c A q ■.  d A r ...  EAt 

Ay4-  T -rr~  + 

a * * . - 4 

unde  per  terminorum  homologorum  comparationem  inferun- 
tur aequalitates  . 

b c d £ 

A4-«= — ; B4-£= — ; C-|-rr=  — ; D4 -d~ » 

* .«  . . . . « / 
ex  quibus  per  confueras  eliminationes  exurgit  aequatio  quinti 

gradus  - ■ • ' * 

j» 5 4*  Atf  ♦ 4"  Brt 3 4“  Ca  * 4"  D«  4"  E = o t 
huius  radices  praebent  quinque  ipfius  * diftinflos  valores  a *, 
***,  <t‘v,  av.  Iam  vero  capiatur 

y 4-  (A  4-  a)p  4“  (fi  4-  f>)  q 4-  (c  4-  0 r 4{D  4"  d)  s — * 

ideoque 

A * =r A,  4-  (A  4-  <0  AP  + (B+*)A?  4-  (C4-r)Ar  4-(D  f d) Ar=j 
Ay  4-  — Ap  4*  — A j 4"  — Ar— r — A r , . 

P ^ ^ 4 & 

unde  oritur  aequatio 

a — *Az  = X,  hoc  efl  A*< — — 

a a 

eiuldem  fcilicet  formae  cum  praecedenti  Ay  4”  =*  N 

(§.2.)  ubi  ex  terminorum  homologorum  comparatione  deducitur 

M = i- ' N = — — , & confequenter  i — M = - . 

n /t  ' /t 


Quapropter  oritur  s s=  * ^ ^Conft.  4 S 

v - 

; - / It  \Si\  • . 

Et  quoniam  • conllans  ell , invenitur  ; 


-X 


f1+a\ 
a.x( ) 


> 
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denatante  m ut  antea  indicem  loci  a termino  x occupati  in 
ferie  quantitatum  *.  Si  X conflans  eft  tunc  progrefllouis  geo- 
a 

metricae  per  £ y { expreflae  accepu  fumma  afle- 

. a v (i+rf)”-*"  \ 

,uw  ,-=(— J (Conft.-X-^-^.. 

Quum  autem  o quinque  valoribus  diverfis  n ' , a " , m **',  jT 
praeditus  fit,  fi'  valores  ifti  in  formula  inventa  fubrogantur 
per  vices,  totidem  exfurgunt  ipfius  xm  valores,  qdi’  omnes 
aeque  fatisfacicnt  ; his  vero  per  Z r,Z",Z,,,} Z ”, Z'  defi- 
gnatis  quinque  fcquentes  nartcifcimur  aequationes 

y + (A+-I')^  + (B  + AO?  + (C4-cOr  + (D  + </')t=ZI 
y+(A  + ^,)f-+('B+^l,)^+(C  + e'*)r+(D+-</'*)re=Z'« 
>-4-(A+fl«'*>  + (li+//''')?+(C+c”')*'KD+rf,,,)*  = Z''" 

y +(A  + *')p  + (B  + k ')  q\ (C4-  c v> + (D  + d')s  — ZT, 

Tum  ex  hifce  aequationibus  per  notas  regulas  eliminantuf  • 
quantitates  r,  quo  fafto  ad  aequationem  pervenitur 

huius  formae  y — FZ'  -f  G Z " + H Z 1,1  + 1 Z ” + K ZT, 
in  qua  F,Q,H,  I,K  conflantes . funr'.  a cognitis  quantitati- 
bus aequationum  earundem  pendentes  ■ 

v 7.  Propofita  demum  fit  aeqtiatio  " ' - 

yj_+.  A y M + 1,1  + Cy  ” » * + &c.  — X 

ubi  /S  5 y" , y &c.  terminos  defignant  fe  proxime  fequeti- 
tes  in  ferie  quantitatum  y . Perlpicuum  imprimis  eft  haberi 

y 1 ’ ~~  y * -f • Ay  ■*  > • , . t ..  u *;  . * "|  n 

y”,=y,,  -f- Ay'  +A(y»4-Ay,)=y*+2Ay,+A,yI 

y,,=y‘,,  +A^**»— ^i'-f-2A^,+Amy,+A(yI-f2AyI-f‘^V) 

" a=  y'  -j-  3 Ay 1 •+•  3 & xy ' + A1/1 , 
ficque'  porro  de  ceteris.  Ex  quo  apparet  aequationem  propo* 
fitam  ad  formam  earum , quas  ante  examinavimus , cotnmo* 

• - de 


.V 
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de  revocari.  Vexum  ut  fudilius  pc  prompt jus  aequatio  ipfa 
ad  feries’  recdrrencei  accommodari  queaf  praedabit  terminos 
yx ->y  “>  y,ltj  Ordine  inverfo  fpeilare,  at'  fcificet  habea- 
tur >“  +■  &yxx=zy' j y «“-f-Ajr  »“=:»>««•  y"=tyxx>y  8cc. 

Sc  exponentes  i%  iiv  an,  &c.  deligneut  cuiuslibet  termini 
diftantiatn  a poliremo  yl  '•  Ponatur^*1  % eritque 
fiat  iterum  pxx-=aq  *,  proindeque p ‘«‘=<7  fu  rorfus  qXt  = r', 
ideoque  qixt  =r 11  — r * . Ex  quo  oriuntur  aequalitates 
y*i=pl-f  yx,,  — qx ,v  = r * 5 y*  —s 1 j y"  = r " : quibus, 
valoribus  in  aequatione  propofita  fubrogatis  ea  abit  in  hanc 
(A)  ...  . jK,+A/>«+B?*+Cr‘4-Di‘+E»"=X.  Iam 
vero  aequationibus  px-yxx^=.o-yqx  -pxx—o\r'~ qxx=zo-fix-rxx—o 
per  indeterminatos  coefficientes  4,  b,  c,  d lingillatim  multi- 
plicatis , hifque  de  more  additis  aequationi  (AJ  invenitur  fe» 

quens  y* +(A+-4)/>‘ +(B  + ^)  -- 

— ay  "-—bp  xf—cqxt‘—dr  *'  +Er‘*  •'  — A 

Ia  prima  huius  aequationis  parte 

7*  4-(A  + *)px  -h(D  + </)r* 

variantes  termini  tranfeant  in  proxime  antecedentes  ita  ut  fiat 
yxt  -f-(A  + *)/>  ,x-j-(B-hb)q  “ -f-(C-f-e)r  “ + (0  -hdjt l* 
haecque  quantitas  ponatur  aequalis  parti  alteri  per -4  divilae 


tum  aequatis  coefiicientibus  homologis  habentur  aequationes 

b • c d fi 

K-\-a  — — ; B-f-£=  — j C-f-c  = — ; D +■  d = ■ ■ 
a 4 4 ' r ■ a 

ex  quibus  eruitur  ut  ante  quinti  gradus  aequatio  ■, 

4{  "H A 4*  -f-B4 * -f* C4 * + D<  -J-  £ =3  o • 
cuius  radices  delignantur  per  4 1 , 4 a 4 *r,  ar . Quocirca 
accepto  *-,=y',+-(A+-4)^*  j-(Bj-b)qt-i-(C-hc)r,-l-(Di-d)t,f 
aequatio  propolita  tranfibit  in  hanc  z‘ — 4js,,=X>  quae 
(ob  a,=iz,,4- &zxx)  evadet  A *<«  4- (1-4)* ” = X.  Hac 
autem  comparata  cum  aequatione  §.  3.  oritur  7 — z , 

R 
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R =:  * , T = X ; Etque  propterea  x a “ ^Conft.-f  3 ~~f~,  J 

ubi  m locum  denotat  a termino  xm  in  ferie  ipfarum  s occu- 
patum . Quum  autem  loco  ipfius  a fubflitui  poffint  per  vices 
radices  lingulae  a ^n11,  &c.  inde  confequitur,  quantitatis  z" 
valores  quinque  diverfos  per  Z*,  Z " Z Zi^, Z v expreflos 
oriri , proindequc  aequationes  quinque  fequentes  produci 

y"  +(A4'»1  )p"*  + (B+  ^09”  + (C  + c»)r“-f-(D-f-</,)j«'  = 
y"  -f(A  + 4( 

y - +( A +a ,v)  p " + (B  +b ")  q J+  (C  + r »*  ) r"  + (D  + d">)  s «= 
y ”+(A+*')p~  + (B+6’)7"+(C+r»)r"  + (D-f  d')s”=z Z'. 

Eliminatis  porro  quantitatibus  pmyqm,rmix"  ex  hifce  ae- 
quationibus pervenitur  ad  formulam 

'ym  =;FZ>:-f  GZ**  + HZ«"-f-  IZ'v-f  KZ», 
in  qua  F,G,H,  &c.  conflantes  font , quae  per  comparatio- 
nem totidem  terminorum  feriei  ipfarum  y determinari  debent. 

- X 

8.  Si  X conflans  efl  fumma  (§.  y.)  per  ex- 

, rt"4- 1 

’’  n*  ' a"  — I , 

preffa  evadet  = X ; diflaque  L conflanti  integra- 

. . . a ■»  __  J 

tioni  addenda  nar.cifcimur  tandem  Z = L*"-f-X 

‘..ii.  a ■ — i 

ex  qua  protinus  habentur  valores  Z^Z**,  Z*",  &c.  fubftitu- 
tis  dumtaxat  loco  ipfius  a radicibus  invetitis  <t’ , a"’,  &c. 

9>  Ex  iaflenus  -diflis  hoc  ftatim  deducitur  generale 
theorema:  _ 

Propoftta  aequatione  y”  + Aym-'+By"  ~14Cym'"} . . .4  6*r.  =X, 
ubi  ipfm  y exponentes  dejignant  loca  eb  y occupata  • inven- 
ti/que radicibus  a,,a.,^*,‘A  C 7c.  aequationis 

a"  + A a + Ba*-*  + ,&c.  = o , 

habebitur  generat  im  • — w ’ 

y" 


N^Nn 
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,.=  F»l-(++S-~r-)+o.,i-(4.+s— %-) 

Si  X conflans  fuerit  prodibit  aequatio  ■ r \ * 

y » = tj,  ( F a «" + G «' >“■  + H a' + 1 -*,v~  + K -»»"  -f-  &c.) 

r «‘“-i  , «“"-i  , „«'""-1  , „ 1 

T *-  at — x /,"—1  -»*M— I a‘v-1  ‘ 


*7^r+H 


Si  fuerit  Xsso  conflans  ^ fupprirai  poterit , & fimplicio- 
rem  aflequemur  aequationem 

?-=  F*‘"  + G**‘«+  H/»1""  -f  I*'*"  +K-.»”  +&C. 
quae  exhibet  terminum  generalem  feriei  iplarum  y , hoc  eft 
feriei ‘y “ + A ym~\  + By"~*'+Cym~*  -f  D^'*-4  &c.  = o, 
quae  fane  nihil  aliud  eft  quam  feries  recurrens , cuius  fcala 
relationis  eft  — A — B — C — • D — E — &c. 

io.  En  igirur  ferierum  recurrentium  theoriam  ad  diffe- 
rentialis  calculi  fundamenta  revocatam , & ex  genuinis  , di- 
reflifque  principiis  depromtam , cum  ea  prius  methodis  om» 
■ nino  indireftis , notionibufque  alienis , & e longinquo  detortis 
inniteretur . 

Do£lrinam  hanc  praeflantiflTunam  maximique  in  analyfi 
univerla  ufus  & emolumenti  fele£lis  aliquot  exemplis  declarare, 
- . ac  tyrouum  captui  accommodare  operae  pretium  ducimus. 

EXEMPLUM  I. 

Quaeratur  terminus  generalis  feriei  recurrentis  fecundi  ordinii 
1 4-  1U*4.2U  J 4-  du«  4-  IOU*  4 22U‘442Ut  4 86u*  4 (yc. 
quae  oritur  eu  evolutione  fraflionis  rationalis 
I — u 

I — u — 2 u ’ 

Vocato  itaque  f-’  termino  geqerali  feriei  numericae 
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i , o,  2 , 2 , <*,  IO  &c.y  & /,  y terminis  binis  ipfum  y" 
proxima  antecedentibus , habebitur  y"  —y'  + t.y  > exiltente 
nimirum  i "f"  a relationis  fcala . Iam  vero  ob 
y—y  Ay,  & yn—  Ajr  + A*^,  convertitor  aequatio 
"=y'j.2>  in  hanc/4-aA;< +A»/==  j.y  + A/;~  unde  oritur 

7 (A)  > 

Capio  iam  A y=/>,  faftaque  multiplicatione  per  coefncientem 
indeterminatum  a colligo  aequalitatem  */> — *A/  = o,  hanc- 
que  addo  aequationi  (A)  potfc  fublHtutionem  ipfms  p loco  A yy 
& A p loco  A1^,  ex  quo  nancifcor- aequationem 

(B)  jf  + 0*  — -,)/>— -A,  — {Ap  = o. 

Sit  iam  huius  aequationis  pars  j + + aequalis  Integnm 

partis  alterius  — aAy  — {dp  per  — * divifae,  hoc  elt  fiat 

. t'  • ■ ' '!  p il  ■ , t,;tc ' ' ‘ ii:  • 

^ -j.  — i ^ —y  -f-  — , unde  ex  terminorum  comparatione 

» ; a i ■ ■ ■ ■ . 

oritur  a — \ — — , nimirum  ~ o;  atque  mde 

/ai,  Pono  *=/  + («-:• i )/> , & aequatio  (B) 

tranfif  in  % — a Az  — o,  vel  A*— <— o,  quae  compa- 

. M r . : I 

rati  cum  aequatione  (§.  + praebet  T = o , 

i — R = — , feu  R = ^-^>>  = *.  Igitur  ' 

» a 

»-  = R-(a+.Ss^E)b(^)A.-i»-A,  & 1U& 

Eft  autem  *"•  ”•  -f-(y  — ^ )/>=sy "•  -f- hpj  & iterum 

z ■ _ y -r  q_ (a" i')p=sym — p.  Igitur  fubfbtutis  valonbus 

binis  inventis  loco  i"  oriuntur  aequationes  duae 
»"A=/“  + rf,  ( — = — p , ex  quibus  eliminata 

Ccc  cc  P 
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Potiamus  ut  ante  terminos  binos  tsA»  Miu=o,  8c  orie- 

tur  A*+M«  = o,  feu — = — M:  ad  liar.c  aequationem  in 
u 

liac  hypothefi  differentiae  finitae  Au  integrandam  affumo 
i(  = f'  , iic  nancilcor  u -f-  A u = e,i'  , Sc  Au  — e ' (eA' ~ i); 

. A » ■ 

ex  quo  fit  — = (,"*'  — i = — M,  feu  r A ' = i — M,  captifi 

,que  logarithmis  Ar—/(t — M),  & confequenter  inflituta 
integratione  habebimus  t = S / ( i — M)  . £(l  autem  , ut 
ex  Analyfi  couffat , aggregatum  ex  logarithmis  plurium  nu- 
merorum aequale  logarithmo  produdi  horum  omnium  nu- 
■tnerorum;  fi  igitur  generatim  per  ?r(i — M).  exprimamus 
produdum . continuum  quantitatum  omnium  contentarum  in 
iormula  i — M,  orietur  t — l r.  (t  — M)  ; & propterea 
u—  c‘  ~tc  (i  — M).  /am  praedidis  duobus  terminis  jnulle- 
fceutibus  fuperior  aequatio  mutatur  in  uAz-l-AuAz  = N, 

N ‘ N 

unde  eruitur  A z — — ■ , & integrando  z — 2? • 

a . .«+  A*  . i 

Sed  cum  iam  invenerimus'  u —7r( i — M),  fi  terminus  pofl  M 
proxime  fubfequens  delignetur  per  M' , prodit  »4- 
N 

ideoque  & SuijX=a!''»  fi**1 

, N ' ^ 

: "i  r’  = 

live  addita  conflante  quacunque  A confequemur 

, = ,(.-«)  (a+2^). 

EXEMPLUM.  , i; 

'Sit  propoftta  nequitis  y -f  (x-f-I  jAy-fa(ax-f-r)  = 0, 
quitcraturouc  valor  feparatus  ipftus  y.,. 

Haec  aequatio  ad  generalem  formam  A^-f  M^=N 

j ^ ^ i ^ ^ ^ \ 

reduda  dat  A y -J — y =s — - . Habemus  ergo 

• * » + l . M = 
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I __  /»(2*+t)  ..  * 

M = —7~  ; N t= 7— ; I — M = — ; quapro- 

#+  x #+  t * + 1 

prer  produ&um  omnium  valorum  formulae  , qui  ha- 
bentur fi  in  ea  loco  * fucceflive  « — i,* — 2,.... 3, 2,1, 
* - 1 * - 2 * - 3 


iubflituantur , fcilicet- 


* - I X-2 


— , & per 


n (1 — M)  indicavimus,  erit  = — ; illud  vero  per;r(i  — M') 
expreflum  = — - — . Hinc  hifce  valoribus  in  aequatione 

*+•  1 

/ N \ 

y =x(i — M)  ( A 4*  IS  — - — — n > fubfti  tutis  habebitur 
' ' ' \ rr(i-M  )/ 

y — - [a—  2 «(2*+  0 ] — 


IS  x 


2 a — a - 


S I 


Inventum  efl  autem  §.  60.  IS  *c  = IS  i=*>  & 
proindeque  erit /= a x 

3.  Sit  modo  propofita  aequatio  y=R7-f  T,  in  qua 
y'  terminum  defignat , qui  in  ferie  quantitatum  / proxime  fe- 
quitur  y : hinc  quoniam  y — y -j-Ay,  aequatio  abit  in 
(1 — R)y  = T.  Jnftituta  huius  aequationis  cum  prae- 
cedenti comparatione  prodit  1 — R = M;T=N.  Quapro- 
pter pro  valore  quantitatis  y fequens  habetur  expreflio 

,=»R(A+s-L.y 

Si  R quantitas  conflans  efl,  perfpicuum  fit  quantitates  itR 
& rR'  nihil  aliud  effe  quam  potentias  ipfius  R , quarum  ex- 
ponens aequatur  numero  defignanti  in  ferie  ipfarum  y locum 
vel  indicem  terminorum  y & Sit  igitur  m numerus  ifie, 
vel  index  loci  ab  / occupati  ita  ut  v"  idem  fit  ac  /' , 8c 

h..be- 


r * - 
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habebitur  aequatio  / "c=R"^A+S  — Si  T con- 
T i 

itans  eft  , fit  S — — — T 2 , ubi  termini  per 

— I — exhibiti  progreffionem  geometricam  conftituunt  , cu* 

R""*~‘  ...  i . . , 

ius  fumma  protinus  invenitur : fumma  haec  ab  incipiens , 

vocetur  S , ponatur  nimirum 


i_+  — + — + 

R T R*  R« 


& multiplicando  per  R confequemur 

x 4-  + — + + -4-  = SR  = S + i—  — . 

~ R R * R“  ' Rw 

I 

Ex  hac  aequatione  elicitur  S = — ; atque  inde 

,-=R-  (A  + T.  Bv«r=AR-+T.^i. 

Ut  nunc  oftendamus  per  inventum  ipfius  y valorem  omnimo- 
de fatisficri  conditionibus  datae  aequationis  y = Rji-f-T,  vel 
7-»-H'  = R7"+T,  non  alia  re  opus  erit  quam  multipli- 
catione inventae  formulae  per  R , & additione  quantitatis  T-, 

R"-*-  '-R  * 

ex  quo  colligitur  expreffio  AR"^^!.  — — ^ — rTj 

Ri-f-i-I 

quae  redigitur  ad  AR*+  1 + T.  , hicque  revera 

eft  valor,  quem  generalis  formula  pro  termino 'fuppeditat. 

4.  Tradita  iam  methodo  integrandi  aequationem  quam- 
cumque  differentialem  ex  differentiis  finitis  conflantem,  & fub 
generali  forma  comprehenfam , reliquum  eft 

ut  ad  integrandas  aequationes  alias  ab  hac  eadem  pendentes 
progrediamur.  Iam  vero  demonllravit  Alembertus  inAflis 

Beroli- 
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Eerolmenfis  Academiae,  aequatione?  oitmes  differentiata,  e dif- 
ferentiis infinitefimis  conflantes  huiufce  formae 

/ * \ Ady  Bddy  CJ*y 

(A)  ,+ Ac.^x., 

ubi  A,  B,  C,  &c.  conflantes  funt,  Sc  X funflio  efl  quae- 
cunque ipfius  x , revocari  8c  converti  in  aequationem  hanc  fim- 

H dz  “ ■'  " 

pliciorem  * H - — — V , ubi  H conflans  efl , Sc  V funflio 

ax 

ipfius  *;  quae  fane  aequatio  eadem  efl  cum  ea,  quam  inte- 
grare docuimus  fuppofitis  etiam  differentiis  finitis . Si  igitur 
Alembertiana  methodus  aequationibus  etiam  differentiarum  fi- 
nitarum accommodari  potelt  licebit  quoque  integrare  in  hac 
ipfa  differentiarum  finitarum  hypothefi  aequationem  quamlibet 
y + A A r + BAAy-f-  C A -fi  &c.  — X,  1 
& confequenter  aequationem  huius  formae 

yt  -f  . . -f-fcc.^X 

quae  pro  generali  ferierum  recurrentium  formula  haberi  me- 
rito potefl.  IngenioftfTinia  Alembertiana  methodus,  quae  coef- 
fidentium  indeterminatorum  methodus  appellatur , in  hoc  efl 
pofitar  Sumitur  fcilicer  . ■ , , ; flXv 

dy . dp  _ j . d q __ 


d* 


— q 


indeque  fiunt  aequationes 


d h 


. y. 

r 


& c. 


\A 


d y d p d q _ 

d x 


&c. 


Tum  aequationes  hae  fingulae  in  coefficientes  indeterminatos 
<•  y by  c,  &c.  ducuntur,  ut  oriatur 
ady  bdp 

Hae  vero  poflremae  addantur  aequationi  (A),  quae  fi  ultra 
tertias  differentias  variabilis  y non  procedat , mutatur  faflis 
debitis  fubilitutionibus  in  fequentem 

Bbbbb  -■  ‘t  (B) 
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ttdy  bdp  Cdq 

(B).  • i/  + (A  + «V+(B  + *)f-  -j;—  -57+  7^  — x’ 

In  primo  huius  aequationis  membro  fumamus  nunc  partem 
unam  y + (A  +4)  p + (B  + b)q  du&am  in  4 efle  multiplam 
integralis  ex  parte  altera  ady  + bdp  — Cdq  refultantis,  vel 
quod  eodem  redif  efle  ''  ljd  cja 

dy  + (A  -\-a\dp  + (B-f  b)  dq=dy-\-  — — ; 

unde  ex  terihinorum  fxbi  refpondentium  comparatione  prode- 

b C 

unt  aequalitates  A-f-*” — ; B-f-£  = , ex  quibus  con- 

G ■ d ■ & 

fcquimur  b — - B^Art-t-4’,  8c  4» -j-A^  + Ba  + C^o , 

Huius  porro  aequationis  s*  -f-  Au1  +B4+  C=o  radices 
praebent  valores  tres  ipfius  4 diverfos,  qui  requifitis  condi* 
tionibus  aeque  fatisfociuut.  Fiat  nunc 

y 4-  (A  + a)p  •+•  (B  4-  b)  q «=  * , 

& aequatio  inventa  (B)  mutabitur  in  . • • •» 

ad»  ■ ■ zdn  Xdx 

z — — — = X , leu  dz — — — . 

d»  a a 

Hac  comparata  cum  §.  1.  aequatione  dy  = Zdx  ( ubi 

ad  ambiguitatem  vitandam  X convertimus  in  P)  habetur 

i , d*  * 

„ 1 ’ X f~T 

y = z : P = — — ; Z = • cfeix  sst  c = e 

.44  > 

_r  x dx 

ex  quo  demum  colligitur  z — e*  f — . Voco  nunc  a', 


.1  1 . 1.  •. i 44  * 

a"yaUJ  tres  diftin&os  ipfius  0.  valores,  & b" , b'"  va- 
lores alios  ipfius  b prioribus  homologos,  ac  denique  Z^Z", 
Z"1  valores  quantitatis  variabilis  z,  quae  per  vice?  comple- 
fiiiur  a a"‘ . Hinc  tres  fequentes  prodibunt  aequationes 

7t(A+^');-f-(B  + J'  )q  = Z' 
y-h(  A + all,)p+/B+b  ")q  = Z”, 

<i)  + + + Si 
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Si  iam  ex  tribus  liifce  aequationibus  eliminantur  quantitates 
p 8c  q,  invenitur  ipfius  y valor  fequenti  aequatione  exhibitus 
y = FZ«  + GZM  + HZ*»* 

ubi  F,  G,  H conflantes  funt  a. quantitatibus  A,  B,  a'  , 
o ** , & c.  pendentes. 

5.  Hac  methodo  probe  perpenfa  luculenter  apparet  ae- 
quationem quamlibet  multo  pluribus  terminis  conflaram , cu- 
iufmodi  e liet  ilthaec 

A dy  B ddy  C d*y  D d*y  Ed^y  __ 

y+  dx  + dx'  + d* J + dx*  + dx J T 
aeque  refolvi  pofle,  indeque  obtineri  ' 

, . , y = FZV  + GZ'«  + HZ'“  + IZ,T  + KZT, 
ubi  quantitates  Z‘  , Z 8cc.  tales  funt  ipfarum  X & # fun- 
_ J!  ~Xdx 

itiones , ut  fit  Z = e » / — , fubflitutis  pro  • radicibus 

«e  - 

quinque  a1,  a",  aequationis 

a 5 -f-  Aa  4 -f-  Ba 3 -f-  C/i 1 -|-  D<<  -f-  E — o . 

Sed  quod  longe  utilius  eft  ac  praedandus  methodus  eadem  ad 
aequationes,  quoque  ‘ ex  finitis  differentiis  conflantes  feliciffime 
aptari  ipotefl • - 

6.  ; Efto  itaque  aequatio  differentialis  finita  quinti  ordinis 
y + AAy-f-BA 1 y CA  > y -f-  DA«y+EA  *^  = X 

8c  ponatur  A y=sp;  Ap~q-  A q — r;  Ar  = r,  ut  prodeant 
aequalitates 

p — A^=o ; q — Ap  = o;  r — Aq  — o;  s — ■ Ar  = o 
hifque  multiplicatis  per  coefficientes  indeterminatos  a , b , c , 
d nat  ap  - /jAy  =zo-f  bq-  bAp  — o j cr  - c A^  = o ; dr  - dAr—o. 
Aequationi  propoGtae  poft  fubflitutionem  valorum  affumto- 
rum  pro  differentiis  ipfius  ^ addantur  aequalitates  modo  in- 
ventae ; quo  fafto  eruitur  aequatio  - - , • 

y + (A  + *)p+  (B  + t)q  + (C  + c)r  + ( D + d )t 
— aAy — bAp — cAq — dAr-f-EAj  = X 
huius  aequationis  pars  ' , c. 

Bbbbb  t • y- f- 


• V-  V-  v- 


V 
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,4*(A  + *)»+(B  + *)?  +(C+c)r  + (D^)»  i 'i 
differentiata  aequalis  a (fumatur  parti  aiteri 

aAy  -^-bAp^-cAq-\-dAr — EAi 

per—#  divirae,  fcilicet  fiat  , 1 

Ay  + (A  -f-  a)  Ap  -f-  (B  -f-  b)  A q -f-  (C  -f-  r)  A r +•  (D  -f-  d)  A r.  = , 
. . b A t>  cA  q . \ d Ar  EAr 

A y + + 1 + — 

a * i»  . a 

unde  per  terminorum  homologorum  comparationem  inferun- 
tur aequalitates 

b c d E 

A+#=— ; B + bzz  — ; Cfr  = -;  D+d= , 

a , a a a 

ex  quibus  per  confueras  eliminationes  exurgit  aequatio  quinti 

gradus  ■ 

a * 4-  A.a  ♦ -f-  B#  * -f-  C<*  * -f-  Dc  -f-  E o t 
huius  radices  praebent  quinque  ipfius  a diftinftos  valores 
4m,  i»'"  , « ,v , #v.  lam  vero  capiatur 

^ + ( A + a)  p -f  (B  -f  b)  q + (C  -f-  c)  r -f  {D  -f  d)  s — z 
ideoque 

A z = A,  + (A  + a)  Ap  -(-  (B+*)A?  +-  (C+r)Ar  -f(D  f d) Ai=j 
Ay  -f-  — A p -f-  — Aa-j-  — Ar  — f — A s , . 

. . o a t a * 

unde  oritur  aequatio 

‘ 's  X 

« — »A  z=X,  hoc  eft  A*«—  — ==: 

a o 

eiufdem  fcflieet  formae  cum  praecedenti  Ay  -f-  M/  = N 
(§.2»)  ubi  ex  terminorum  homologorum  comparatione  deducitur 

M = ; Ns= — — , & confequenter  i — M = ^—  . 

a a ‘ . 4 

Quapropter  oritur  x==,r(~7“)  (c°»ft-+S— ^ “);/ 


Et  quoniam  * conflans  eft , invenitur 


tf.JT  (- 

a 


\ 
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/i+A"  n X/r">  \ 

:;'?*=(—)  (CM,l-s  (T+~) 

denatante  m ut  antea  indicem  loci  a termino  x occupati  iu 
fcrie  quantitatum  * . Si  X conflans  efl  tunc  progreffionis  geo- 
a'n 

metricae  per  g - - — exprefiae  accepta  fumma  afle- 

,u,mut  -■=(— ) vo>n"--x— +^— ;• 

Quum  autem  a quinque  valoribus  diverfis  n 1 , a ** , « «,r,  4’ 

praeditus  fit,  fi  valores  ifli  in  formula  inventa  fubrogantur 
per  vices,  totidem  exfurgunt  ipfius  xm  valores,  qili  omnes 
aeque  Tatisfacient  ; his  vero  per  Z',Z,,,Z",,ZI,,Z'  defi- 
gnatis  quinque  fequentes  naticifcimur  aequationes 
y + (A+<j*)p  + (B-M  ')o  + (C+c  Or+fD  + ^^isaZ' 

^+(A  + /7'*)p-HB+**0rKC  + c,,)H-(P-f-</’‘)r==Z'* 

y-H  A +^'*)/>  + (B+*I')?  + (C  + t'*)r+(D+</*')J  = Z'»- 
y +(A  + *«)/>  + (B  + f)  ? + (C+  c')r  + (D  + d')s~  Z', 

Tum  ex  hifce  aequationibus  per  notas  regulas  eliminantu?  - 
quantitates  quo  faao  ad  aequationem  pervenitur 

huius  formae  7 =:  FZ*  + G Z " + H Z ,M  + 1 Z1”  + K Z’ , 
in  qua  F,  G , H , I , K conflantes  funr’,  a cognitis  quantitati- 
bus aequationum  earundem  pendentes 
7-  Propofita  demum  iit  aequatio 

A 1 1 +-  By  >**  + Cy ,¥  . . . ..  . + &c.  = X 
ubi  y1  iy,,,y,M,  &c.  terminos  defignant  fe  proxime  fequen- 
tes in  «rie  quantitatum  y.  Perfpicuum  imprimis  efl  haberi 
y"  — y * +Ay  • 1 - 1 -'i  ' s> 

/'■"~y' ‘ -fAyi'  e— yt  -f-  Ay'  -^-A(y^-|-Ay,)=■>'^■^-2Ay,■4-A’y, 

y"—ytn  +A^**»— y-f-2Ay,-f-A*y,-f-A(y,-/-2AyI-f-A1;'1) 

e=  y'  + 3&y'  t 3 + &ly'  1 
licque'  porro  de  ceteris . Ex  quo  apparet  aequationem  propo- 
fitam  ad  formam  earum , quas  ante  examinavimus , Commo- 
de 
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Je  revocari.  Verum  ut  facilius  &c  promptius-  aquatio  ipfa 
ad  feries  reoirrences  accommodari  queat4  praei  tab  it  termioos 
y' ,y'‘ ■>  &c.  ordine  Snverfo  fpeftafe,  Qt'  fcificet  habea- 

tur >“  -f- 

ic  exponentes  i , iiv  xi  i v &c._deligneut  cuiuslibet  termini 
diftantiam  apollrernoj1.  Poiiatur^*1  z=zp **  eritque 
fiat  iterum  proindequep rurfus  q'1  — r't 

ideoque  Ex  quo  oriuntur  aequalitates 

yt’=pl-tyl,l  — q,,y"’  — rt-iy1=sl;y’>—s,‘:  quibus 
valoribus  in  aequatione  propofita  fubrogatis  ea  abit  in  hanc 
(A)  ...  «>',+A/),+B^,-f-Cr,-|-Dr,-|-E*,,=X.  Ianv 
vero  aequationibus  p'-ylt=.o> ql  -pll—Q-)r'~qll=^o'i  f-r"  — o 
per  indeterminatos  coefficientes  4,  b,  r,  d lingillatim  multi- 
plicatis , hifque  de  more  additis  aequationi  (A)  invenitur  fe- 

quens  yl  4-(A+-4)/>‘  + (B-H£)  .. 

— ayii—.bplt—cq'l  — dr  ‘>-j-Er  *«’  — 

In  prima  huius  aequationis  parte 

y 1 +(A  + 4)/»*  -f-  (B-f  b)q  1 4*(C-l-c)r  • 
variantes  termini  tranfeant  in  proxime  antecedentes  ita  ut  fiat 
yll-\-(\-\-o)pll  + (B-{-b)q11  -f*(G-f-c)r  ,l  + (D  -\-d)t  “ 
haecque  quantitas  ponatur  aequalis  parti  alteri  per -4  divilae 


tum  aequatis  coefhcientibus  homologis  habentur  aequationes 

b , . c , d E 

A -f- 4 = — ; B -{-b  = — ■ C-f-c  = — ; D-f-d—  , 

4 4 4 4 

ex  quibus  eruitur  ut  ante  quinti  gradus  aequatio  1 
4*  -f-  A a*  -f-Ba  * -f-Ca  * -f>  Da  -|-  E =3  O t ' 
euius  radices  defignantur  per  4 ‘ , 4 4 4 ,r,  ar  . Quocirca 

accepto  *'=,*+-(Af4) p • -f-(B  -KC-t*r)rl 
aequatio  propolita  tranlibit  in  hanc  z‘ — m"=X,  quae 
(ob  *'=;  x11-!-  b»")  evadet  A *'•  4. (1-4)*"  = X.  Hac 
autem  comparata  cum  aequatione  §.  3.  oritur  >=*“> 

R 
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R = #-,  T=:X;  fitque  propterea  % ” — a " ^Confl.4  2 

ubi  nt  locum  denotat  a termino  %m  in  ferie  ipfarum  * occu- 
patum . Quum  autem  loco  ipfius  a fubflitui  poflint  per  vices 
radices  lingulae  i» *• , &c.  inde  confequitur,  quantitatis 
valores  quinque  diverfos  per  Z1,  Z,,Z,,,,  Z>*,  Z*  expreflos 
oriri , proindeque  aequationes  quinque  fequentes  produci 

y m 4(A -f-a  * )pm4  (B~f“  b 1 4 c * ) r ■ .4- (D -(- </ 1 )f  »s:Z  1 

y-  -KA+-">'"4(B  + ^*')?’,  + (c+f,,)'•■"+(D^-</,,)^*»  = Z‘, 

y " 4 (A  4«*,,)/>”  +(c+  c‘")  r»  + ( D +d'")s"-  Z'11 

y”  +(A  +-»,v)p"+(B+i,v)9“’+(C-f  c,T)»"  + (D  + rf,v)i',=Z,,r 
y 'i+(A+«’)^*  + (B+A*)?-+(C+  c»)r«  + (D+  dv)sm= Z\ 

Eliminatis  porro  quantitatibus  pmyqm,rmyj-"  ex  hifce  ae- 
quationibus pervenitur  ad  formulam  i 

>*=FZ';+GZ'>  + HZ'»+1Z'»+KZ', 
in  qua  F,G,H,  &c.  conflantes  funt,  quae  per  comparatio- 
nem totidem  terminorum  fcriei  ipfarum  y determinari  debent . 

/ x 

8.  Si  X conflans  efl  fumma  f§.  7.)  per  S — t — ex- 
, r:  w / / r „-»+-« 

. 1 n* -I , ■ , , 

prefla  evadet  = X— —• . ; diilaque  L conflanti  integra- 

. . . ? />”■-—  1 

tioni  addenda  nancifcimur  tandem  Z = La"-f-X , 

a — 1 

ex  qua  protinus  habentur  valores  Z^Z",  Z*",  & c.  fubflitu- 
tis  dumtaxat  loco  ipfius  * radicibus  inventis  a'  ,*'>,* |,f,  &c. 

y.  Ex  -ba£lemis  diilis  hoc  /fatim  deducitur  generale 
theorema:  , 

• - • t 

Propofta  aequatione  ym  + Aym-’4By" ',4Cyn,_3 . . -4 &c.ssX, 
ubi  ipfius  y exponentes  defgnant  loca  ab  y occupata  • inven- 
tifque  radicibus  a' (Sjc.  aequationis 

a”  + Aa““’  + Ba*-*  4;  ~(2c.  = o, 

■habebitur  gener  at  im 


y" 
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r "=  Fa  (4  + 3 -;■?—)  + Ga,,m (+  + s a -m%rr)-  ' ^ 

f H a-  « (t  + 2 T^~  ) + 1 8 'rm(*  f S T^W )+  <Sfr. 

Si  X conflans  fuerit  prodibit  aequatio  ■ • 

y - = 4 ( F « - + G a' - + W4' + 1 *,v"' + K «»•  -f-  &c.) 

[a*  - 1 , a,l"-i  a111"-!  a'ym- 1 

F -f-G — |-H  — +1 1 + 

a1 — I a i a1** — j a,T—  i r 

" 1 !-  a"»  — r , .. 

K^— +8“-] 


Si  fuerit  X = o conflans  xf»  fupprimi  poterit , & Amplicio- 
rem  affequemur  aequationem 

y«~  Fal“  + Ga"”,+  Ha"*"  + Ia  +Ka»"  -f- &C. 
quae  exhibet  terminum  generalem  feriei  iplarum  y , hoc  eft 
feriei-7”  + Aj— ‘ + B y"-'  -f-Cy--»  -f  &c.  = o, 

quae  fane  nihil  aliud  eft  quam  feries  recurrens , cuius  feala 
relationis  eft  — A — B — C — D — E — &c. 

io.  En  igitur  ferierum  recurrentium  theoriam  ad  diffe- 
rentiatis calculi  fundamenta  revocatam , & ex  genuinis  , di- 
rcftifque  principiis  depromtam , cum  ea  prius  methodis  om* 
• nino  indire£lis , notionibufque  ajienis , & e longinquo  detortis 
inniteretur . 

Do&rinatn  hanc  praeftantiffunam  maximique  in  analyfi 
univerfe  ufus  & emolumenti  feleftis  aliquot  exemplis  declarare, 
ac  tyrouum  captui  accommodare  operae  pretium  ducimus. 
EXEMPLUM  I. 

Quaeratur  terminus  generalis  feriet  recurrentis  fecundi  er  d init 
i 4. au*  + au»  + 5u«4  iou«  4 22u*44iu*  f 8<5u*4<irr. 
quae  oritur  ea  evolutione  f rasionis  rationalis 
i — u 

I U — 2 U ’ 

Vocato  itaque  f'  termino  geqerali  fexiei  numericae 


I 


A D N O T ATIO  ,N  E $ _ 7+5.  , 

1,  o,  a,  terminis  binis  ipfum  /’ 

proxime  antecedentibus-,  habebitur  /'=7+2/,  exiftente 
nimirum  1 + e relationis  [cala . lam  vero  ob 
/=y  + Ay,  & /'ee /-f-iAy  + A1/  , convertitur  aequatio 
,''=V+iv  in  hanc/ + aAy-|-A*/=jy + A/;- unde  oritur' 

, (A)  *J?  1 

Capio  iam  A y=p,  fa&aque  multiplicatione  per  coeflicientem 

indeterminatum  a colligo  aequalitatem  ap  — «jA/—o,  hanc- 
que  addo  aequationi  (A)  poli  fubftitutionem ipfius  p loco  A/, 
8c  A p loco  A1/,  ex  quo  nancifcor- aequationem 

(B)  ]/  + («  — \)p — "A/  — tAp  = o. 

Sit  iam  huius  aequationis  pars  y + (*  + t )p  iequahs  iutegran 
partis  alterius  — a A/—  \dp  per  a divifae  , hoc  eft  Bat 

y i)p  —y  -j-  — , unde  ex  terminorum  comparatione 

oritur  a — 1=  — , nimirum  - — = <>;  atque  mde 

a’  — i , ,"s=— f.  Pono  *=/  + («  — i»,  & aequatio  (B) 

tranfit  in  vel  A*— — es  o,  quae  compa- 

, ^ , 

rata  cum  aequatione  ( §•  3. ) A/  + ( = T praebet  T = o , 

1 _ R = — , feu  R ==  — — - , /=*•  Igitur 


*-=R-(A  + S~)r=(^)A==a-A, 


& rurfus 


'B. 


Eft  autem  *-=,"+(- & «erum 

y *+(*"__  i)p  =3  y ”*—/>.  Igitur  fubftitutis  valonbus 

binis  inventis  loco  *-  oriuntur  aequationes  duae 
a"A=:y"  + T/'j  ( — i)"B  = y p , ex  quibus  eliminata 

Ccc  cc  P 
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..  a"”*-*  A+(—  i)"B  _ - : i 

p infertur  aequatio  — . Determinati- 

tur  porro  conflantes  binae  arbitrariae  A ,B  ex  eo , quod  in 
hypothefi  m — o fit  y = i , & in  hypothefi  m=  i fit^i  = o, 
cx  quo  uancifcimur  aequationes  duos 

. aA  + B 4 A — B , , „ 

.1  = ; o — , quae  praebent  A = £ > B = i . 

Quocirca  erit  demum  terminus  generalis  quae  (i  tus 

r - 2-.  + 2(—  t)"  . 

— n — u 

, ' 3 - . ■ , 

Quoniam  problemata  quae  ad  Analyfim  Sortis  feu  Calcu- 
lum probabilitatis,  atque  Aleae  Ludos  referuntur,  ex  hac  ae- 
quationum differentiarum  finitarum  theoria  maximum  lumen 
mutuantur,  & folutiones  recipiunt  dire£las  j onmiumque  fim- 
plicifTimas,  bina  idcirco  ad  rei  illudrationem  proponemus 
exempla  ex  aleae  ludis  depromta. 

EXEMPLUM  II. 

A certat  cur»  B ludo  ili».,  quem  Galli  dicunt  a croix  oh 
pile,  nummo  JcilicsL  in  altum  rado,  cuius  frons  una 
Jignatur  croix  , altera  pile  : ludi  conditiones  funt , ut  ft 
A primo  iadu  edat  croix  , accipiat  a B aureos  duos  ; Ji 
A fecundo  tantum  iadu  edat  croix,  accipiat  a B aureos 
qua  tuor  ; ft  tertio  tantum , aureos  odo;  fi  iadu  folum  x."10, 
aureos  2 Quaeritur  fpes , feu  tufpedatio  ipjius  A , boe 
ejl  quid  A ante  ludum  foltuere  debeat  ipft  B , ut  aequa 
ftt  utriufque  fors.  ■ 

Dicatur  xx  aureorum  numerus  ab  A in  anteceffum  fblven- 
dus , exiflente.,  ut  afluruimus  iaftuum  numero  x . Si  x au- 
geatur unitate.,  ita  ut  pecunia  in  anteceffum  ab  A folvenda, 
feu  exfpeftatio  ipfius  A exprimatur  per  Xvp,,  maaifeflum  efl 
pecuniam  x*  auftom  iri  aureorum  numero  a*-*-*  dufto  in 

. • - »m»  . ; 

probabilitatem  ■■  eundem  lucrandi  if-j-i.  ia£lu.  Igitur 

habe- 
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habebimus  aequationem  yjr+,=:/*- 1 =/*-{-  r,  ad 

quam  integrandam  refumo  formulam  y'  ~ Ry-f-T  , Sc  ex 
terminorum  collatione  aflequory^:^, 4.1; y—/*;  R~I; T=i. 
Quapropter  quaefitum  integrale  invenietur 

y =y»c=*R^A  + X -7^)  = A+  £ . i = A 

Conflans  arbitraria  A determinatur  ex  eo,  quod  pofito  x = r, 
habetur  evidenter  exfpeflatia y»  — f , proindeque  A + 1 =1 , 
five  A=o.  Igitur  nimirum  aureorum  numerus  ab 

A folvendus  — x.  Q.  E.  D- 

In  hoc  percelebri  & famigerato  Problemate  certa tim  elabora- 
runt Principes  huiufce  aetatis  Geometrae  Dan.  Hernoullius , 
La  Fontaine  D’ Alembert , La  Place,  qui  ingeniofiflimis  hinc 
derivatis  fpeculationibus  Probabilitatum  mirifice  Calculum  illu- 
lirarunt  - • ^ '• 

E X E M P L U M . III-  lt 

Ex  nummorum  vel  lapillorum  acervo,  quorum  numerus  efl  x , 
cafu  arripio  multitudinem  eorum  ignotam : quaero  quanta  fit 
probabilitas , arreptam  multitudinem  fore  parem , aut  imparem . 

Voco  y fummam  cafuum , quibus  arrepta  multitudo  par 
efle  potefl , & * fummam  cafuum , quibus  efle  poteft  impar . 
Pono  augeri  unitate  acervum  *,  tuneque  y exhibebit  fummam 
cafuum  parium,  eritque  y—y- f-*,  eo  quod  quivis  cafus 
impar  cum  noyo  numero  compofitus  parem  cafum  inducit; 
Praeterea  z'  indicabit  fummam  cafuum  imparium , & quia  ca- 
fus quilibet  par  cum  addito  numero  coniunftus  impar  evadit, 
ipfaque  unitas  fuperaddita  impar  eft,  fiet  z'  = z + y-f-i.  Iam 
vero  prima  aequatio  nihil  aliud  efl  quam  A y = * , fecunda 
nihil  aliud  quam  + Igitur  A*y—  y-|-i,  feu 

y" — 1 y'  + y = y -f-  1 , & confequenter  y"  — ty  -f-  1 , feu 
quod  eodem  redit  / = 2 y -f- 1 . Ex  comparatione  aequationis 
huius  cum  generali  y'  — Ry  -f*  T , invenitur  R = 2 , T=i, 

Ccc  cc  i quo- 


74*  ' j4  D N 0 T A T IONES 

* j 

quocirca  habebitur  j = AR*  -f-T  — — - — =Ai  r + 2'-i“ 

(A  + x)  2* — i . : 

Sed  fa£lo  *=  i fit  y = o . Igitur  zA—  i — 2,  & A=5-j; 
proindeque  I.3  /=  2 x— 1 — x . Praeterea 
II.°  z = Ay  = y' -ys=  2*-  1-2  *-*  + t = 2*(i-  j)  = 2*-«  . 
Quapropter  eventuum  omnium  probabilium  fumrna  erit.  - 
y -f-  * — ix~'  — j.  *f*  2X~ 1 5=  2r  — 1 ^ atque'  inde  invenitur 

y 2 V — 1 * — ■ I 

probabilitas  pro  cafibus  paribus  — =■  '~x‘~~r' — , pro  ini- 

z 2X~‘  * o 

-— = Q.E.D. 

y + x 2*  - 1 ■ i.  n c r. 

Examen , quod  huius  Problematis  fufeepit  Mairanus  in 
flifloria  Parifienfis  Scientiarum  Academiae  ad  anm'1728,  fub. 
tile  quidem  & ingeniolum  eft , feJ  in  accurata  Problematis 
aeflimatione  Vir  alias  doftus  & acutus  incaute  offendit- 

1 1.  Praeter  expofitam  methodum  revocandi  lerierum 
recurrentium  doflrioam  ad  .integrationem  aequationum  linea- 
rium finitis  differentiis  conflantium , fimpliciorem  aliam  mul- 
toque elegantiorem  protulit  fagaciffimus  idem  Geometra  De  la 
Grange  in  Aflis,  Berolinenfis  Academiae  pro  an.  1775;  quae 
fane  methodus , quum  omnium  longe  commodiflima  fit , atque 
expeditiffima  in  iis  praefertim  exemplis,  in  quibus  radices  ae- 
quationi? coefficientium  indeterminatorum  inveniuntur  aequales, 
peropportunum  cenfeo  eam  hic  breviter  proponere . 

Efto  igitur  feries  recurrens  generica 

,/.> y«> -y.» n /'*+»*•  .*.  • 

cuius  terminus  generalis  eft  yx.  Suppono  aequationem  relatio* 
nis  inter  t + 1 terminos  Tucceffivos  effe  hanc  linearem 
(A)  Ayx -f-  Byx  4 1 "h  Cy  r 4 1 • • • + i — 

ita  ut  feries  recurrens  lit  ordinis  /,&A,B,C...K  fint 
coeflicientes  quicunque  conflantes  . Eo  iam  res  redit,  ut  aequa- 
tio haec  ffifferentialis  fmita  linearis  integretur,  feu,quod  idem 
eft  , ut  inveniatur  analyticus  valor  termini  generalis  yx  in  ferie 
propofita . Ad 


paribus 
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Ad  hoc  confequendum  fumo  yx  — azx,  ubi  a , z conflantes  funt 
indeterminatae,  Erit  igitur /*+  , = <7z*  + 1 •iyx^.x=zazx  t *;&c. 
ex  quo  fubfiitutionibus  peraflis  aequatio  convertitur  in 
Ad  z^+Baz*  + ' -f-CdZ*  + *...-f-Kdzxi'‘  — 1 -j- a zx  f'  = O 
feu  ( fafta  per  «z*divifione  ) in 

(B)  A-f-Bz-J-Cz*  . . . ■fK*,‘,+*'  = o 

Ex  hac  aequatione  manifeflum  efl  I.  coefficientem  a , qui 
in  ipfa  defideratur  arbitrarium  effe  ; II.  tot  haberi  diflindlos 
ipfius  z valores , quot  funt  unitates  in  indice  r . Valores  hofce 
z,  feu  aequationis  radices  dcfigno  per  «,  f,  y Scc.)  lumptifi 
que  pariter  diverfis  coeff, cientibus  arbitrariis  a,  b,  c &c.,  toti- 
dem oriuntur  diflineli  valores  ipfius  yx, -nimirum  n <**,  b$'y 
c y* , &c.  , qui  fine  valores,  tum  linguli  feorfim  , tum 
omnes  finiul  aequationi'  lineari  '(A)  omnino  fatisfaciunt  . Ha- 
hetur  itaque  in  univerfum 

y , = ax  * -f-  bS  * 4-  C)  * -f-  & C. 

Et  quoniam  valor  hic  quantitatis  y * conflantes  arbitrarias 
b , c,  &c.  numero  t compledlitur , erit  is  propterca-  inte- 
grale  completum  aequationis  finitae  differentialis  (A)  ad  ordi- 
nem t.""  pertinentis.  Valores  autem  harum  conflantium  a, 
b , c &c.  inveniuntur  tribuendo  variabili  « fucceflivos  valores 
o,i,  2,  3,4  &c.  & comparando  affumtam  termini  genera- 
lis y x expreffionem  in  hifce  ipfius  * hypothefibus  cum  termi- 
nis primis  feriei,  qui  femper  noti  effe  debent;  ex  quibus  com- 
parationibus totidem  exfurgunt'  aequationes , quot  funt  conflan- 
tes  <»,£,  r &c. , quae  hoc  modo  per  funQiones  , y ,,  y,&c., 
& per  radices  £ , y , & c.  invenientur  expreflae. 

12.  In  hypothefi  t—i  unica  efle  debet  radix  aequatio- 
nis relationis  (B; ; & terminus  generalis  pro  hac  hypothefi  fit 
y x = <j**;  unde  fumto  x — o prodit  y „=**?=*;  proinde- 
que  y*  =y0«*  . , 

In  hypothefi  t — i ob  binas  aequationis  radices  «,  £ evadit 
y,v=r a«x-f-bf*.  Quocirca  fumto  *=o,  & x = i prodeunt 
aequationes  duae  y„  — a-\-b\  y , = ax-{-bS , ex  quibus  inde- 

termi- 
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terminatarum  a,  b valores  obtinentur  huiufmodi 

_ — ey*+y.  , _-*y.+r,  • • 

a — ; v — . 4 

«~g  * «—* 

Sit  r=*i,  cui  bypothefi  refpondet  generalis  terminus 
yn  — a<n*  -\-bSx  + <?*.  Captis  fucccflive  * — o,  x=i,  x=z 
habentur  tres  aequationes  . . 

y „==  a + b c •,  y a*  + **  + <?; /»=<»«*  + 

ex  quibus  per  notas  algebrac  regulas  tandem  deducitur 
_ byo~{s+})y,  + y*  m , *iy»— («  + ?)y.  +y« 

__*Sy0-—(a  + S)yi+yt 

. , r / (?■  — «)  — 

Pari  modo  fi  fit  r = 4 , vocetur  que  8 radix  quarta  aequa- 
tionis relationis  (B),  & f conflans  arbitraria  refpondens  io 
termino  generali 

y*—a*x  +££ r+c>*+/8*,  capto  fucceffive  x = o,  x = I , 
x=a,  x = j,  quatuor  nancifcimur  aequationes 
/.='»  + £ +•  r t/ 
y,~  a*  -f-  bS  + cy  -\-  f 8 
/»  = x**  + ^,  + f7-,+/  8* 

Ex  hifce  porro  conllantes  arbitrariae  » , p c , / inveniuntur 
ut  fequitur. 

^ — e?tya-h  (*?  + 88  -)-*>8)jf , — (*  + ?4-8)y>  -\-y% 

*—  (a  — g)  («  — 7)  (x  — 8) 

, _ — a>(?y0  +(a>+q^+^)/,  — (a-f  } + $)y,+y  1 
(g_a)  {6-<y){6-8) 

__  — *SSyt  + (*9  +88-{-«g)y , — (g  -f  <-|_8)y,-f  y, 

t_  — »Syyt-\-(nS  + «?  + *?)  ? , — («  + 8 + ?■)>>. 

7 . (8_a)(8_*)(8_,) 

13.  Hinc  eliciemus  canonem  pro  determinandis  valoribus 

con- 
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eonlkntium  arbitrariarum  a,  b,  c,/,  &c.  qui  fane  eft  huiuf- 
modi : fit 

(C)  x‘+pz‘-'  +qx.‘~%  . . . =o 

aequatio  radicum  inaequalium  «>*>?>  #i  • • • <p  . Ea 
«equipollet  huic  alteri 

(*  — “)  (*—  O (*—»)  (*— #)  • • • (*— «p)  = o, 
ac  poliremus  terminus  k aequatur  produfto  earundem  radicum 
negative  fumtarum,  five  eft  k = ( — <*)( — 6)  . . . ( — <p); 
atque  hoc  produ£tum  affirmativum  erit , fi  radicum  numerus 
fit  par;  negativum  fi  impar.  Divifo  autem  eodem  produ£lo 
per  unumquemlibet  faflorura  — « , — S &c.  quotiens  contra 
prodibit  affirmativus,  fi  radicum  numerus  impar  fuerit ; nega- 
tivus. fi  par.  Iam  vero  conlideratis  termini  y.  coefficientibus 
in  vlilore  tpfius  a pro  variis  indicis  t hypothefibus , fequenti 
fchemate  res  exhibetur 

Indices  Coefficientes  termini  y, 

t—  i i 

/ = 2 — tf 

t — 4 —fjs 

~ . ' &c.  ‘ &c.  ' . • 

. . . . . ' 
Propterea  cocfficiens  ipfius  y„  in  valore  arbitrariae  con- 
flantis a erit  in  univerfum ; & ob  fimilitudinem  coeffi- 

cieatis  ipfius  y0  ih  valoribus  ceteris  conflantium  reliquarum 
b , ct'f  &c.  coefficiens  ipfe  in  valore  ipfius  b exprimetur  per 

jL 

— • : in  valore  ipfius  c per  ; nimirum  aequabitur  pro- 

— S _ — 7 

dufto  radicum  omnium  aequationis  (C)  negative  fumtarum 
demta  illa , quae  per  coefficientem  inveniendum  multiplicatur . 

14.  Exempla  fuperius  addufla  regulam  commonllrant  , 
quam  coefficientes  terminorum  yt,  y ,,  yt  & c.  conllanter  fer- 
vant. Et  primo  quidem  figna  altematim  procedant,  ita  ut  fi 

coef- 
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coefficiens  termini  /„  affirmativus  fit,  negativus  evadat  ia  y,, 
inde  affirmativus  redeat  in  'y  * & c.  ; & contrarium  evenit , ubi 
coefficiens  termini  y0  negativus  exifhit  . ; Praeterea  pofito  v.  g. 
quod  coefficiens  termini  y „ fit  productum  trium  iaaorum  — ^ , 
— 7t  — 8 in’ vulofe  conflantis  <j  , erit  coefficiens . termini  y, 
aggregatum  omnium  binariorum  n,  quae  ex  tribus  ipfis  factori- 
bus effici  poflunt , & coefficiens  termini  erit  aggregatum 
factorum  eorundem — £, — y,  — 8;  denique  erit  unitas  coeffi- 
ciens termfni  poftremi  y , . Hoc  modo  fuppofitis  ia  aequatio- 
ne (C)  radicibus  quinque  inaequalibus  * , <> , 9. , 8 , e .erit  ter- 
mini y0  coefficiens  = termini  y,  coefficiens 

= — + termini  y , coefficiens 

= + + + + ; termini  y,  coepiens 

= — (6-|-y-M4-Oj  denique  termini  ultimi  y4  coefficiens 
= 1 . Eodem  modo  determinabimus  coefficientes  terminorum 
y s ■>  Y t > y * &c-  Pr0  valoribus  conflantium  reliquarum  b,c,f  & c. 
Quod  porro  fpe£lat  ad  valorum  a , b ,c  8cc.  denominatores , 
llatim  apparebit  denominatorem  ipfius  a obtineri  fi  in  aequa- 
tione (C)  vel  (z  -*)(z-6)(z-y)(z-8) (z-(p)=:o 

fupprimatur  faflor  z — <*,  fcribarurque  z = «,  ita  ut  prodeat 

. . . («~<p), 

3ui  erit  denominator  quaefitus . Ita  pro  denominatore  ipfius  b 
ividendum  erit  produftum  idem  integrum  per  z — S,  & in 
quotiente  fcribere  oportebit  z = ff,  quo  fiet  ipfius  b denomi- 
nator = ($-«)  (£-y)(8-8)  ....  (f? — <p).  Idipfum  qua- 
drat in  alios  ceterarum  conflantium  c , / & c.  denominatores  . 

15.  Praellantiffimam  methodum  uno  vel  altero  exem- 
plo explanare  non  utile  modo,  fed  neceflarium  prorfus  arbi- 
tramur . Eflo  itaque 

EXEMPLUM  I. 

-Scala  relationis  i-i-2 

Indices  ,t  01  2 3 4 } ; : : * 

Series  recurrens  o,  u , «*  , 3 » 3 , 5 u* , iiut.  . . y*u* 
Aequatio  differentiatis  finita  y,  =/*— 1 +2/,—,  , feu 

. / '•  (A) 
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(A)  yx — y r— i — 2/*— t = o 

fumatur  y * =4  z * , quo  fubftituto  in  (A)  oritur 

Aequatio  relationis  1 =-0 

z zz 

feu  **  — * — 2 = o,, 
cuius  radices  funt  a = 2r'S  = — 1.  Eft  igitur  integrale  com- 
pletum , hoc  eft  terminus  generalis 

y v ~axx  + bS^—a.l*  -f*  ^ ( — r)x 

Hypothefis  I.  *=o;  o ; a = j 

Hypothefis  II.  #=  1;  24 — b = z ; b — — \ . 

Hifce  inventis  oritur  y*  — 7 [2*  — (-1)*];  ideoque  genera- 
lis feciei  terminus  erit  }'[2*  — (-i)*]w*.  Q.  E.  I. 
EXEMPLUM  II. 

. Scala  relationis  o + 7 — , 

Indices  012  3 45.  6 7 8 . . . 

Series  recur.  o ,»,«*,  7 tfi,  u*,  43«’, -3 5«  *,  2p5«r, - 503«®. .y^ 
Aequatio  differ,  finita  y»-t-  j + 0.7*4-» -yyx+.  ,-f-  6yx  = o 
fiat  yx=zaz*  & praecedens  aequatio  mutatur  in 

Aequationem  relationis  z » m.  — yz  6 = 0 , 
cuius  tres  radices  funt  z — a = t ; z = &=z;z  — y—  — 3 .. 
Hinc  habetur  aequationis  differentialis  integrale  completum 

— a-f-b.  2 x-frc  (-  3)  * . 
Hypothefis  I.  x — o ; 4+  £ + r = o 

II.  *=i;  (*-f-2i — 3c=3-i. 

III.  *=  2 ; a +4i  + ff=  1 . 

Ex  tribus  hifce  aequationibus  per  notas  algebrae  regulas  ini 

1 , 3 * 

venitur  e ; £=  — ; c = ; 

2 5 10  m 

ac  denique  yx  = + -1 . 2 * — — (—  3)  . 

2 5 10  , 

Quapropter  feriei  terminus  generalis^,»»  prodibit  = 

. (i-.  2*—  — (—  3)*—  — ) »*.  Q-  E.  I. 

v 5 . io v 2 / 

- 1 6.  Haflenus  a nobis  ea  tacite  conditio  jiofita  fuit, 
D d d d d - quae  . 
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quae  radices  omnes  «,  &c.  inter  fe  inaequales  confli tuit : 

At  fi  radices  aliquae  aflumatnur  aequales , valores  nonnulli 
conflantium  arbitrariarum  <»,£,(■  8cc.  infiniti  deprehenduntur. 
Revera  faflo  1 — 3 invenimus  fupra  §.12 

— (*  + >) + . , __  «?y  -(«4- >)y,  +y,  _ 

!(*—*)  (<*— - y)  ' (^— «)  (6  — ■})  * 

— aSy° — (<[4 :S)y-i  + y*  . 

Quapropter  afTumtis  aequalibus  radicibt»* — binis  a,  6 quantita- 
tes a & b infinitae  evadunt,  tertia  c finita  perfeverantei 
Idem  oflenditur  in  aliis  ipfius  t hypothefibus , ubi  radices 
aliquae  inter  fe  aequales  fuerint. 

Huic  incommodo  , quod  frequentiflime  occurrit  , fequens 
adhiberi  folet  remedium . In  generali  feriei  recurrentis  termi- 
no ax*  + bSm  +•«>*  + 8cc.  quando  6 = a , accipiatur 
6 =<*+•</«,  ita  ut  differentia  inter  utramque  radicem  ut  in- 
finite parva ; & fumta  hic  ex.  gr.  ferie  recurrente  ordinis  ter- 
tii , cuius  generalis  terminus  fit  trinomia  quantitas 
*a"  +b6x+c?*,  per  fubfli  turionem  binomii  a -f  d a Joco 
ipfius  S terminus  ipfe  generalis  tranfit  in  hunc  alterum 
a*x  + b (« + <!«)*  + «■?*,  qur  infinite  parum  differt  a vero. 
Vertatur  iam  in  feriem  iuxta  Neutonunum  canonem  bino- 
mium  (« + <!*)*  orienirque  . 

(a  -f-  + #</«.«*-*■  d*.*.  »*—*  -f-  gcc. 

Hinc  -terminus  generalis  erit 

(D)  (*+£)  «*+<■>*  + bxd» . « *— * + -*^X — 1^«*.«*— » +&c. 


Invenimus  fupra  b — 
da  loco  a fit 


— 73 — -rjp — x ; tdeft  fubmtutO' 

(1 S-a)(S-7 ) ■* 


d *(<-,) 


,-veI* 


C*  7)  proin- 
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proindeque  bd*  — K7V * 1 , quae  manifefto  quan- 

titas eft  finita.  Sed  fi  bd * finita  quantitas  eft;  infinite  parva 
erit  bdx% , multoque  magis  bd**  8cc.  Quapropter  generalis 
terminus  (D)  evadet  = 

(E)  -f-  bxd*,  4*4-1 

Praeterea  quoniam  * = 7 --7 : per  fubfti- 

(a  — ■ <?)(«—?) 

, , , . **/»■"(* +*).yr+ .7  * 

tutionem  - </*  loca  « - 0 oritur  /» — 7-7 r > q^e 

pariter  infinita  quantitas  eft . At  fi  valores  bini  quantitatum 
infinitarum  a 8c  b fimul  colligantur  adhibitis  geueralibus  eo- 
rum expreffionibus  exurget  aggregatum  finitum.  Etenim 
, s?yo-(s+^)r,+/x  _ 

* ~ («—*)(*—>)  (*  — >)  . 

& redaflis  fraflionibus  ad  eandem  denominationem  invenitur 

& divifione  fafta  per  « — * prodit 

(>»  — — *?)/.  -f  C«4-  S)yt—f* 

4+  . >TT  >)('->) 

expreflio  prorfus  ab  infinitis  libera.  Quare  fafto  £ = « tan- 
dem aflequimur 

. , (}*— /. 

'+<- — 1— ,7 

In  termino  itaque  generali  (E)  dabuntur  coefficientes  quan- 
titatum a*  8c  a**-1 , finitus  uterque,  infinitefimis  exiftenti- 
bus  coefficientibus  £</*’,  bd**  &c.  terminorum 

•±TJla*- , tferl)(— il«-i  *c 

1 a-  3 ' 

qui  proptcrea  «egliguatur.  Atque  hinc  fi  ftatuatur  o -J-  b = / • 

~ J J 1 J - bda 


Ddd  dd  t 
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bdx  — b' , terminus  generalis  induet  hanc  formam 
y x — * * 4"  1/  x * *“ 1 1 4-  cy  * 

17.  Pergo  nunc  ad  feries  illas  recurrentes , in  quibus 
aequatio  relationis  tres  habet  radices  aequales.  A Humo  feriei 
terminum  generalem 

y x =5=  ax  * -f- bS  * 4*  c 7 * -f- / 8 * , 

in  quo  fit  x — S—y.  Ut  harum  radicum  aequalitas  citra  er- 
rorem e.  medio  tollatur,  infinite  parvam  differentiam  inter 
ipfas  conftituo , ponendo  S = « -{-  dx  ; 7 :=; « 4 • JS  ■ ficque 
generalis  terminus  evadit 

y x—  <*«*•+■  b(x  4"  t/“)  * + c (a  4-  dS)r-\-fix  : 
adhibito  Neutoniano  canone,  & pro  quovis  binomio  tribus 
-tantum  acceptis  terminis , aflequimur 

#( I ) 

£F)  yx  = {x\J>\.c}x  * ±{bjx±edt)xx  *-'±(bdx » \cdS 1 /8  r. 

Supra  autem  §.  12.  invenimus 
— tyty.4-  (6y  + ^8+78)7,  — (s 4->4-8)y,  + y, 

e ~~  (*  — 0 («  — ?)(«  “ 8) 

, — a^Syo  + (a8  + ay  + y8)y , — (a+  ?'4-fl)r»4-ri 

— «fty„-j-(xf  -j-xS  4-  fg)  y , — ( «4  S -f-  8)^  , 4-y? 

0-— *)  (?0 G — ®) 

/. — «for»  4-Q»tf  4~<t?4-^)yi  — (*4~*  + 7)/a4-y,  * 

-(«-*)  (8-0  (*_r) 

Hinc  ob  a = fj=9’  valores  coefficientium  b,  c infiniti 
evadunt  ordinis  fecundi;  fed  valor  poftremi  f finitus  efh 
Quamvis  autem  finguli  a,  bt  c infinitam  magnitudinem  or- 
dinis fecundi  confiituant , eorufn  tamen  aggregatum  finitum 
efle  deprehenditur.  Nam  fafla  reduflione  trium  valorum  ad 
denominator  em  eundem , divifaque  fraftione  per 
(x — S)(x  — 7)  (8  — 7)  invenitur  tandem 
a j_  1 1 j i:_(atf84-^8d-g7S-«li1-gft1-^I4-^)y.-(g>'^-J<:f4-f>)>i,4-ra4if4-?-)y,-yi 

**' r ' » _ ....  (i- «)  («-o  (*-?r  ~~ 

quae 
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quae  evidenter  finita  quantitas  eft , & fubftituto  « loco  i p fo- 
rum S Sc  7,  fit  eadem  fumma 

^ jf_  (~3«,8+3g8,-8>)y°+  + 

(«—  fi)» 

Praeterea  in  valoribus  coefficientium  b , c fubftituo  * + </<* 
pro  S,  Sc  <x-\-dS  pro  7,  tum  duco  b in  </«,  & c in  i/J; 
quo  fa£lo  invenio 

(- «'S- *%ds)y0  -f  [«•  +2a8-K«+8)^]v,  -(2 a + 8 4 df)yt  -f~,V , 

(d  a-\-  d S)  (« - 8 + d«) 

(«,8-f-g3</«)jr0 -[a*-f2«8  f (a  + , +(la  -f  8 + d x)y\  -7, 

(da  — dS)  (a  — 8 -F  ^ O 

Valores  holce  ad  communem  denominatorem  redigo,  eorum- 
que  fummam  capio,  quae  divifione  fafla  per  da- di , negle- 
cti fque  terminis  aliorum  comparatione  evanefcentibus  repcritur 

, , , (2*l8-«S,)y„-('j**+2«V8l)7'l +3«.y,-,73 

bd*  + cdS=z 7 er- 

haecque  evidenter  finita  quantitas  eft  . 

Denique  multiplico  bda  per  da , & cdS  per  dS  ; & duo- 
bus valoribus  refultantibus  ad  eandem  denominationem  revo- 
catis , eoruni  accipitur  fumma  , quae  poft  divifionem  per 
(da- di)  (a-S) , & negleftum  terminorum  infinite  parvorum 
deprehenditur 

bda'4-cd«'=z  -***?■ -(*«  + »)?» +y, 

' a — 3 

nimirum  aequalis  quantitati  finitae . 

Si  igitur  in  termino  generali  (F)  capiatur  a -f-  b -\-c:=a‘- 
bda  + cdS  = b’;  bda 1 + cd$*  sse',  .quae  quidem  omnes 
ex  demonftratis  finitae  quantitates  funt1,  afiequcmur  genera- 
lem ipfum  terminum 

j>x=a'**  + xb'*x-‘  -f  — — --V**"1  + /5*. 

In  praecedenti  calculo  tres  dumtaxat  Neutoniaoi  canonis  ter-, 

minas 
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minos  in  quovis  binomio  accepimus,  eo  quod  termini  fubfe- 
quentes  infinitefimi  funt , feu  evanefcentes ; quartus  enim  ter- 
minus foret 

(£</aJ+c  </l>5) — — -«'“i,  ubi  ob  b,  c infiai- 

. • 2*  3 

tas  quantitate?  ordinis  fecundi  evadit  coefficiens  (b  d a>  -\-c  d o') 
infinitefimus  ordinis  primi,  proindeque  terminus  hic  quartus  ne- 
gligi  tuto  potefl , multoque  magis  quintus  ceterique  fequentes. 

18.  Eodem  omnino  ratiocinandi  modo  generalem  feriei 
recurrentis  terminum  yx~a**  - f-  b$c  -f-  cyx  -f-  fi  * -f-  b f * +&c. 
ubi  quatuor  funt  radices  aequales  nimirum  * = £=:>  = 8 ita 
inveniemus  expreflum 

-f  (bdx*+cdS  fd  y >)  — — 4 £ * + & c. 

. 2‘  3 

ubi  non  modo  coefficiens  * + £ -f- c+/  oflenditur  abfolute 

finitus,  fed  finiti  quoque  demonflrantur  coeJhcientes  reliqui 
trinomiales 

bd * -J-  cdS  f dy  , bdx  * -f-  cdix-\-  f dy*  J bdx. 3 -f- cd$  3 -f-  /V?  * , 
quamvis  fpeciem  mentiantur  quantitatum  infinite  parvarum. 

In  liac  autem  hypothefi  quatuor  radicum  aequalium  non 
pergitur  ultra  quartum  Neutoniani  canonis  terminum  , eo 
quod  quintus,  & a fortiori  fextus  ac  fequentes  omnes  termi- 
ni ob  infinitam  parvitatem  evanefcant . Quocirca  aflumi  pote- 
rit termini  <**  coefficiens  a + b -f-  c + / = d ; termini  j»**-1 

*(*-i)**“  * 

coefficiens  bd * -f-  cdS  -f-  f dy  = b' ; termini ' 


• coef- 


ficiens bdx*  +■  cd6*+fdy*  = c' ; denique  termini 

— — — coefficiens  bdx^-hcdS*  -f*  f dyi~f' , Sc  ge- 

2’  ? . . 

neralis  feriei  terminus  y-,  vertetur  in  hunc 

/*  = 
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y,  = 4'«  »+*£«*-■  + V«*-»+  — r 0L*-1lbi  *-l  5a. 

J ' 2 2. 3 

Ex  haflenus  diflis  quid  fieri  oponeat  in  exemplis  omni- 
bus , ubi  plures  quam  quatuor  aequales  aequationis  radices  oc- 
currunt, nemo  non  intelligit;  lex  eadem  enim  femper  perfe- 
verat,  ac  totum  fupputationis  negotium  moderatur.  Non  inu- 
tile erit  peculiarem  hanc  radicum  aequalium  hypothefim  unico 
faltem  exemplo  iljuftrare. 

EXEMPLUM. 

Efto  recurrens  feries 

oi  2 3 4 5.  ...* 

1+8« + 27«*  + <54tt,4-i25*«  4*  21(5** yxu*. 

- / J -f-  -f“  U X 

quae  evolvitur  ex  rationali  fraftione  — — . Manifcflum 

. . (*  — ■ ")4 

efi  fore  fcalam  relationis  4 — <5  + 4 — 1 • proindeque  termi- 
num generalem 

y * ~ 4 Y *- 1 — 6y  x-%  + 47  — y ; 

unde  oritur  aequatio  finita  differentialis  . . 

yx — 4>'«— 1 + 6yx—% — 47f-t+.y*-4=o. 

Fiat  y*~  & praedifla  aequatio  mutabitur  in  aequatio- 
nem relationis  . . 

s;  X*'  z* 

feu  z«-*4z!  + <5*‘  — 4z-f  1 = 0, 
quae  evidenter  nihil  aliud  eft  nifi  (z—  1)4  = 0.  Igitur  ae- 
quatio relationis  praedita  eft  radicibus  ouatuor  aequalibus 
x = = 7 = 8 = r . Quare  in  formula  termini  generalis 

mox  inventa  ( • * ^ ' 1 

v* “ 4 « * Js  ii  «a*-1 4 r — -«'-‘.J./  - 'a»"» 

-*  • '■  . -2  a.  3 

iubfti tuendo  unitatem  pro  « nancifcemnr 


y*—*' +*'*+c‘ 


A"- 


j)  , r,  )(»-*») 

*•  3 


2 
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, , * . r 

captoque  rurlus  b H ~b  ; — — = c ; — — r 

2 3:  . 2 6 
oritur  tandem  terminum  genefalis  “ “ " 

yx  = a‘  + i"x  + c''x*+f"xy 

Quatuor  porro  arbitrariae  conflantes  a , V‘ c" , /"  deter- 
minantur accipiendo  pro  x fuccefliVe  o,  i , 2,  3 , ex  quo 
habentur  valores  termino  generali  y*  refpondentes  1,  8, 
27 , 6+,  & confequenter  aequationes  quatuor  fequentes 

‘ at=.  \ ■ , 1 ; . 

/+r+cw+r=  8'-;r  • • r * 

/+2  r+^c"+8/'  = 27  , . 

<*'  + 3 b"+9  c"+i7f’=  54, 
ex  quibus  deducitur  a = 1 ; i"=  3 j c"=  3 ; /"=  x . Quo 
fa£lo  habetur  yx—  1 ~h  3 *+  3* 1 + # 1 =(i+a) 1 ; 

Adeoque  yyux—(i  + *)***.  Q.E.  I. 

Ceterum  in  hoc  exemplo  idem  obtinetur- alia  methodo  ah 
Auftore  noflro  tradita.  Et  fane  fi  feriei  terminus  generalis  vo- 
cetur Y ; terminique  quatuor  ipfum  praecedentes  'Y,  "Y,'"Y,  ""Y, 
ex  enunciata  conditione  habemus  Y=4'Y -6  "Y  -h4"  Y-""Y, 
hoc  eft  ""Y-4  "'Y  + 6 "Y  — 4 'Y  + Y = o,  feu  terminis  lin- 
gulis ad  quarta  quaque  loca  fubfequentia  translatis  prodibit 
aequatio  Y-4  Y'+  6 Y"-  4Y'"+Y"'  = o = A+Y  (§.  23- Cap.  I.) . 
Quare  eo  res  redit  ut  finita  differeutialis  aequatio  A*Y  =0 
interetur  in  hypothefi  quod  A*  conflans  fit  & uniuti  ae- 
qualis . Jam  vero  ex  praecedentibus  conflat 
2A4Y=A3Y  = -»A» 

2A!Y  = A».Y:=:S*A*=*#-f-*A* 

2A*  y=A  Y = 2 <**'t"£*+cA*=— L-  — 4-£#-f-rA* 

, 2 2 

2AYeiiyi=2  — + S *x  + cx  + f 

2,2' 
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-**  + ( 

3- 


761 


=^,.+^.+(,i_l+, ')»+/• 

6 2 \ 3.  2 / 


Igitur  fi  capiatur  ~ - = r";  — — |r=6";/=y , 

o 1 2 9-2 

habebitur,  prorfus  ut  anre,  generalis:  feriei  terminus 
Y = a + b x-f-c" *'*  + f"x > , 

Qui  de  integratione  formularum  differentialium  finitarum 
plura  cupit , adeat  infigues  Geometras  La ' Grange , La  Place  , 
Monge,  Condorcet,  &c. , qui  in  Adis  ^Academicis  Taurinen- 
fibus , Berolinenfibus , Parifiuis  hac  de  re  copiofe  exquifiteque 
tradarunt . 
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Ut  haec  nova  Audoris  noftri  theoria  de  quantitatum  infini- 
tefimarum,  atque  infinitarum  natura  mutuaque  relatione 
ad  germanum  legitimumque  fenfum  revocetur,  iifque  omnibus 
difficultatibus  fc  controverfiis  praecludatur  aditus,  quas  eadem 
ab  Audore  vix  dum  prolata  ubique  excitavit  & peperit , operae 
pretium  erit  ipfam  interpretari,  atque  explicare  perinde  ac  fi 
a Newtoniana  celeberrima  rationum  primarum  & ultimarum , 
vel  limitum  dodrina  vix,  aut  ne  vix  quidem  differret* 
Sequentia  itaque  conffituenda  funt  principia  ac  didata  . 

1.  Si  quantitas  quaedam  A continuo  crefcendo  vel  de- 
crefcendo  ad  aliam  L magnitudinem  datam  , quam  nunquam 
aequare  poteft,  magis  magifque  accedit,  ita  ut  ab  ea  differre 
poflit  magnitudine  utcunque  parva , atque  adeo  minori  quam 
quaelibet  data ; vocabitur  quantitas  ipfa  L limes  quantitatis 
prioris  A . 

Sic  I.  v Curvae  cuiufcunque  tangens  limet  efi  omnium 
fecantium . 


Eeeee 


II. 
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II.  Fraftio  — limes  eft  fradliouis  huius  deci  malis 

3 

d,  333333333  &c-  ' 

III.  Unitas  limes  eil  fummae  huius  progreflionis  geometrica® 

1 H -5-  + — H h — + &c.  in  infin. 

2 4 o 16  32  (S4 

IV.  Quantitas  a +7«  limes  eft  fummae  huius  progreflionis 

< + - + + — ■ +&c.  in  inf. 

4 16  64  2 

V.  Radix  quadrata  numeri  binarii  limes  efl  rationis  illius., 
quam  habet  quadrati  diagonalis  ad  latus  . 

VL  Denique  fumma  geometricae  progreflionis  decrefcentis 
b'  b'  b ♦ 

m +b-h 1 + h &c.  in  in£ 

a a 1 a* 

limitem  habet  = - ; nimirum  ( quod  Sc  de  praecedenti- 

a~  b 

bus  exemplis  tenendum  efl  ) progreflionis  fumma  ita  femper 

magis  magifque  accedit  ad  valorem  -^—r . ut  quamvis  eum 

a- b 

nunquam  adaequet , differre  tamen  ab  eodem  poflit  quantitate 
quantumvis  parva.  Sc  quavis  data  minori  : hoc  autem  vel  ex 
eo  liquet,  quod  u progreflio  non  in  infinitum  continuetur, 
terminufque  eius  poftremus  fit  p , fummam  recipit  omnino 

• ^ j ^ . 

accuratam  & ex  addam — , quae  femper  minor  efl  quam 

. t * ~ * 


r - b 


, carumque  differentia  fieri  poteft  utcunque  parva , quia 

terminus  ipfe  p per  ulteriorem  progreflionis  continuationem 
evadit  utcunque  parvus.  Atque  hinc  quemadmodum  p femper 
propius  accedit  ad  nihilum  feu  o , quod  tamen  nunquam 
adaequat,  atque  adeo  nihilum  ipfum  feu  o limes  efl  termini 

a ' . . *'-bp 

p.  ita  pariter  frafiio  limes  efl  fradlionis  , quae 

T J - a — b a — b 

# cura 
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cum  priori  non  congruit,  nifi  fiat  p~o  lioc  eft  nifi  pro  p 
limes  ipfius  fufficiatur » 

2.  Sit  y funftio  quantitatis  variabilis  * per  A*  -f-  B*' 
+ Cx5-f  Dx*  + &c.  repraefentata , ita  ut  polito  x = o,  fiat 
^s=o,&  ex  aequatione / = A* -j-Bx*  + C x»  + Dx*  -f-  Stc. 

per  x divifa  oriatur  — =A  + Bx-f-Cx!  -f-  Dx»  + &c.  Pa- 

■ "7  . x 

tet  itaque  rationem  — variabilem  e(fe  quia  exponens  huius  ra- 
tionis eft  quantitas  variabilis,  nimirum  fimftio  ipfius  varia- 
bilis x , St  quidem  talis  quae  iugirer  decrefcit  quanam  ipfo  va- 
riabilis x minuitur.  Pofito  iam  *=ro  funftio  ipfa  y fimul 

, 1.1  ii/.':.  Liliu  irrio.y  ,.si  'i  *.  »■.  •:  'i  '-”  ct.  t 5S 

evadit  ==  o. , rationi»  A-  exponens  = A,  feu  ipfa  ratio 


y . ...  y O 

— = A.  Paradoxum  videtur  quod  hic  tiflerttur  ede— - = — =A 
* no 

quia  cyphrae  non  fuut  t quantitates , neque  una  altera  maior 


y 

vel  minor  ede  dicive  poteft . Verum  ratio  — : 

••  n 


A revera 

y 

non  eft  ratio  cyphrarum , fed  limes,  ad‘quem  ratio  — perpe- 

, * 

tbo  appropinquat,  variabili  x & cum  ea  fimul  variabili  y 
continuo  decreiente  j limes  quem  nctadum  attingit  ratio 

y.'  * * 

— quamdiu  x & y funt  quantitates  verae  quantumvis 

* 7 r M y . v-  ' , . , 

parvae  .--Ratio =*  A ea  eft  quactrm  variabiles ' x St  y 

' • ^ _ v ~ x 

«vauefcunt , feu  quantitates  ede  definunt ; atque  hic  aequationis 


limes  certus  eft  ac  definitus . Poteft  hic  limes  rationis—  =A 

n . . 

vocari  ultima  ratio  variabilium  y St  x , fi  fpefletur  ut  ea , 
quacum  y St  x quantitates  ede  definunt  feu  evanefcunt.  Sf  va- 
•I  Eceee  2 riabilis 
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riabilis  * = o iterum  crefcere  concipiatur,  futuflio  y cum  ea 

fimul  crefcere  incipit j atque  ratio  — — A iterum  ea  erit  , 

quacum  crefcere  incipiunt ; atque  hoc  refpeftu  lime s huius  ra- 

tionij  — , qui  eft  A , vocari  poteft  prima  ratio  variabilium 

y & x , quacum  quantitates  effe  incipiunt . Hoc  modo  ad  ve- 
rum germanumque  fenfura  revocabitur  Auftoris  noftri  dp£lrii:a 
contendentis  infinite  parva  revera  effe  nihila , intet  que  duo  in- 
finite parva  intercedere  poffe  rationem  quamcunque . Ratio  in- 
finite parvorum  revera  non  eft  ratio  nihilorum,  fed  ratio  ultima , 
quacum  duae  variabiles  nafcuntur,  feu  quantitate)  effi?! incipiunt.. 
Hoc  eft  aliis  verbis  ratio  infinite  parvorum  nihil  aliud  eft  , 
quam  limes  ille , -ad  quem  quantitatum  variabilium  ratio  per- 
petuo accedit , quem  nunquam  tranfgredi , neque  etiam  attin- 
gere poteft , fed  ad  quem  propius  accedit  pro  data  quavis  diffe- 
rentia . Verbo  dicam  : ultimae  magnitudinum  evanelcentium 
rationes , & primae  najcentium  non  funt' rationes , quas  magni- 
tudines ipfae  unquam  inter  fe  habent,  fed  limites  omnium 

variabilium  rationum . In  paradoxa  expreffione  — poffumus 


limitem  latentem  detegere  hac  ratiocinatione:  eft  — = - — — , 

b X . . b'u  ' . _ 

eft  autem  a : b : : — , igitur  a -f-  * : b -J : : a : b , oc 

* ■ i ■.  '• 

bu  a a-a-hn 

a-j-n-a-b-j- b::a:b.  Quocircjk-jent  — r=> — r — r~» 

" b i-i+- 

••••-••ou  sflo  , • S 

Hinc  nullefcente  x rationis  conflantis  -7-  limes  aequabitur 

I . L.  p Ii.  j 19  v:.’  ■:> 


a - a O 

'jpfi  . 1 ■ - aa  t—  . , ..  .1  x i1.  ” .•■/  i >■. 

b.~bo  c rtctip  v.  ; • 
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3.  Omnis  variabilis  quantitas  non  tantum  continuo  de- 
.refcere , & tandem  penitus  evanefcere  poteft,  fed  etiam  con- 
tinuo augeri  poteft , idque  in  infinitum  . Elio 

y = A + Bx-f-  Cx»  . . . + Hx— ‘ +Kx' 
in  hac  aequatione  apparet , aufio  in  infinitum  x etiam  y in 
infinitum  excrefcere  . Ex  ea  autem  deducitur 


y • 

ex  quo  patet  rationem  eiufque  exponentem  variabilem  e (Te, 

ita  quidem  ut  variabili  x,  & cum  ea  fimul  ipla  y perpetuo 
creicente,  exponens  illius  continuo  decreftat,  terminis  nimi- 
rum omnibus  praeter  ultimum  conliantem  decrefcentibus . Po- 
lito autem  x = ©c  , qua  in  hypotheli  fit  etiam  y—o o , ex- 

ponens  rationis  — evadit  aequalis  confianti  K , reliquis,  ter- 
minis ob  x = oo,  nullelcentibus , Verum,  ficuti  antea  pro 

y 

quantitatibus  infinite  parvis  monuimus  , ratio  iftaec  -^-  = K 

proprie  loquendo  non  eft  ratio  infinite  magnorum  y 8c  x"  ad 
fe  invicem  , quia  fieri  nequit , ut  duo  quanta  inaffegnabilia  in- 
ter fe  comparentur  ; fed  eft  limes  rationis , ad  qnem  variabiles 
y & x"  in  infinitum  crefcentes  continuo  appropinquant , quem- 
que nunquam  attingunt  quandiu  funt  determinatae  Sc  altigna- 

biles  quantitates ; atque  idcirco  — = K eft  ultima  vatio , qua- 

cum  quantitates  y,  & x’  affignabile*  effe  definunt . Hinc  re£le 
intelligitur  pervulgatum  illud  Calculi  Infinitelimalis  di&atum , 
quantitates  (cilicet , & quantitatum  rationes  , quarum  data  fit 
differentia , fi  ita  perpetuo  excrefcant , ut  datam  quamvis  ma- 
gnitudinem fuperent  ultimo  fieri  aequales.  Sint  enim  A,  B 
quantitates  feu  rationes  fine  fine  crelcentes , quarum  differentia 

data 
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data  femperque  conflans  fit  D . Capio  magnitudinem  aliam 
datam  & conflantem  a , ftatuoque  analogiam  A : D ::a:  d . 
Perfpicuum  efl  crefcente  A decrefcere  d , & quidem  proportio- 
naliter,ita  ut  fi  crefcat  A ultra  quamlibet  datam  quantitatem, 
minuatur  d infra  quamlibet  datam  . Igitur  ob  A + D : D : : 
rf  + d : d , quum  quantitates  duae  a & a ± d , decrefcente  d 
infra  quamlibet  datam  quantitatem,  ultimo , feu  in  limite  ubi 
nimirum  nullefcit,  fiant  aequales ; etiam  quantitates  proportio- 
nales A , & A ± D , feu  A & B datam  habentes  differentiam 
D ultimo  ad  aequalitatem  pervenient.  Hinc  quemadmodum  per 
quantitates  & rationes  perpetuo  decrefcentes  & quibufcunque  da- 
tis minores  determinantur  proportiones  ultimae , quae  valent  in 
limite  continue  decrefcentium ; ita  per  quantitates  & rationes 
fine  fine  crefcentes , & quibuslibet  datis  maiores  definiuntur 
proportiones  ultimae , quae  praeflo  funt  in  limite  perpetuo  cre- 
fcentium . Veruntamen  inter  duos  hofce  limites  extremos  illud 
intercedit  difcrimen,  quod  decrefcentium  limitem  aflequi , & de- 
tegere licet,  ubi  quantitates  prorfus  evanefcunt  nullaeque  eva- 
dunt ; fed  limitem  crcfcentium  nunquam  proprie  affcquimur , 

3uia  tametfi  quantitates  terminum  quemcunque  datum  crcfcen- 
o praetergredi  poffunt , nunquam  tamen  fieri  poffunt  abfolute 
infinitae . 

4.  Illud  itaque  fixum  ratumque  femper  habeatur  in  Cal- 
culo Differentiali  nunquam  aequales  affumi  eas  quantitates , aut 
rationes , quarum  datur  aliqua  utcunque  parva  differentia , fed 
illas  duntaxat , quarum  differentia  ultra  quemlibet  terminum 
affignabilem  decrefcens , tandena  evanefcere , nullaque  prorfus 
fieri  demonflratur , ita  ut  quantitatum , & rationum  aequalitas 
obtineatur  tantum  in  limite  extremo , ad  quem  eaedem  ultra 
quamcunque  menfuram  accedunt , & quamvis  (aepiffime  con- 
tingat , ut  quantitates  ipfae , quarum  invefligatur  proportio  in 
limite  prorfus  evanefcant , nihilo  tamen  minus  limitis  propor- 
tio, in  quem  unico  inquiritur,  femper  fubfiftit,  Sc  immuta» 
perfeverat . 

*'  5- 
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5.  Nomine  itaque  Differentiarum , Fluxionum , Elemen- 
torum , Incrementorum  , Decrementorum  , Quantitatum  Infini- 
te ftm  arum  , quomodocunque  appellentur , uiiiil  aliud  (igni  fica  - 
tum  volumus,  nili  differentias  continuo  decrefcentes,  & quibuf- 
libet  datis  minores  a veteribus  ipfis  Geometris  ulurpatas,  ex 
quibus  aequalitates  & proportiones  ultimas  , quae  locum  ha* 
bent  in  limite , tuta  confecutione  deducimus.  Brevitatis  autem 
gratia  utimur  compendio , & limitis  aequalitatem  tribuimus 
quantitatibus , rationibufque  differentiam  habentibus  perpetuo 
decrefcentem  & inafftgnabilem , non  quod  revera  aequales  fta- 
tuamus  quantitates  & rationes,  donec  differentiam  aliquam 
utcunque  minimam  fervant,  fed  quod  alias  notum  perfpeclum- 
que  fit , differentiam  in  limite ' ipfo  nimirum  ultimam  nullam 
heri , adeoque  quantitates  ac  rationes  in  limite  efle  accuratifli- 
nie  aequales.  Quapropter  magnam  Calculo  Differentiali  infer- 
ret iniuriam  fi  quis  contenderet , differentias , quae  adhuc  ali* 
quid  funt,  ab  ipfo  negligi , & pro  nullis  haberi.  Nihil  pre- 
cul  dubio  in  innnitefimorum  Analyfi,  nihil  omnino  contem- 
nitur: nam  cum  aequales  pronunciamus  quantitates  & rationes 
infinitefimas  feu  inaffignabili  differentia  praeditas , non  intel- 
ligimus  eas  aequales  efle , donec  differentiam  habent  aliquam 
utcunque  parvam , fed  in  limite , ubi  differentia  prorfus  nulla 
e (i  , earum  abfolutiflimam  aequalitatem  concludimus . Quocirca 
infinitefimas  differentias  negligere,  & pro  nullis  omnino  ha- 
beri, nihil  aliud  fibi  vult,  quam  limitis  abfolutiflimas  aequa- 
litates ac  proportiones  inquirere  ac  definire . Hinc  autem  per- 
fpicue  patet  Differentialem  Calculum  nihil  aliud  efle  , & 
definiri , quam  analyticam  methodum  inveniendi  limitem  ra- 
tionis, quae  intercedit  inter  differentiam  finitam  duarum  quan- 
titatum , Sc  differentiam  finitam  aliarum  binarum , quae  ha- 
bent ad  priores  duas  analogiam  & relationem  lege  cognitam 
ac  definitam  . 

6.  Huic  adnotationi  finem  imponat  graviffimum  magni 
Fluxionum  inventoris  Newtoni  teflimonium  hac  de  re  ita 

. . 
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nptiflime  mirificeque  differentis  (a) : „ Malui  demonftrationes 
ad  ultimas  quantitatum  evanefcentium  fumuias  Si  rationes , pri- 
ntafque  nafcentium  , id  eft  ad  limites  fummarum  & rationum 
deducere ; & propterea  limitum  illorum  demonflrationes  qua 
potui  brevitate  praemittere.  Proinde  in  fequentibus , fi  quando 
quantitates  tanquam  ex  particulis  conflantes  confideravero , vel 
b pro  rcdlis  uiurpavero  lineolas  curvas ; nolim  indivifibilia  , 
fed  evanefcentia  divifibilia , non  fummas  & rationes  partium 
determinatarum,  fed  fummarum  & rationum  limites  femper 
inteiligi  „ . 

„ Obieftio  efl,  quod  quantitatum  evanefcentium  nulla 
fit  ultima  proportio  ; quippe  quae  antequam  evanuerunt  non 
efl  ultima  ; ubi  evanuerunt  nulla  efl.  Sed  & eodetn  argumento 
aeque  contendi  poffet,  nullam  efle  corporis  ad  certum  locum, 
ubi  motus  finiatur , pervenientis  velocitatem  ultimam  : hanc 
enim , antequam  corpus  attingit  locum , non  effe  ultimam ; 
ubi  attingit  nullam  efTe . Et  refponfio  facilis  efl : Per  veloci- 
tatem ultimam  inteiligi  eam,  qua  corpus  movetur,  neque  an- 
tequam attingit  locum  ultimum  & motus  ceffat,  neque  poflea, 
feri  tunc  cum  attingit ; id  efl  illam  ipfain  velocitatem , qua- 
cum  corpus  attingit  locum  ultimum,  & quacum  motus  ceflat. 
Et  fimiliter  per  ultimam  rationem  quantitatum  evanefcentium , 
intelligendam  efle  rationem  quantitatum,  non  antequam  cva- 
nefcunt,  non  poflea,  fed  quacum  evanefcunt.  Pariter  & ratio 
prima  nafcentium  efl  ratio  quacum  nafcuntur.  Et  fumma  pri- 
ma & ultima  efl  quacum  efle  ( vel  augeri  aut  minui  ) inci- 
piunt & ceflant . Extat  limes,  quem  velocitas  in  fine  motus 
attingere  potefl , non  autem  tranfgredi . Haec  efl  velocitas  ul- 
tima . Et  par  efl  ratio  limitis  quantitatum  & proportionum 
omnium  incipientium  & ccflantium  . Cumque  hic  limes  fit 
certus  & definitus , problema  eft  vere  geometricum  eundem 
determinare . Geometrica  vero  omnia  in  aliis  geometricis  dc- 

termi- 
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terminandis  ac  demonftrandis  legitime  ufurpantur  „ . 

„ Contendi  etiam  potefl,  quod  fi  dentur  ultimae  quan- 
titatum evanefcentium  rationes , dabuntur  & ultimae  magnitu- 
dines : & fic  quantitas  omnis  conflabit  .ex  indivifibilibqs,  con- 
tra quam  Euclides  de  incommenfurabilibus ,,  ia  libro  decimo 
Elementorum  demonflravit.  Verum  haec  obieflio  fal/ae  inniti- 
tur hypothefi . Ultimae  rationes  illae,  quibufeum  quantitates 
evanefeunt , revera  non  funt  rationes  quantitatum  ultimarum, 
fed  limites,  ad  quos  quantitatum  fine  limite  decrefceutimn  ra- 
tiones femper  appropinquant ; & quas  propius  aflequi  poflunt 
quam  pro  data  quavis  differentia,  nunquam-  vero  tranfgredi  , 
neque  prius  attingere  quam  quantitates  diminuuntur  in  infi- 
nitum.  Res  clarius  intelligitur  in  infinite  magnis.  Si  quanti- 
tates duae,  quarum  data  efl  differentia fi augeantur  jn  infinitum, 
dabitur  harum  ultima  ratio,  nimirum  ratio  aequali  talis , .net 
tamen  ideo  dabuntur  quantitates  ultimae  Jfeu  maximae  quarum 
ifla  efl  ratio . In  (equentibus  igitur ,.  £ quando  facili  rerum 
conceptui  confidens  dixero  quantitates  quam  minimas  , vel 
evanefeentes , vel  ultimas ; cave  intelligas  quantitates  magnitu- 
dine determinatas,  fed  cogtta  femper  diminuendas  fine -limite 
7.  Offendit  Alembcrtum  Neutoniana  loquendi  formula  ab 
aliis  etiam  recepta  nimirum  ratio  quacum  quantitates  evane- 
fcunt ; ratio  quacum  nafcuntur  : locutionem  hanc  quafi  abfo- 
uam  & abfurdam  his  verbis  notat  & carpit  (a)  : „ Quelques 
mathematiciens  ont  defini  la  quantitd  infiniment  petite  celle 

Sini  , s’  dvanouit,  confiddrde  non  pas  avant  qu’  elle  s’  dvanouif- 
e,  non  pas  aptes  quelle  efl  dvanouie,  mais  dans  le  momegt 
meme  ou  elle  s’  dvanouit , Je  voudrois  bien  favoir  quelle  id  de 
nette  & precife  on  peut  efperer  de  faire  naitre  dans  1’  efprit 
par  une  femblable  ddfinition . Une  quantitd  efl  quelque  chofe 
ou  rien.  Si  elle  efl  quelque  chofe,  elle  n’efl  pas  dvanouie;  fi 

Fffff  'elle 


(#)  Mei.  de  Lit • d*  .Hifl.  & de  Phrl.  Ttm,  V \ Eclairc,  fur  /er  El/m.  de 
- Phil.  §.  XIV. 


77®  A DN0TAT10NES 

\ 

elle  eft  rjen  , elie  eft  tfvanogie  tout-a-fait  . C'  eft  une 
chimere  que  la  fuppofition  d’  un  dtat  moyeu  eutre  ces 
deux-la  „ . 

At  equidem  non  video  quid  illud  fit,  quod  fumnio  Geo- 
metrae Aiemberto  tantopere  faftidium  creat : huiufinodi  enim 
loquendi  formulae , licet  lortaffis  ad  feverrilimam  .veritatis  nor- 
mam minus  exaftae , funt  tamen  a Geometris' , atque  adeo 
Philolbphis  communi  ufu  ac  fermone  receptae.,  ut  longiores 
verborum  ambitus  vitentur . Quid  quod  alibi  Alembertus  ipfe 
id  genus  formulas  adeo  non  improbet,  ut  potius  brevitatis 
& compendii  caufla  commendet'  „ Toutes  les  parties  des 
matWmatiques  „ inquit  ille  (4)  „ font  fouvent  ufage  d’  ex- 
preffion  de  cette  efpece , qui  dans  le  fens  metaphyfique  qu’  elles 
prefentent  , paroiflent  d’abord  peu  exaftes ; mais  qui  ne  doi- 
vent  £tre  regarddes  que  comme  des  manieres  abr^gees  de  s’ex- 
primer , que  les  Mathdmaticiens  ont  inventles  pour  dnoncer 
une  verite,  dont  1«  developpement  & 1’dnoncd  exafl  auroit 
deniandd  beaucoup  de  mots 

•i  1 1 ■ 1 
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QUoniam  AuSoris  noftri  demonftratio  mera  nititur  in- 
dutlione , adeoque  fumma  illa  feveritate  caret , quam 
\femper  Geometrae , ubi  res  fieri  poteft , requirunt ; de- 
monflrationem  iplam  ab  Aiemberto  mutuabimur,  qui  Tom.  IV. 
Opuf.  Matbem.  ptg.  5.  eam  bifce  verbis  adornat . 

„ -Si  une  quantiti  A contient  tant  de  variables  *,?,*,  &c. 
qu’  on  voudra , & qu’ on  la  diff^rentie  en  faifant  varier  fuccef- 
livement  4,7,*,  &c.  en  nfgligeant  les  difffrences  fecondes t 
jroiiiemes&c.  on  aurale  mente  reful  tat  dans  quelqu’  ordre  qu’on 

diffdren- 
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difftrencie  , c’  eft-a-dire  , que  par  exemple  , 

dxdydzdt  Scc. 

^ _ , „ - . M.  Euler  a.  ddmontrd  cctte  propolluor* 

dz  dy  dt  dx  & c.  . ^ 

dans  fon  Analyfe  des  in/Sniment  petits , mais  par  une  efpece 
d’  imiuftion . Pour  en  donner  une  demonftration  gdudrale  8c 

- <•]/  j dd\  ddA 

ngoureule  nous  conhdererons , I.  que  - — — = — — , com- 
° dxdy  dy  dx 

me  le  favent  les  Geometres . II.  Nous  allons  ddmontrer  que 
i d"  A d"  A 

£ en  g^ndral  les  quantitas  — ■ , - ■ , font 

a x dy  dz.  d z dx  dy 

£gales , la  meme  dgalitd  fubfiffera  en  faifant  varier  une  nou- 
velle  variable  t ; ce  qu’ il  eft  aifd  de  voir  en  con fiderant  I. 
que  la  combinaifon  dxdydz , donne  ( byp. ) le  • meme  rdfultat 
que  Ia  combinaifon  dzdx  dy  , la  combinaifon  dt  dx  dy  dz  don- 
ne ividemment  le  meme  r£fultat  que  dt  dz  dxdy  ; II.  que 
dt  dxdydz  donne  le  meme  rdfultat  que  dxdt  dy  d z , puifque' 
dtdx  donne  le  meme  que  dxdt;  II/.  que  dxdtdydz  donne 
le  meme  rdfulrat  que  dxdy  dtdx  , & par  la  meme  raifon 
puifque  drdy  donne  le  meme  que  dy  dt  , &c.  Donc  , &c» 
Donc  puifque  le  thdoreme  a lieu  lorfque  n = 2,  il  aura 
^ieu  lorfque  n =s  3 , & enfuite  lorfque  n — 4 , &c.  & ainfi 
de  fui  te 

Hanc  demonftrationem  applicat  Alembertus  communi  quan- 
titatum algebraicarum  multiplicationi , qua  de  re  elemento-- 
rum  Scriptores  monet  , eorumque  circumfpeflionem  excitat 
his  verbis : 

• „ Cette  ddmonftration  pourroit  fervir  i prouver  d’  une 

maniere  tris-fimple  une  propo/ition  que  la  plupart  des  Auteurs 
dldmentaires  ndgligent  de  prouver , /avoir , qu’  en  quelqu’  ordre 
qu’ on  multiplie  tant  de  quantitds  a,  i,  r,  d , e &c.  qu’ on 
roudra , lcs  unes  par  les  autres , le  rdfultat  e(l  toujours  le  me- 
me. On  le  ddmontre  bien  pour  les  produits  ab  & ba  de  deux 
quantitas  , mais  on  ndglige  fouvent  de  le  prouver  pour  les 
Fffff  a pro- 
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produits  d’  un  plus  grand  nornbre  de  quantitas  , quoique  la 
chofe  ne  foit  pas  dvidente  par  elle-meme.  Ccft  un  avis  qu’on 
donne  ici  aux  Auteurs  d’  EMniens , afin  qu'  iis  y fa flent  atten. 
tion  i 1'avenir,,,  . " 


ADNOT.  ad  CAP.  Vlll.  PART.  1. 


CEleber.  De  la  Grange  in  Italica  epiflola  ad  Fagnanum  anno 
1754  typis  edita  novam  proponit  feriem  pro  differen- 
tialibus,  & integralibus  cuiuslibet  gradus,  eamque  adamuflira 
refpondentem  8c  analogam  Neutonianae  feriei  pro  poteftatibus 
& radicibus . Rem  novitate  atque  elegantia  commendabilem 
hic  breviter  explanabimus : Sint  itaqufc  feries  binae  Neutonia- 
na  una,  Grangiana  altera: 


^'4-- 


c. 


I.  (oLb)-n=a'b‘X.ma'*-*b'±.- 

2 ' 2.  3 

, m(m -i)  pjl'm-i)(m~ 

y+ — ^ --i^^&c. 


II.  (aru- 


lam vero  I.  quemadmodum  prima  feries  dat  evolutionem 
poteftatis  cuiufcunque , ad  quam  elevatur  fumma  duarum , 
adeoque  quotcunque  datarum  magnitudinum  , aflurato  expo- 
nente m pro  gradu  propofitae  poteflatis ; ita  propemodum 
feries  fecunda  praebet  diflerentiale  cuiufcunque  gradus  ex  pro- 
duco duarum , adeoque  quotcunque , variabilium  , fumto  pari- 
ter exponente  m pro  gradu  vel  ordine  differentialis  propofiti. 

II.  Quemadmodum  prima  feries  fuppeditat  terminos  ra- 
dicis cuiufcunque , quae  a fumma  duarum  , vel  quotcunque 
quantitatum , extrahitur,  modo  fiat  exponens  m aequalis  nu- 
mero fraflo  radicis  gradum  indicanti ; ita  feries  fecunda  con- 
tinet integrale  cuiuslibet  gradus  ex  produfto  duarum  , vel 
quotcunque  finitarum  , aut  infiuitefimarum  magnitudinum  , 

dum- 
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dummodo  accipiatur  exponens  nt  aequalis  numero  integro , 
fed  negativo  gradum  dati  integralis  indicanti . i 

JIL  Denique  ficuti  in  prima  ferie  exponens  o indicat 
quantitatem  , quam  ' afiicit , elevatam  ad  poteftatem  nullam  , 
adeoque  aequalem  unitati;  ita  in  fecunda  exponens  idem  o 
non  aliud  fignificat,  quam  in  quantitate  ab  eodem  affe&a  nul- 
lum elfe  differentiationi,  nec  integrationi  locum,  adeoque  quam 
titatem  ipfam  talem  accipiendam,  qualis  nulla  habita  expo- 
nentis ratione  reperitqr».  .*  o iv  . \ ;y.V\« 

Propterea  fi  Neutoniana  ferie  feliciter  utimur  per  univer- 
fam  Aoalyftm  in  elevationibus  ad  poteftates  , Sc  in  radicum 
cuiufcunque  gradus  extraflionibus ; ferifm  alteram  fucceflu  ae- 
que prolpero  in  ditferentiationibus  & integrationibus  cuiufcun- 
que ordinis  ufurpabimtis . Proponatur  igitur  quantitas  dit- 
ferentianda:  in  noc  <slu , quoniam  differcntiale  quaefitum  pri- 
mi ordinis  cfl , erit  m ==  r , proindeque  generalis  feries,  fecun- 
da induet  hanc  lormarn  x'y“-\-xay' , quae  ad  communem 
notandi  modum  redafla  iuxra.  id , quod  ante  indicavimus , 
convertitur  in  hanc  y d x -f-  x dy  . 

Si  fecundum , aut  tertium",  aut  quartum  differentialc  quae- 
ratur erit  m=i,  yel  3 , vel  mz=. 4,  & quaefita  difTe- 
rentialia,  faftis  pro  »>  debitis  fubftitutionibus  erunt  fequentia: 
d'.xy—x  y°-\-2x'y'- f-  xy  * — y ddx  -f-  zdx  dy-jrx  ddy  ; 

(ji.xy=zx  'y°-\-  ix1)’ 1 + 3 x 'y  ’ +x°y  yd'x-\-  3 ddxdy- 1-  3 dxddy-\- 

• d*#jte.**y°4‘4*iyt+6xirt 4*  4 *'73  <v  *- '\ 

yd*x  -f-  4.d*xdy  -f-  dddxady^-  jtfx  d’y  -f-  x d*  y : 
Sicque  porro  differentialc  cuiufcunque  ordinis  funima  faci- 
litate femper  obtinebitur , fpeftato  tanquam  Variabili  etiam 
diflerentiali  primo  d x,  vel  fecus  deletis  terminis,  qui  diffe- 
rentialia  ipfiuj  dx  continent. 

n Sed  praeterea  feries  eadem  II.  ad  integralium  inventionem 
aeque  accommodatur  , ac  Neutoniana  feries  ad  radicum  extfa- 
flionem . Proponatur  ex.  gr.  ad  habendam  quadraturam  inde- 
finitam curvae  cuiuslibet  integratio  elementi /Ji  areae  turvi- 

A , • • i- 
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lineae:  accipiatur  in  canone  generali  dx—x-}  eritque  per  id 
quod  ante  adnotavimus , m = — i , quibu$  valoribus  in  ca- 
none fecundo  fubfti  rutis  aflequemur  feriem  peculiarem 
d*-‘y‘-Jx-*r’+Jx-iy*—  dx~*yt-j-dx~iy* 
lam  vero  d*-' denotat  integrale  ipfius  dx;  d*-»inregra- 
le  integralis  ipfius  dx  ( itlefl  integrale  quantitatis  x)  quod  vo- 
co  integrale  fecundum  eiuldem  dx,  deiignoque  per  fynibolum 
'fdx\  Pariter  dx*  exprimit  integrale  tertium  ipfius  dx,  ni- 
Rurum  'fd»;  dx  * integrale  quartum , feu,  *fdx:  &c.  Sed 

Jdx-x; 

, rj  r rxdx  x*  * •* 

>fdx=fx=f  =—■ 

dx  2 dx 


3 fdx=/—-f?ldJL 

2 d X 2 dx* 


** 


*/dx=f 

i'.  ':.;i  : 

mf dx  — 


* 2-i  dx  * ' 

r*'d*  __  x* 

2-3 dx*  J 2 .$dx* 


& jn  univerfuni 


2.3.4 d*»  ’ 


* ^ 

2.3.4 ...mdx"'  * accePt0  fcmper  d*  tanquam 

fonfianti.  Igitur  hifce  valoribus  in  praecedenti  ferie  fubroga- 
tis,  pofittfque  de  more  dy,  ddjf,  d*y,  &c.  loco  v\y\y  \ &c. 
tandem  apparebit  ~ > 


r *'  dy  . x'ddy 

Jydx  = xy ^ -f 


t*d>  ] 


+ 


X'  d*y 


&C. 


, A . 2dx  ' H***  2-3-*dx>  ' 2.34.5 dx*~ 

haecque  eft  decantata  feries  Bernoulliana  (x)  Geometris  du- 
cum notiflima . 

Ceterum  hic  canon  fecundus  non  folum  ad  differentialia 
primi  gradus  integranda  extenditur,  verum  etiam  unica  ope- 
ratione  integralia  differentialiunt  cuiuslibet  ulterioris  gradus 
Zr/F  fo'  Quaeratur  ex.  gr.  integrale  fecundum 

«nf  Mmur  * lgltUr  ~ 2 = & y~dy 


J 1 
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*/dy  dx~dx~'  dy9-zdx~ *dy'-\-]  d x~*d y*~+d d y 1 ■+-  &c. 

x'dy  2 x,ddy^^x*d,y  4*’ d*y  ’ 

2</;v  2.3^**  2.3.4^»*  z.^.^dx* 

Quum  autem  ob  dx  conflantem  fit  *fdydx  zzfyd/c,  & 
ante  inventum  fit  integrate 

x*d*y 


r , x*dy  x'ddy 

Jydx  — xy -—‘f j—  ■ 

2 dx  2.3«** 


+ &c.; 


2-3-4  dx* 

Aequabuntur  idcirco  inter  fe  binae  feries  fpecie  ternis  imma- 
niter difcrepantes , hoc  efl  ’ 

•x'dy  xl  d dy  „ *>dy  2 x'ddy  . 2x*d*y 

xy -d-  -J — - &c.  = -f  --&c. 

2 dx  2.3  dx*  2 dx  2.3 dx9  2.3>4<j*3 

quarum  paullo  ocultior  aequalitas  vel  ex  eo  colligitur,  quod1 
fi  utraque  bis  differentietur , termini  omnes  utrinquc  deitruun- 
tur  unico  utrobique  manente  dydx.  \ 


D* 


ADKOT.  ad  §.  324.  PART,  I. 


rl  *•  * f J ’ - - » . t I J : » - k~4 

ata  differentia!!  aequatione  tres  variabiles  involvente 
(A)  P dx  -f  Q dy  -f-  Rdtt 

dedu£laque  inde  aequatione  conditionis 

Au£lor  nofter  canonem  hunc  generatim  conflituit,  quod  nimi- 
rum ubi  aequatio  finita  (B)  nec  identica  reperitur,  nec  eam 
praebet  variabilium  * , , at  relationem,  quae  aqquationi  dif- 

ferentiati (A)  fatisfaciat,  nulla  exhiberi  pojjit  aequatio  finita , 
quae  ipfi  fatisfaciat.  At  vero  canonem  hunc  non  ea  gaudere 
extenfione,  quam  Eulerus  ei  rribuit , fed 'circumfcriptione  ali- 
qua coercendum  effe  primus  acutiffime  animadvertit  Celeberr. 
!De  la  Place  in  egregia  Diflertationc  Sur  les  folutions  particu- 

l i er  es 
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Heres  des  Equations  diffdrentielles , & fur  les  inegalitis  fd- 
ndaires  des  Planetes  ,f  ln  AH  is  Ree.  Scient,  Pari/.  Acad.  an. 
1772.  Si  enim  diflerentialis  aequatio  fuerit  - -? 

, • ' • 4 a v ; j • - 

**  = V + V“  (*-*-,/)[«!+  aY  t>  Y(»ivry)  ] \dy 

. + [ 1 -byV(x  — z—y)]dzy 

quae  cutn  aequatione  (A)  collatai  praebet 

P = I , Q==  x + V(*~  * -y)  [a  -f-  0 v (*  t 8 -y)  rb  V(*  - * -y)] , 

, 1 . 1/  )‘-J  \ . .t  .ii  > v v 

— * +7  V(«— «--r); 

atque  hi  valores  tubituuantur  m aequatione  conditionis  (B) , 
eruiiur  polt  muleftam  prolixamque  fupputationem  aequatio 
linearis  ,,lf  , , - 

V + * — * -f*  = o , quae  nec  identica  eil , nec  diffe- 

rentiati aequationi  fatisfaciens.  At  nihilominus  datur  inter 
variabiles  * , y , * relatio  , quae,  hoc  ipfum  praeftat : liqui- 
dem  x = >+2  propofitae  differentiali  aequationi  evidentiffi- 
me  latisfacit.  Ex  quo  luculenter  patet,  Eulerianum  Canonem 
brevioribus  terminis  contineri  quam  ab  Auftore  fancitura 


ADMOT.  ad  §.  11.  PART.  11. 


A 


Uftor  noder  in  hoc  loco  teflatur  fe  in  Introduftione 
oftendiffe,  feriem  utramque 

1 , x 1 , 1 1 1 

1 + + — +&c. 

a 3 4 5 6 

& -+  — + J«  + -iT  + — +72r+,&& 

2 2.4  3. 8 4.  1 6 . 5.  32  6.  64. 

logarithmum  bypcrbolicum  binarii  exhibere . At  in  cita»  Intra- 

duflio- 
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JuEiionc  ad  Analyfim  Infinitorum  defideratur  demonflratio  ab 
Eulero  indicata , nec  eam  ibi  invenire  omni  adhibita  dili- 
gentia mihi  contigit . Quapropter  eandem  hic  fupplere  non 
abs  re  erit . Condat  ex  logarithmorum  theoria , eile 
. . . x x*  . * 3 x*  . x ( *r6 

/ ( i 4-  * ) 4- 4 — 4- 

I.  2 3 4 s <5 

adeoque  polito  x=i  erit 

/ 1 , r . 1 , 1 t -i  s 

/2  = 1 1 4- -4-&C. 

. , 2 3 4 5 & 

Eft  autem  alfumto  x = 

2 . . «.  . 

1 1 1 - 


/(i4-x)=/  — 


-i.  2 • 


2-  2 : 


J..2’  4-2' 


— &c. 


Igitur  ob  l 2 = — l — , orietur 


ii  = 1 - — 4-  - — — 4-  — — - 4-  &c. 

2 3 45  6 ■' 

= -Lt  4--Lr  + -4  + -^4--^-4&c.. 

1,2*  2.2*  3.2’  4.I*  5.2J 

Q.  E.  D. 


ADNOT.  poft  §§.  45.  6*  fcqq.  PART.  II. 

'/'"''VUamvis  infigne  ac  mirificum  Taylorianum  Theorema 
' innumeris  prope  ufibus  per  mathefim  univerfam  accom- 
’ ^“modetur,  & elegantiffimas  pariat,  vixque  aliunde  fpe- 
randas  Problematum  etiam  difficillimorum  folutiones,  fubli- 
niiorumque  Theorematum  demonftrationes ; quandoque  tamen 
■ufuvenit,  ut  nifi  caute  & circumfpe&e  adhibeatur  in  errorem 
ac  fallaciam  inducat;  fallitur  fcilicet  qui  in  univerfum  affirmat 

Ggggg  ; ! funflio- 


V.  . 
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' fimftionem  quamlibet  binomiae  quantitatis  * 4.  a , hoc  eft  $'*.{.*) 
per  Taylorianum  Theorema  fcmper  afiutni  poife  aequalem 


atdd.\ p{*)  /»></>.©''*)  x*d*.<p'x) 

1 TT"  1 — + OCC. 


indefinitae  leriei 
, s.«d.$'x) 

^ dx  zdx ! ‘ 2.3  dxi  ‘ 2.3.4 dx*  ‘ 

Hoc  enim  vel  in  fimpliciffima  hypothefi  , qua  ftatuatur 

<p(*4**)  = [ fin  (*  4’*)]  ’ , falfum  prorfus  & abfurdum  de- 

1 . . . 

prehenditur,  quum  quantitas  [fin  (*  4-«)  ] ’ , quae  femper  ma- 
nifefto  finita  ell  in  Taylorianam  feriem  converfa,  vel  in  ipfo 
fecundo  termino  valorem  adipilcacur  infinitum  ubi  x = o,  fit 
quippe  feries  = 

_ 7 , ad.Ciax  7 ' f xcof*  . : 

fin  x + — -f-  &c.  = fin*  4 T 4"  = 00 

* 3 fin  * ’ 

in  hypothefi  * = o.  Vel  hoc  uno  edoilus  exemplo  magnam 
femper  adhibebit  prudens  Geometra  confiderationem  Sc  lagaci- 
tatem  in  applicatione  atque  ufu  Tayloriani  Theorematis, 
quod  incaute  ufurpatum  nonnullis  etiam  maggi  nominis  Geo- 
metris non  femel  impofuit . 

Accidit  etiam  quandoque , ut  ex  Tayloriano  Theoremate , 
licet  citra  errorem  ufurpato,  folutio  propofiti  problematis  ha- 
beatur non  ita  generica  lateque  patens,  qualem  e (Te  oporteret, 
vel  qualem  methodus  alia  tutior  ac  melior  fuppeditarpt . En 
luculentum  huiufce  rei  exemplum.  Proponatur  invenienda  ta- 
lis funftio  <p(x)  quantitatis  variabilis  *,  ut  habeatur  <p(* 4-*) 
= (p (*),  exiflente  o quantitate  data.  Palam  eft  a formula  <p(x) 
exhiberi  ordinatam  eius  curvae,  in  qua,  acceptis  in  axe  feg- 
mentis  a , ordinatae  ,per  hanc  quantitatem  aequidiftantes  ae- 
quales fint : id  .accidit  -in  Cycloide  fi  a aequetur  circuli  geni- 
toris circumferentiae.  Patet  igitur  quantitatem  <p(*)  infinitis 
praeditam  efle  vuloribus  arbitrariis  problemati  fatisfecientibus , 
dummodo  .lp.^*)iprafldidlae curvae  ordinatam  exhibeat : Vertamus 
nunc  tp ,(k  4"  *)  in  feriem  ,per -omonem  Taylorianum,  eritque 

<J>0) 
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/ \ t \ / \ , . ° 1 dd.$(x)  *l  d 3.  o(*)  . 

*(*) = 0O4-) = 0 M + + — fr1 +TI^r + *“• ' 

atque  hinc  habebitur  aequatio 

*d.(p(x)  , ^ Q> (*)  W3.<p(*)  „■  ■ 

1 1 h &c.=  o. 

dx  2 rt.v 1 • • 2-.  jrfAf.3 

Sit  e logarithmorum  hyperbolicorum  bafis , & accipiatur 
<p(x)=  Ae  r,  huiufque  valoris  fiat  in • praecedenti  aequatio- 
ne fubftitutio.  Quocirca  divifione  fa£ta  per  Ae*r  exurgit  ae- 
n*b*  a*kt  . 1 ’ 

quatio  ab  H h |-&c.  Erit  igitur  e,b — i=o; 

2 2*3  ■ 

adeoque  failo  regreflu  a numeris  ad  logarithmos  orietur  ab—l i . 

Sed  per  notiffimum  Euleri  noftri  inventum  e(t  h^.±mr.V -i , 
exiftente  m numero  quovis  integro  ena  cum  o . Igitur 

- mi f ^ — j 

ab  s=  4 m n / — i , & A = ± “■»  ■ ■■  & confequenter 

a 

K ..  •«  ... 

m 7 x 

, \ . ±~ 7~/ 1 JHXX  WM  _ . 

<p(*)  = Ae  =A(cof i fin .V^ — i),, 

• .*  * ’ 1 "•  ' * * 5 ^ 

fcu  pofito  A V — i ” B aflequimur  tandem 

/ \ A rmX*  . T,  r m*X 

<p  (x)  = A cof 4 B fin 

• i a ' * ■ 

Iam  vero  haec  funflionis  <p(#)  forma,,  fcu  valor  non  vi- 
detur eam  univerfalitatem  habere  , quam  oportet : capiatur 
enim  circuli  arcus  » , & diametri  aWctfl»  i — cof  » , erigatur- 
que  ordinata  x ad  eam  curvam,  in  qua  habeatur ar  = v- fin »;  - 
fitque  adeo  curvae  abfciflfct  i — ■ cof»  aequalis  funftioni  ipfius 
ordinatae.  xy  feu  <p(x).  Erit  itaque  • , 

* = » — fin  » = Cv » -j-  D»  s + E»  7 + &c. , 

& per  ferierum  regrcflum  invefiietur  1 u - : 

J.  r.  ‘ o va.  i. : r . - .'  * 'f 

v = F x ’ 4.  &c. ; proindeque  <p(*)=i-  cof»  = i - co((F*  ! 4-  &c.). 

Si  iam  valor  fupra  inventus  <p  (x)  = A cof 4Bfin 

Ggggg  2 - 


a 
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debita  donaretur  univerfalitate , is  in  fe  contineret  valorem 

I 

alterum  i — cof  ( Fx  ' + &c. ) , feu  quod  idem  eil  quantitas 

i — cof(F*  * + &c.)  converti  portet  in  feriem  huius  formae 
A'finar*fB'fin  2/r*  4.  CTin  3*»  4.  &c. . . . 4.  H cof rrx-j.  1 'cof 2 .t*-(-&c. 
adcoque  ( per  nota  Trigonometriae  analyticae  Theoremata  ) 
in  feriem 

A"  + B"  xx  + C"  jt  »*  • + D"jt  » *»  + E"  r*  x*  + &c. 
in  qua  nulla  adefl  ipfius  variabilis  x potertas  nift  integra.  At- 
qui hoc  repugnat  evolutioni  formulae  1 — cof  (F*  * + &c. ) , 

i . 1 

quae  praebet  ut  notum  eft  A'"*  ’ + B'"*  1 + &c.,  ubi  ipfius 
x potertates  fraflae  evitari  nullo  modo  portunt.  Patet  igitur 

r . ...  ..i  rmitx  mirx  . 

Junctionis  <j>  (x)  valorem  A cof i B fin  exprimendis 

a • 

omnibus  quaertionis  propofitae  cafibus  nequaquam  aptari,  mi- 
nufque  gencricum  erte  quam  oporteat 

» 4 

Si  quis  regerat  quantitatem  A'"*  1 -f- B'"*  1 Scc.  revocari 
pofle  ad  formam  « +•  £ cof  2*  -f  ? cef  4*  + Scc. , propterea  quod 
habeatur 

x = fin  x-\-x  fin  x »4.^  fin  at^&c.  ==fm  * (1 4«  fin  x '4 .b  fin  x*  4.  &c.) 
= fin  x {a  -f-  b'  cof  2 x + ( cof4  x -f  &c. ) ; ideoque 

jv*=  i-H-— : — t" cof 2x±c"coC4x + &£.);  ac  denique 

X * = *“  + bMcof  1*4  cw<tof4  X + &c.:  fi  quis  inquam  hoc 
.regerat,  is  refelletur  ea  tnaxime  ratione  , quod  aequatione 

»T  = S'  + rrfzx  + c'"cof+*  -h&c. 
differentiata  divifaque  per  dx  oritur  aequatio  altera 

= — 2 b'"  fin  2 x — 4c"'  fin 4*  — &c. 

i * io  j ?'■*?;: 

' . 'r--  * - quae 
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quae  iu  hypothefi  *=o  abfurdilfimam  parit  aequalitatem  oo=o. 
Praeterea  fi  propofita  daret  oppofitio,  etiam  fin*  converti  pof- 
fct  in  f+gcofix  +^cof4*  ■+•  &c.  liceret  qu;ppe  datuere 

fin  * = V"  fin  # 1 =:  V" ( coTix^y  —f\- g cof a# 4- i cof+x  q. Scc. 

</.  lin* 

quae  tamen  aequatio  duplici  vino  laborat:  I.  Quod  — - — =i 

, . d(f  + 2CoCzx+  icof+x-l-lkc.) 

quando  * — o , & contra  - ° ■ = o 

. .dx. 

quando  x=so;  II.  Quod  ^f  = finx  curvam  defignat  oppofitis 
ramis  indruftam  ftipra  & infra  axem  fitis ; contra  vero 
y~) + » cofi*  -f-^cof+x-l-  &c. 
curvam  definit,  cuius  rami  abfcillis  x $c  — x refpondentes  ad 
eandem  axis  partem  iacent . . 


ADNOT.4T IO  *d  §.  69.  PART.  II. 

INter  plures  , quas  Au£for  noder  indituit  Tayloriani 
Theorematis  applicationes  ad  fuudlionum  cuiufcunque  va- 
riabilis evolutionem , eos  tantummodo  cafus  expendit , in 
quibus  variabilis  ipfa  certum  fufcipit  incrementum  vel  decre- 
mentum ; nullatenus  vero  evolutionem  confiderat  ubi  variabi- 
lis immutata  perfeverat , quamvis  Tayloriana  formula  in  his 
quoque  cafibus  mirum  praedet  ufum  & infigne  adiumentum. 
Id  breviter  explanare  ad  maiorem  formulae  illius  admirabi- 
lis amplificationem  non  abs  re  erit . 

Itaque  fit  z funflio  binomii  x + u,  Sc  y fimilis  funSio 
ipfius  x,  hoc  ed  Z = <p  (*  + <a) , & y — q>(x);  erit 
, ‘ , ady  , a' ddy  a*d’y  , a*d*y  • 

(A)  x=y+  ~~  -j 4 — H ~+.&c.  , 

d x ,a  dxx  2.3  dx*  2.3.41/y4 

quae  fane  aequatio  fempef  vera  'erit , quaecueque'  afllimatuc 

*"C  " • quan- 
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quantitas  pro  «,  & quaecunque  fit  variabilis  x.  Igitur  fub- 
fiftet  aequatio  (A)  tum  etiam , cum  in  omnibus  eius  termb' 
nis  per  x 8c  <a  datis  politum  fuerit  *=o,  & deinde  « = *. 
Quocirca  fi  valores,  in  quos  migrant  termini 

dy  d}y  ~ d*r  ■' 

y ’ Tx  ’ dx'  ’ dx  3 ’ d^T  &C‘ 
per  fubftitutionem  * = o,  dicantur  K,  A,  B,  C,  D,  &c., 
jiancifcimur  formulam 

(B)  (p(*)  = K + A*  + — + — + + &c. 

E X E M P2L  U M3  I.  2’3’4 

Evolvenda  proponatur  quantitas  exponentialis  ax 
Aflumto  itaque  x = o invenitur 

K = i > A =//»,  B=(/a)*,  C=  (/«)»,  D = (//»)«,  &c. 

Quamobrem  opportunis  faftis  fubditutionibus  in  aequatione 

• . - ' , . «•*(/  a) 2 x*  (la)  * - x*  (la)  * , 

(B)  erit  a*=  i -\-xla-\ - — ^-\ L -J 

2 2.3  2.3.4 

EXEMPLUM  II. 

Quaeratur  fmx  per  ferient  potcjlatum  arcus  x. 

Erit  itaque  fm*  = K-J-A  *-f*  — -f- — — |-  8cc. 

„ 2 2. 3 2.3.4 

eit  autem  K =0,  A = 1 , B = »,  C=—  1,  D = o,  E=r,  5tc. 

Igitur  fin  x = x — — 1 — &c. 

2.3  2.3.4. 5 


ADNOT.  pojl  §.151.  PART.  11. 

IN  feriebus  huiufmodi  reciprocis  poteflatum  numerorum  na* 
turalium  , quae  generaliter  repraefentantur  per 

(A)  -i-  -f-  — -f + + — + Scc.  in  inf. 

«-  **  3“  4"  5”  tf*  :„.,4 
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illud  habetur  certo  ftngularc,  quod  fumma  terminorum  omnium 
in  locis  imparibus  fe  babet  ad  fummam  rcrminUt%»»  in  locis 
paribus  uti  2"-i  ad  i : Nam  divifa  ferie  (A)  per  2*"  oritur  feriet 

(B)  ~ 4 + — + tr?  + -—^,4 — T &C. 

quae  terminos  contiqet  feriei  (A)  in  locis  paribus  exiflentcs. 

Eft  autem  ==  (B)  , & tonfequenter  (A)  : (B)  : : 2":  1. 
*• 

Igitur  (A)  — r .(B) :(B) :;2?— 1 : i-r  hoc  eft:  — 

— 4-  - — 4 4"  Scc.  •'  — 4"  t*  4 4" &c. : • i*“i!t) 

i*»  1 1 2™  4“  1 (S» 

'! . i'  1 ■ 'i  ‘*v  ' ~ 

nimirum  fumma  terminorum  in  locis  imparibus  eandem  habet 
rationem  ad  fummam  terminorum  in  locis  paribus  , quam  habet 
2m  — 1 adi.  Atque  ita  polito  exponente  n >—l  invenitur  fe- 
ries reciproca  imparium  aequalis  feriei  reciprocae  parium  nimirum 

7+ 7+y+y+&c-  =t+7+ t+  t + &c-; 

Pofito  m — 2 invenitur 

— 4 h — -f-  — Scc.  * — 4"  4 — 5 4"  T“  &c.  : : 3 : 1 

1 9 2S  ' 49  4 1 <5  2fi  «a. 1 * * *  5 


49  4 ' 16  • 3« 

Sumto  wrr  j detegitur 
1 . 1 . l 


1 +27+  125 


4- 


343  7}9 


64' 
f Scc.  : 


ll  + JL. 

8 r<*4 


I 


4-  ~~  4-  r~—  + &c.  1:7:1 ; 


216  1 512  ’ 1000 
8c  in  univerfum  in  feriebus,  quae  fiunt  ex  poteftatibus  in- 
verfis  numerorum  naturalium , fumma  terminorum  in  locis 
imparibus  tantutldem  excedit  fummam  terminorum  in  locis  pa- 
ribus quantum  binarii  poteflas  homologa  unitate  mulflata  ex- 
cedit unitatem  . 

Verum  hic 'inopinato  in  (igne  fe  nobis  offert  paradoxum , 

quod 
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quod  nimirum  quotiefcunque  poteftatis  exponens  non  eft  ma- 
jor unita#  'fumma  terminorum  in  locis  imparibus  per  de- 
monftratuin  Theorema  minor  fit  oportet  quam  fumma  ter- 
minorum in  locis  paribus;  quum  tamen  contra  termini  loco- 
rum imparium  cum  terminis  parium  fingillatim  collati  fem- 
per  inveniantur  manifefto  maiores  : quippe  in  praecedenti 
analogia  r +4 + 1+1+1  + ^ 

3”  5”  7"  * p " : jl  i 

j . 1 , 1 , 1 . r , „ 

h — + — d +&c.::  2"-i.:i,rano2"-x:i 

2m  ^ m 5»  g.»  jqO. 

eft  femper  minoris  inaequalitatis , feu  ratio  minoris  ad  maius, 
quoties  exponens  m minor  eft  unitate;  & tamen  ratio  altera 

“ + 77.  + + &c- : ~7n  + f b.  + &c.  eft  maioris  in- 

1 3 5 24° 

aequalitatis , feu  ratio  maioris  ad  minus,  quia  terminus  qui- 
libet in  antecedente  manifefto  excedit  terminum  quemlibet 
fibi  refpondentem  in  confequente . 

Paradoxuin  hoc  non  fugit  acutiftimum  Iacobum  Bernoul- 
lium , qui  in  tra£latu  de  Seriebus  Influitis  §.  XXIV.  haec  ha- 
bet : «Mirabile  vero  eft  quod  in  ferie  ~ -f-  — -f-  — — h ~ 4. 

Vi  vi  Vi  V4 

&c. , cuius  fumma  infinita  eft , feu  maior  ferie 
— + — + — -f- &c.  ob  denominatores  minores,  termi- 

1234  ’ 

ni  locorum  imparium  ad  terminos  parium  iuxta  regulam  in- 
veniuntur habere  rationem  V 2 — 1 ad  t , mitioris  fcilicet 
ad  maius,  cum  tamen  illi  cum  his  fingillatim  collati  iifdem 
manifefto  lint  maiores , cuius  ivivrt<xj>*vf*«c  rationem  , etfl  ex 
infiniti  natura  finito  intelleflui  comprehendi  non  pofle  videatur, 
„ nos  tamen  fatis  perfpeidam  habemus . Idem  vero  de  fimilibus 
feriebus  aliis,  quae  infinitam  iummairi  habent  inrelligendum 
Sed  quum  veram  legitimamque  paradoxi  cxplifationem , quam 

fe 
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fe  tenere  aiebat , Bernoullius  nunquam  vulgaverit , eamque  in 
polthuma  eius  operum  colleftione  incaflum  quaefierim  , non 
inutile  arbitror  eam  hic  aperire.  Itaque  quando  feriei 

\ . V 1 > ‘ 1 . 1 . 1 I 1 I I I 1 I 1 . o 

(A ) j ^ r?*  “f™  j «*  l ^ "f”  5»i  X y ,n  ' 

'dividuntur  termini  omnes  per  zm,  ut  iude  oriatur  feries  altera 

.(B)  — + — + — + + — ; + ~ + — 4-  —f  &c. 

3”  4*  d*  8"  io"  i2™  14“  1 <5™ 

certum  eft , huiufce  terminos  in  locis  paribus  feriei  (A)  repe- 
riri , quemadmodum  tertiae  feriei 

rr\  1 . JL  . 1 . 1 ■ 1 ■ 1 

<C)  7^  +■  7^  + + ; 


+ — 
' ‘ pm 


+ &C. 


1"  ' 3”  ' 5 ' 7;  9-  II" 

.termini  in  locis  eiufdem  imparibus  inveniuntur;  attamen  nu- 
merus terminorum  feriei  (B)  bis  excedit  numerum  termino- 
rum feriei  (C),  quia  finguli  feriei  (B)  termini  oriuntur  a 
lingulis  ipfius  (A)  divifis  per  2 “ ; contra  vero  feriei  (C)  ter- 
mini finguli  refpondent  alternis  tantum  terminis  prioris  (A) , 
eorumque  adeo  numerus  dimidium  duiitaxat  eft  numeri  ter- 
minorum in  (A)  8c  proinde  dimidium  etiam  numeri  termi- 
norum in  (B).  Fit  hinc  ut  in  mutua  ferierum  (C)  & (B) 
comparatione  non  finguli  termini  cum  Ungulis  conferri  debe- 
ant , fed  poft  inftitutam  termini  primi  cum  termino  primo 
comparationem  terminus  quilibet  feriei  (C)  conferri  femper 
‘debeat  cum  duobus  fimul  feriei  (B),  quo  fafto  patebit  in  hy- 
'pothcfi  m < 1 terminum  quemlibet  feriei  (C)  minorem  effe 

aggregato  duorum  fibi  refpondentium  in  (B) . Etenim  fit  — 

. f " 1 . . . ... 
terminus  unus  quicunque  feriei  (C) , & bini  eidem  refponden- 

X I 

tes  in  (B)  erunt  ; — . & ■ — — , & ratio  illius  adag- 

vW  (u-ij"’  (nO" 

gregatum  i florum  erit  — : — - — f-  ~ — . Si  porro  hu- 

D Pm  (2*  — a)-  ’ (24;-  v 

t;-:;.  Hhhhh  ius 


7$  6 


A DNOTATIONES 


ius  rationis  antecedens  & confequens  per  (20)”  multiplicatur,' 
oritur  analogia 

— : — — 4-  - — : : 2 " ; i -f-  ( J , in  qua  ratio 

a”  (20)"  (20 — z)m  '■/» — x' 

(a  m 

^ eft  evidenter  ratio  minoris  ad  maius, 

0 l' 

■ M ( a 

quia  ob  w<i  fit  2 "<  2 , & ob  ^ >i  fit  ^ > i , 

(w  m 

) > 2 > 2 " . Igitur  finguli  feriei  (C) 

termini  ( excepto  primo  ) cum  binis  fimul  feriei  (B)  collati 
iifdem  femper  minores  deprehendunrur  , quotiefcunque  expo- 
nens m deficit  ab  unitate,  & confequenter  feries  ipfa  (C)  mi- 
nor eft  altera  (B) , prouti  mutua  illarum  proportio  ante  in- 
venta 2" — x:  x manifeftat. 

Sed  in  feric  harmonica 

i , i , i , 1 . x , x , . 

— + — + — + — + — + — + &c. 

} 2 3 4 5 6 

illud  eft  animadverfione  dignum , quod  fiquidem  termini  loco- 
rum imparium  , excepto  primo  , femper  auferantur  a binis 
refpondentibus  fimul  iunftis  locorum  parium , nova  inde  feries 
confurgat , quae  fumma  donatur  finita  : quod  quidem  in  aliis 
leriebus,  ubi  idem  occurrit  paradoxum , haudquaquam  obtinet, 
quum  in  iftis  fumma  eius  feriei , quae  praedicto  modo  progi- 
gnitur , infinita  deprehendatur . Sic  in  ferie  harmonica  fi  ab 

aggregato  -duorum  terminorum  — + — auferatur  — , oritur 

4 d 3 

i jt  i i x ^ i i x _ 

4 6 3 'j.6*^™1  8 io  5 4.10* 


rurfus 


z.6  ‘ 

S-  + J- 

12  14 


6.  14 


atque 
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atque  ita  deinceps:  hincque  nova  colligitur  feries 

— - H h h z — - -I — + &c.  in  inf. 

1.6  4.10  0.14  0.18  10.22 

cuius  fummam  finitam  e (Te  ex  eo  conflat , quod  femiflis  efU 
fcriei  iflius 

-^  + _L+;r"  + ir~+~ — + &c* 

2. 3 4.  5 6. 7 8. 9 10.  11 

louge  minoris  hac  alia 

~f — - + — + j-t  H f-  Scc. 

quae  ut  alias  exploratum  efi  fumma  donatur  finita , eaque  ad- 
modum parva.  Inde  autem  intell igitur , cur  in  ferie  harmoni- 
ca fumma  terminorum  in  locis  imparibus  non  fit  minor  fum- 
ma terminorum  in  locis  paribus,  quamvis  terminus  quilibet 
locorum  imparium  ( excepto  primo  ) minor  efl  duobus  refpon- 
dentibus  fimul  fumtis  locorum  parium ; id  fcilicct  ideo  con- 
tingit , quod  prior  fumma  deficit  ab  altera  per  quantitatem 
duntaxat  finitam  , quum  tamen  utraque  fumma  fit  infinita  . 

Nec  diflimili  modo  ratio  redditur  paradoxi  alterius  quod 
nimirum  in  ferie  numerorum  naturalium  ad  potcflatcm  quam- 
cunque elevatorum 

1 * + 2 - 4-  3 - -f  4-  + 5 " + 6 - + &c.  in  infi 
fumma  terminorum  in  locis  paribus  habent  ad  fummam  ter- 
minorum omnium  feriei  rationem  quam  habet  2"  ad  unitatem 
Icilicet  duplam  in  ferie  numerorum  naturalium  , quadruplam 
in  ferie  quadratorum , oflnplam  in  ferie  cuborum , &c.  quam- 
vis termini  locorum  parium , utpote  partes  totius  feriei , quan- 
titatem illius  multiplicem  nullo  modo  confli  tuere  poffe  videan- 
tur. Fallax  quippe  & anceps  partis,  & totius  notio  hifce 
exemplis  accommodata  eodem  iure  adfurdum  immane  fuaderet, 
feries  quadratorum  , cuborum , aliarumque  altiorum  potefla- 
tum  ex  numeris  naturalibus  minores  effe  oportere  ferie  ipfa 
numerorum  naturalium,  in  qua  continentur,  tanquam  partes 

.■  Hhhhh  2 in 
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in  toto,  quod  quam  ab  fenum , ic  praepofterum  fit  nemo 
non  intelligit. 


AD  NOTAT  10  ad  §.  157.  PART.  11. 


f iX  clegantiffima  Aufloris  noftri  aequatione 

/1  -f /2-W3. . . +/*  "+(*+  i)/»-  -i-  ~r — ~~  + &c. 

2 1.2  x 3.4*’  5.<5*j  7.8*7 

nonnulla  inferuntur  theoremata,  quae  cum  utilitate,  ufu,  prae- 
ftantia  fe  potiffimum  commendent , hic  peculiariter  proponi , 
demonlt  rari  que  merentur. 

Theorema  I. 

Sumto  x infinite  magno,  (y  e pro  logerithmorum  byptrbo* 

Ircorum  bafi  bebetur  i. 2.  3.4....  x — — — \ji!. . 

Euleriana  praedi £Ia  aequatio  fumto  x = 00 , & exiftente 
- x ~ - / e 1 tranfit  in  hanc  • , 

(A)  ll  + l2+l$....  + lx,=:\l2n  + (x-\-\)lx  — lez. 
Haec  autem  faflo  traniitu  a logarithmis  ad  numeros  conver* 

Xx+~TV2* 

titur  in  1 . 2.  3 . 4. . . . x = • - . Q.  E.  D. 

Theorema  II. 


Sumtis  x & p infinitae  magnis  aio  jore 
X (x-  i)  (X  - 2)  (x  - 3)  ...  . (x-p+2)  (x-p  +1)  = ^^+1  . 

In  aequatione  (A)  fubftituo  x-p  loco  ipfius  x,  & nancifcor 

/1  + 
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I 1 +•  1 1 + / 3 • • • + / ( x - />)=  (x  - p + f)  / (x  -p)-lc?rt  -f  i / 1 ni 
Aequationem  hanc  aufero  a priore  (A)  & invenio 
lx  +/ (« -i)  -f/  ( x - 2) . . . -f  l(x-p + z)  -f  / (x-p 4- 1 ) = (x + i)  lx. 

-{X-  p.+  $Kx-p)  + le:' 

Quamobrem  progrediendo  a logarithmis  ad  numeros  apparebit- 

*(*“  iX* ~’2)~  "(*“/>  +*)(*  - />+*)  =J~JT7—  ■ Q: E'  D- 

Theorema  111. 

' 1'  s \ i *. 

Captis  x & p numeris  ingentibus  ( ft  infiniti  caperentur 
aequalitas  foret  dlf aluta ) cocffic iens  termini  fp-f-  in 

binam  io  ad  potefiatem  x elevato  aequatur  proxime  exprejfioni 

• i x,+-t  • ; 

■ i 

4.  pp+  i(x-p)*"p‘H  ‘Vi* 

Ex  vulgari  Algebra  conflat  elevato  binomio  ad  potefiatem  te 
coefficientem  termini  (/>+ nihil  aliud  efle  quam 

x(x-  i)(x-2)(x-3)...(x-p  + i)  . 

— - — — ; . Sed  in  hypothefi  x & p 

1 • 1 r3  • 4 1.;  • •e<*  p. 

infinitorum , vel  etiam  ingentium  huius  fraflionis  numerator  • 
xx+  * e~f 

per  Theor.  II  eft  == & denominator  per 

t ••  : s . fi . ~ : . ; 


.1.  a=P—Sl!L<. 
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Theor.  I.  eft  = : Igitur  fraftio  praedi&a  • hoc 

efl  coefficiens  termini  (p+  in  binomio  ad  potefiatem 

x elato  proxime  aequatur  quantitati 


P'*1*  (X-p)  *-fl-W2T 


. Q.E.D. 
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COROL.  I.  Si  fiat  />  = »»  orietur 

X*+T  K*-h  T 

pt~)~  ‘‘‘Vajr  (» x)"Ti~ 

**+-j 

„»*+  7**-t-r*r  t V2rr 

i i 


i/tjr  n'*(  i 

i 

j (l-*)x*t'  * Ynx.V  2ff 

COR.  II.  Hinc  eruitur  valor  coefficientis  maximi  aut  medii 
in  binomio  ad  immenfam  poteflatem  x ekvato ; nam  pofito 
pz=\x  , feu  h=  hocque  fubftituto  in  praecedenti  expref- 

fione , mutatur  illa  in  hanc  alteram  — , quae  valorem 

V 71  X 

maximi  coefficientis  repraefentat . 

COR.  III.  In  binomio  ad  infinitam  poteflatem  * elevato  ra- 
tio coefficientis  maximi  ad  fummam  coefticientium  omnium 
* 2 , 

aequatur  quantitati  V — ; eft  enim  ut  liquet  fumma  om« 

nium  cofficientium  =2»;  proindeque  praedifta  ratio 
2 */2 


■ : 2 * = V — . 

XX  XX 


ADNO- 
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ADNOTATIO  ad  §.  185.  PART.  11. 

I.  OUfpefla  non  paucis  apparebit  Aufloris  noftri  dcmonftra* 
O tio,  quae  tota  eo  nititur  principio,  quod  proponit  his 
verbis:  fifitodft  ergo  x fuerit  numerus  infinitus , quoniam  is 
efi  neque  par  neque  impar , baec  conftderatio  cejjarc  debet , 
ac  proinde  in  fumma  termini  ambigui  funt  reiiciendi : unde 
f equitur , buiufmodi  ferierum  in  infinitum  continuatarum  fum - 
mam  exprimi  per  folam  quantitatem  conflantem  adiicicndam . 
Nemo  non  videt  quam  labile  & ruinofum  fit  principium  hu- 
iufinodi  ex  arcana  obfcuriflimaque  numeri  infiniti  indole  de* 
prumtum  . Itaque  operae  pretium  ducimus  Eulerianas  for- 
mulas nova,  eaque  apodiftica  demonftratione  munire  (a) . 

Sint  iam  fequentes  formulae 

: 1 

I.  1—2+3  ~~  4 + &c.  = — 

) 4 

II.  i!  — 2 1 *f-  3 1 — 4 * + &c.  =.  o 

III.  i3  — i3  + 35  — 4’+  &c.  =—  — 

IV.  i4 — 24+  34 — 44+ &c.=  o 

V.  1 3 — 2 5 + 3 $ t--4 « -f-  &c.  zz  — 

VI.  i 4— 24  + 3 *—44  + &c.=  o 

vii.  ii — 2*4-37 — +&c.  = — ^21 
■ -1-  VIII.I*  — 2*+3‘  — 4« +&c.=s  o 

IX.  J»— 2»+3’  — 4»  + *c.= 

1024 

&C.  ' 2. 

* . ’ ' f 

(*)  Vi/le  C/i  GREG.  FONTANAE  Differt.  De  Serlebus  ~in‘T.  II.  Part.  I. 
Mcmorie  di  Matctr.atica  e Fifica  dclla  Societ*  Italiam.  1784. 
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Praemitto  Lemmata  bina  feque ntia . 

Lemma  I. 

Pofuo  x arcu  quolibet  circuli  raJio  I defcripti  habetur  aequatio 

tcf  X~h  cof  z x + ro/- 3 x -f-co/ 4 x. +■■<&'«'  in  i» fi».  = — - ^ • 

Piat  S = cof»  + cof  2* + cof3* -f  cof4« Scc.  & multiplice- 
tur per  cof* , ita  ut  prodeat 

Scofx=  cof* :-f- cof* cof 2*  -f  cof*cof3*  -f  cofxcof4x  -f-  &c. 
Liquet  ex  Trigonometria  produ&um  ex  colinibus  duorum  au- 
gulorum  aequari  dimidio  cpfmui  fummae  ipforum  angulorum 
una  cum  dimidio  cofinu  eorum  differentiae. . Igitur  xefoluto 
produflo  quolibet  praediilae  aequationis  in  terminos  binos 


oritur. 


S cof*  = i (cof  2*  4. 1) f i (cof  3*  4 cof*)  4 x (cof 4*  | cof  2*)  f &c. 
= 747Cofx  4 cof i*4cof3*  4cof4*-j.&c.=s}:  — i cof*-f-S. 
Quamobrem  erit 

S (x — cof*)  = — cof* — , ideft  S= — . Q.  E.  D. 

v -2  2 12 

Lemma  II.  — • 

Infinita  feries  S =r fi»  X‘4  fin  IX  ±fin  3 x 4 fi»  4X  | &c.  in  infin. 

. finx  ■ 

aequalis  tft  huic  cxprejftom  — ~ 

Ducatur  propofita  feries  in  cof*  & prodibit 
Scof*  = lin*cof*4  fin  2*cof*-)-fin  3*cof*  + fin  4*  cofx  +•  &e. 
Iam  vero  datis  binis  angulis  f,d  ex  theoria  fun&ionum  angu- 
larium conflat  fore  fin  <p  ‘cof  d = 4 fin  (q>  + 6)  4"  7 fin  (<p  — 0)  • 
Quapropter  fa£la  termini  cuiuslibet  refolutione  in  duos  in- 
venietur 

S cof  * = r ( fin  2 * -f-  o)  + t ( fm  3 x -f-  7 fin  *)  

+ i ( fin  4*  -fiin  » «)  + i ( fin  5 * + finj  *)  + &c- 
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= x fin  x fin  zx  + fin  3*  4 fin  4*  4.  &c.  = S — 7 fin  x • . 
Hinc  per  tranfpofitionera  erit S-Scofx  = ifinx,  ac.poftrerao 

S=— — . Q.  E.  D. 

2(1  — cofx> 

3.  His  praemiffis  demonftratio  Formularum  Euleriana- 
rum  fponte  confequitur. 

I.  Diflerentietur  feries  Lemmatis  fecundi  s dividaturque  per- 
— dx , ex  quo  orietur 

(M)  ~co(x-  2coC2x-^co(^x~  4,cof^x~  Scc.  in  inf. 


2(1— -cofx)  4flni»1, 

Propterea  fumro  x pro  fetnicircumferentia  fiet  coCx  = — 1 , 
C0C2X  — 1 , cof  3*  = — x , cof+x  = 1 , 3cc. , & confequen- 
ter  inventa  feries  tranfit  in  I.’“ 


1 — 2 + 3 — 4 + 5 — <$•+  Scc. = — . Q.  Ei  D. 

4 

II.  Lemmatis  I.  feries  bis  differentietur  , . dividaturque  per 
dx'y  quo  fafto  invenietur 

(N)  -cofx-2*cof2jf-  ^cofjx-tfcofix-  5’ cof  5*  -&c.  = o. 
Quocirca  fumto  x pro  femicircumferentia  oritur  feries,  II.* 

1 — 2!  + 3*  — 4*+5J  — 6,+8cc.  . . =.0. 

III.  Capiatur  ex  aequatione  (M)  differentiate  fecundum,  hoe- 

Jue  per  — dx 1 dividatur ; quod  dat  aequationem 
O)  — coCx  — 2 > cof 2*— 3 ’ cof 3*  ....  — Scc. 

-1-2  cof-:  * * 

8 fin  'i  * ♦ ’ 

quae  in  praedifta  ipfius  x aflumtione  convertitur  in  leriem  III.,ra 

.1  2 5 + 35  — 45  + 5’  — 5 + SCC.  . . . = ( 

IV.  • Eodem  modo  capta  aequationis  (N)  differentia  fecunda , 

eaque  divifa  per — dx‘  oritur  aequatio 

(P)  - cofar  - a4  cof  ix  ~34  cof  3*- 4 J cof 4*-  54  cof  5* . . . &c.  = o ; 

liiii  haec- 
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haecque  in  hypothefi  x=ri8o°,  abit  in  formulam  IV.*® 
i* — a4+  34 — 44+  54  — tf*+Scc.  = o 

V.  Aequatio  (O)  bis  differentiata,  ac  per  - dx ' divila  praebet 

(Q)  — cofx — 2!cof2* — 3 scofjx— 4?cof4*  — Scc.  = 

2fin^x*+  i3cof{x,  + 2cofx** 

8 fin  7 x * 

Hinc  capto  de  more  xs=i8o*,  praedi  fla  aequatio  convertitur 
in  formulam  V.’m 

i»  — + — 4*4-5* — tf*  • • • +&c.=  — 

4 

VI.  Sumo  aequationis  (P)  differentiam  fecundam,  eamque 
divido  per  — </x*,  hincque  aequationem  naocilcor 

— cofx — a‘cof2x — }*cof}x — 4*cof4*  ....  — &c.  = o. 
Haec  autem  per  fubditutionem  femicircumferentiae  loco  x de* 
generat  in  formulam  VI."" 

i6 — 2*4-3*  — 4*4-5* — 6i..  . . 4*  Scc.  —o.  Q.  E.  D 
Hac  ipfa  methodo  protinus  deinondrantur  Theoremata  omnia 
Euleriana  circa  feries  potellatum  pofitivarum  integrarum  ex  nu- 
meris naturalibus  cum  Tignis  alternantibus;  8c  generarim  conditui 
ratumque  haberi  potell,  feries  quantitatum  parium  praeditas 
cffe  fumma  improprie  difla , feu  potius  quantitate  genitrice , 
femper  nihilo  aequali ; feries  vero  potedatum  imparium  do- 
nari fumma , vel  magnitudine  genitrice , femper  a nihilo 
diverfa. 

Theoremata  alia  Eulerianis  analoga  demondrari  pariter 
poffent  circa  feries  potedatum  numerorum  imparium  alternis 
lignis  affeflarum 

i"*— 3*4-5"  — 7*4-j>'  — ii*4- &c. 

In  hifce  numerorum  imparium  feriebus,  fecus  atque  in  illis 
numerorum  naturalium , illud  generatim  conditui  poted  pote- 
Jiata  impares  oriri  a magnitudine  genitrice  nibilo  aequati  • 
pares  a magnitudine  -determinata . 

ADNO- 
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PEr  calculum  diflfcrentialem  infigni  compendio  inveniri  pof- 
lunt  'fequcnti  etiam  modo  coefficientes  terminorum  in 
formula , quae  exprimit  generalem  terminum  feriei  cuiufcuu- 
que  recurrentis.  Sit  igitur  ex  ferie  recurrenti  ordinis  t 

y*t  y*- f-i  > -t- 1, •••/*-)-  *—i> 

orta  aequatio 

Ajtx  + By  ,-f-,  + Cy*  + .....  -fM/* -»-/->  +^»4.,=  o, 
ex  qua  fafto  yx=azx,  per  fubftitutionem , elicitur  ( fafta 
divifione  per  u')  aequatio  relationis 
(A)  A-f-Bz-f-C*,....+  M*'— 1 4-*‘=o. 

Concipiamus  nunc  huiufce  aequationis  radices  eflc  * , £,  y, 3, 
&c.,  lintque  radices  = * numero  »:  praedi£la  aequatio  induet 
hanc  formam 

(B)  (*-«)"  ..  .+fzt+-gz-{-k)  = 0 = P 

aflumto  mp=/.  Statuatur  zm  \.pzm~'±qzm~1...fz%\gz\.k=zZ, 
eritque  ( z — «)“  Z = P . Fiat  porro 
dZc=Z'dz,  ddZ  = Z"dx,  J>Zz=Z'"dz,  &c.  Hinc  ha- 
bebitur — es»»(*-«)"“,Z  + (*-«),Z,ubi  fa£lo»  = i,w=* 


d z 

d_P 

d« 


■ Z,  Differentiatio  fecunda  praebet 


prodit 

— = » (»  - i)(a-  «)*-*Z+  2 »(*-«)"“•  Z'  + (*-«)"Z"; 

. ddP  .... 

tibi  polito  w = 2,z  = «,  eradit  — - — =Z.  Pan  ratiocinatio- 
r zd  « 1 

<3>p 

ne  invenietur  — — — = Z , quando  z = * , & » 

2 • 2 • j % % • % Tl  d a.n 

numerus  aliquis  eft  feriei  naturalis  1,2,  3 , Scc.  Iam  vero  eft 
Z — (z-<)  (*-y)  (*-8)  Scc.,  & pofito  « pro  ss,  fit 

Iiiii  2 Z = 
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Z = (*-0.  («->)(«- 0.*» 

Ergo  11  in  aequatione  (B)  unica  eft  radix  * , leu  fi  n — i , habemus 

— = («-*)(« -*)(«- 8)  &c. : fi  binae  funt  aequale;  radices 
d*  ' 

ita  ut  fit  6=zx,  habemus -7—=(<* -?)  (*“*)  &c-i 

a«* 

Si  tres  funt  radices  aequales , lioc  eft  0 = 6 = 5-,  nancifcimur 
. =(g~8)  (a-t)  &c.  Sicque  deinceps. 

2.  Fiat  modo  B+Cx+Da* + z’  '=0.»  ^ 

AlBzlCz1.  * =(z-*K*"4P*,',+7z"''*-.v  • +/2'+5zW> 

adcoque  A=*(-«)%  fublato  A,  faflaque  divilione  per  * pro- 

dibit  Q_=^  ^ Z-— — — — , ubi  pofito  w=i,8c  z=* 


oritur  Q=k-  Ex  differentiatione  autem  elicitur 
■ d Q._  v(z - «)  — ■ Z -f  (z -«)  "Z'  _ («-•«)’ Z + *(-«r 

dx 


ubi 


* z* 

adunato  n~  2,  z=  * prodit  = k • Si  iterum  diflerentie- 

tur;  tum  tertio;  deinde  quarto  &c.  inveniemus  iugiter 

~t-k,  quando  «=3,  * = «;  pri ter  ^ ^;=^, quando 
2 a « z,3  " 

</■-'  Q L 

» = 4,  z=«,  & in  univerfum-; 7 rJTT,  — * exl* 

’ 1.2.3.. 

flente  n numero  aliquo  Feriei  naturalis  2,3,4,  a binario 
incipientis . Sed  k aequatur  produ&o  ex — 6 X — ■ 5 X — 0 6cc. 
Igitur  huic  produflo  difierentialia  praedi£la  aequabuntur . 

Statuatur  R = C+Dz+Ez’ + *‘— ’>  erIt<lue  °b 

A = *(-a)«,  +«(-«)%  dcn1tls  ex  aolua* 

tione  (A)  terminis  A + Bz,  ac  divifione  lafla  per 
%t  (g  - «) " Z.  z[nk(-  a)  1 -h g ( !_*)._ ^ . quae  fane 

expref- 
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expreffio  in  hypothefi  « = r,  * = *,  migrat  in  Rr Capto 

JD 

differentiati,  faCloque»=2,  as^=a,  invenitur -7-  —g,  ficque 

_ d * 

rurfus  fumto  «=3,*  = * detegitur— —g,  8cc.  eodem  quo 


antea  tenore  atque  ordine.  Eft  autem  g aggregatum  produ- 
ctorum ex  radicibus  — 6, — y, — S,&c.  quae  produCta  deno- 
minationem mutuantur  a numero  »-1,  igitur  huic  produ- 
ctorum aggregato  aequantur  differentialia  omnia  praedicta  . 

Pari  modo  fi  ponatur  S=D-|-E*...-f-*'~’)  invenietur 
d— 'S 

1.2.  3...(»-i )d**~ 
radicibus  — 6 , — — S,  &c.-,  quae  produCta  denominationem 
accipiunt  ab  exponente  »-2.  Ita  fempcr  de  ceteris. 

3.  Sit  iam  exempli  caufla  feriei  recurrentis  terminus 
generalis  y*=zaax  4- bS*^-cyxy  ubi  ( Adnct.  pofi  Cap.  II. ) 

„ _ Syy”  ~(s+?)ri+  s*  . , __  *>y»  — («+>>.  + y . 

(a— “ (tf— «)(«—>)  ; 

— — («+*)/' 

. . , , (?—«)(?•— 0 

Quoniam  in  hac  hypothefi  tres  liabentur  radices , eaeque  iii- 

. d P 

aequales  «,  f,  erit  idcirco  — = (,*-£)  («-^) ; Q.=S%  R=-f-y. 

d a 

Quapropter  prodibit  ' , qui  valor  mi- 

. .d P 


~—fy  ideft  =:  aggregato  produCtorum  ex 


d « 

grat  in  b mutando  <e  in  Sy  & S in  «;  pariterque  «igrat  in  c 
permutando  a cuni  y,  & y cum  *. 

4.  Concipiamus  nunc  in  allato  exemplo  binas  effe  ra- 
dices aequales  « = S , in  qua  hypothefi  terminus  generalis 
hanc  induit  formam  an»  -f-  b'**—'  + cyxy  ubi  ( loco  cit.  §.  id.) 
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, _ +2*y<  +(r-*x>)?o . _ y>  -(«4 ■>)?,  + *? y . 
/=  («-?)■  * «w 

__y>  -2*y.  -«*/. 

<?-)• 

Valorem  d revoco  ad  hanc  formam —^—4.-^^—— -^2 

«-7  («->)» 

quae  a praecedenti  non  differt , uti  liquet . In  hac  itaque 

_ . . — kx*  , 

hypothefi,  in  qua  n~  1,  invenitur  = ~*k  = a y, 

ob  k = ~7'  Pariter  feflo  n — 2 detegitur  * 

-«.*  £-e«5  4- 2**4 

- R = — =■ 


ik-*g  = ->-*,  ob^=-j, g=i. 

~ „_Q^.4-  + „„ 

• Quocirca  deducimus  b =: ■ — . Elt  autem  ma- 


'Q. 


+y,  _ d*  y°  + d*y' 
dJP 
id *• 


ddP 

id*1 
d R 


nifeffo 


■•-i 

, & rurfus 


:2i±£± — =_  JL- . Igitur 
' - * ddP  ’.  h 


id** 

, _-ry«  +v.  . -jvH« -h)y ■-«?/»  d*u  da>>' 

* a — y (* y)*  d d P 

id  a* 

Hinc  coefficientium  indeterminatorum  valores  fequenti  modo 
exprimentur  ; 1 — y -b' 

T Q^+Rv.+v,  j_da'  ^ 

djf_ 

id**  id  X* 
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5.  Eodem  omnino  ratiocinandi  modo  fi  tres  fint  radi- 
ces aequales , & in  termino  fcriei  generali  fint  r",  />",  a'  coef- 
ficientes  indeterminati  aequalibus  radicibus  praefixi  ( quaecun- 
que demum  fuerint  radices  reliquae  inaequales)  fcquentes  for- 
mulas femper  praelio  habebimus 
, j._  Q./o  + Rj',  + S/,  + T/J  &c. 

1,  f — ■ — : — _ . 

di  P ’ 


2.3  da* 


dO  , dR  , d S 

■7^0+—/,+  — 


II.  t"  = 


da. 

~di  ? 


y* 


&C.  — c" 


2.3  da.  * 

dd Q.  , dd R . ddS 

Td7'y°+~>y'+—>y- 


in. 


2 d e 


2 d 0 
~i  P“ 


2.  3<^*} 

Atque  ex  his  perfpicue  patet  progrelTus  ad  cafus  ajios  radi- 
cum aequalium  quatuor,  quinque,  fex  & c. 


ADhOT.  ad  CAP.  XI.  PART.  II. 

1.  L'Un£!io  aliqua  quantitatis  cuiufcunque  variabilis  tunc 
P femper  Maxima  evadit  vel  Minima , cum  eius  fim- 
ftionis  diflerentialia  ordinum  fucceflivorum  fimul  evanefeentia 
numero  impari  funt ; & Maxima  quidem , quotielcunque  eius 
differentiale  ultimo  evanefeenti  fuperfles  negativum  elt ; Mi- 
nima fi  pofitivum . Demonftratur  hoc  ab  Auftore  , aliifque 
palfim  . 

2.  Hifce  Confiitutis,  ac  probe  perpenfis  fit  modo  Z al- 
gebraica  funflio  quantitatum  variabilium  r,  «,*,  y , &c.,  cu- 
ius 
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iui  maximos , minimofve  valores  indagare  oportet;  erit  itaque 
ex  demonftratis  dL  = pdt  + qdu  4*  rdx  -f-  s dy  -f-  &c. 
unde  protinus  haec  manat  aequatio  • 

pdt  -f-  qdu  -f-  rdx  -f-  sdy  + &c.  = o . 

Quum  porro  relatio  inter  variabiles  f , t/ , * &c. , nec  non 
inter  i piarum  differentialia  dt,  du,  dx  Scc.  fit  adhuc  indeter- 
minata , & praediila  aequatio  locum  fe.npcr  habere  debeat , 
quaecunque  fit  huiufinodi  relatio;  hinc  evidenter  confequitur, 
lingula  membra  pdt , qdu,  rdx  & c.  nihilo  aequari  oportere, 
proindeque  tot  oriri  aequationes,  quot  exiflunt  variabiles, 
nimirum  I.  p = o ; II.  q — o ; III.  r'—  o ; &c. 

Harum  aequationum  fubfidio  inveniuntur  quantitatum  incogni- 
tarum t , « , * , &c.  • valores , qui  in  funflione  Z fubrogati 
eam  redduut  Maximam , vel  Minimam . 

3.  Progrediamur  nunc  ad  fecundum  differentiale.  Af- 
fumtis,  quod  licet , conllantibus  primis  differcntialibus  dt , 
du  , dx  & c.  prodibit  dlZ.  — dpdt  -f-  dqdu  -J-  didx  -f-  dsdy  -f-  &c. 
Sit  dp  — Adt  -f-  Bdu  -f-  Ddx  ■+•  Ga^ 

dq  = B*  + Cd«  + En'*  -f  Hd, 
aV  = D/r  + Et/«  + Fd*  + Id> 
ds  — G</r4-  Hd«d“i<y*  -h  Ldy  Ex  quo  eruitur 
d*  — Adt 1 -f-  2 Hdtdu  -J-  C//» 1 -f-  2 D dtdx  -h  2 Kdudx  -f-  Fa1* 1 
4"  2 Gdtdy  -j-  2 Hdudy  4'  2 ldxdy  4'  L<//  * . 

Ut  a cafu  omnium  fimpliciffimo  ordiamur  , ponamus  unam 
tantum  efle  variabilem  r,  ideoque  dlZ  — Adt',  ubi,  ob  va- 
lorem  dt*  femper  affirmativum,  differentiale  d* Z eodem  af- 
ficietur figno , quo  quantitas  A : quocirca  minima  erit  Z , fi 
A fuerit  affirmativa:  maxima  fi  A negativa  ; inventaque 
Ac=o,  a fubfequentibus  ipfius  Z differentialibus  petendum 
erit,  ut,  liquet,  Maximi  Minimive  criterium. 

4.  Ponamus  nunc , in  funflione  Z variabiles  duas  t & 
v contineri.  In  hac  hypothefi  oritur 

d1Z  — Adtt±iBdtdu  4 Cdu  J = A [dt  q.  4^C-  —^du*. 

In 


\ 
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In  hac  aequatione , quoniam  quadrata  [dr  H ) & du*~ 

A * 

femper  affirmativa  fuut,  differentiale  fecundum  d lZ  neceflarioi 

• . v f ...  " B> 

affirmativum  erit  quoticlcunque  coelficientes  bini  A,&C 

fuerint  affirmativi ; contra  vero  negativum  erit , fi  iidem  fue- 
rint ambo  negativi , quaecunque  fit  differentialium  dt  & du 
munia  relatio.  Igitur  pro  Minimo  funftionis  Z valor.e  habebitur 
B‘  R> 

A > o,;  C— - — ->o,  nimirum  C>  — , ftu:GA>  B 'r  unda 
A , ' . ; * r A i . 

infertur  C>a.  Quamobrem  funftio  propofita  T Minima  efle 
nequit  nili  tres  fequ  entes  fimul  habeantur  conditiones 
I,.A>o-  Lf.  C>o;  II1.AOB*  ; 

Pari  ratiocinatione  inveniemus  pro  'Maximo  ipfius  Z valore 

fieri  oportere  A <o;  C — — - < o , feu  C"<  — ; ideoque 

A*  * A 

CA  > B * , ob  A fcilicet  negativum  ; ex  quo  etiam  infertur 
C<o;  quocirca  funftio  Z valorera  Maximum  nancifci  non 
poteff , nifi  tres  fimul  conditiones  locum  habeant: 

I.  A<o;.  II.  C<o;  III.  CA>B*. 

Hinc  porro  patet,  Maximi  conditiones  partira  congruere,’ 
partim  adverlari  conditionibus  Minimi. 

5.  Si  vel  A,  vel  C,  vel  utraque  fimul  fit=o,  quin 
tamen  fit  quoque  B =s  o r conditio  praecedens  AC  > B * liare 
liaudquaquam  poteff;  proiudeque  propolita  quantitas  valorem 
Maximum  Minimumve  nunquam  affequetur . Idem  prorfus  eve- 
niet fi  A & C figna  habuerint  contraria;  tunc  enim  ob  valo- 
rem B 1 femper  affirmativum  conditio  AC  > B * impoflibilis 
«vadit  . Si  B evanefcat  una  cum  A,  vel  uua  cumC,  fecundi 
differentialis,  d*Z  valor  ab  unica  variabili  penderer,  8c  con- 
fequenter  vel  Maximus  vel  Minimus , vel  neuter  effet  iuxta 
erireria  ab  AuClore  tradita  pro  funflionibus  unius  variabilis . 
Denique  f>  tota  quantitas  d * Z fuso,  nimirum  A = o, 
' ' ' Kkkkk  , . . „ B = 


.v. 


A 


8o2 
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B = o , C = c , ad  tertium  differentiale  d 1 Z confugere  opor- 
tet, quo  non  evanefcente  fun£lio  Z nec  Maxima  nec  Minimi 
effe  poteft , eo  autem  evanefcente,  differentiale  quartum  d ♦ Z 
quaerendum  erit , cuius  valor  an  affirmativus , an  potius  nega- 
tivus fuerit,  per  methodum  hic  expofitam  facile  dignofcetur; 
cx  quo  rurfus  Maximus  vel  Minimus  funflionis  propofitae  va- 
lor colligetur . 

6.  Si  Z funflio  fit  trium  variabilium  t , u , x , diffcren- 
tiale  d1  Z induit  hanc  formam 

dx2,  — A dt 1 -f-  2 Bdtdu  •+■  C du  * +•  l D dtdx  -f-  2 E dudx  + F dx 1 


& aequatio  tranlibit  in  hanc 


d 1 Z ~ A ( dt-\-  — — -f-  — — \ -f-  adu*  -f-  lbdudx  -f-  cdx  * 

\ A A / I'  :i  fi  . Via  • t '•  « 

/ B du  Dd*\»  / ■ > ■ bdt / b*  \ 

“At*+T+ x) +'(“'* +('--)*: 

lam  vero  ob  valorem  quadratorum 

/ Bd«  Ddx  \»  / , Ad*\» 

(*  + T +— )?(*+v)' 

femper  affirmativum  , different ja(e  d 1 Z erit  pariter  affirma- 

/j  * 

tivum  fi  coefficientes  A,  <*,  & c fignb  + afficientur.' 

Igitor  pro  Minima  fun&ionis  'L  valore  conditiones  habentuf 
fequemes  A > o ; * > o ; f <»  > b * , fen  ipfarnm  <*,  + , c va* 
laribus  fubrogatis  > 

nimirum  A>o;  CA>B*;  (CA, 


'Digifizedby-tsOOgl 


AD  NOTATIONES 


S03 


( CA — B1)  ( FA  — D* ) > ( EA  — - BD  )*  ; 
unde  iterum  oritur  C > o , F>  o , & FA  > D* . Quocirca 
funftionis  Z Minimum  quinque  hifce  conditionibus  definietur 
I.  A >..o } U.C > o > III.  F > o ; I V.  CA  > B* ; V.  FA > D *. 

Pari  ratiocinatione  inveniemus,  valorem  Maximum  ipfius 
Z conditiones  poftulare 

A<o,  CA>B*,  &(CA — B3)(FA  — D*)>(EA  — BD)*J< 

i , ■ B*  , B» 

nam  L debet  efle  mmirum  C <Jo,velC< — ; 

A A 

' ’ ‘'M"  /"  ’ . . b * 

eft  autem  A negativum;  lgtturCA  >B’:II. efte- < o; 

. a 

...  ..  £».  rn 

lioc  eft  c < — ; proindeque  ob  a negativum  ca>  bx , hoc  eft 
a . 

/•_  B1  D1  / _ BD\* 

(c‘-xXFw*f)>(E- -a) 


vel  ( CA  — B:  ) ( FA  — D*  ) > ( EA  — BD  )■ ; 
unde  oritur  FA  > D1,  & F<o.  Quocirca  Mneimi  conditio- 
nes funt  quae  fequuntur  . i 

I.  A<  o;  JI.C<o;  III.  F < p ; IV.  CA  >B>;  V.  FA  > D*. 

7.  St  quantitates  A & C vel  lingulae , vel  ambae  eva- 

nefeunt  IV.  conditio  fit  impoflibilis  . Si  evanefeat  F corruit- 
conditio  V.:  Ex  hifce  confequitur  (unitionem  Z hec  Maximam  y 
nec  Minimam  efle  pofle  quotielcunque  quantitates  A,  C,  F 
vel  fiugulae  vel  omnes  evanefeant ; \ , . > 

r 1 Ex  diftis  luculenter  innotefeit  theoriam  hanc  a.1  (unitio- 
nes quatuor , vel  etiam  plurium  variabilium  aptari . 

8.  Quoniam  haec  nova  theoria  Eulero  eft  prorfus 
intaila,  non  inutile  erit  fequentia  animadvertere. 

Quicunque  fit  numerus  variabilium , quae  (unitionem 
propofiram  Z ingrediuntur,  fi  earum  quaelibet  feorfim  fpeile- 
tur  y quaeraturque  Maximum  vel  Minimum , quod  eidem  con- 
veniat dum  interea  reliquae  eaedem  perleverant , invenientur 
fingillatim  dttferentialia  prima  fuit , qdu , rdx , sdy  &c. , quo- 
. 1 Kkkkk  2 rum 
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rum  unumquodque  nihilo  aequatum  aequationes  §.  2.  expolitas 
praebebit,  nimirum  p = o , q = o.,  r = o , s = o &c-  Eo- 
dem modo  ad  fecunda  diflerentklia  progredientes  inveniemus 
feorfim  quantitates  A d/*.,  C r/#*,  Fd**,  Lrf/V&c.  , ubi  fti 
A-,  C,  F,  L &c.  fint  vel  omnes  affirmativae,  vel  omnes  ne- 
gativae facile  inde  quifpiam  colligeret  valores  ipfarum/,«,x&c. 
ex  aequationibus  p — o , q e=  o.,  &c.  elicitos  neceflario  in- 
ducere fun£lioni  propofuae  Z valorem  Maximum  Mmimunrve . 
Et  fane  exploratum  efl  quam  quod  maxime',  ftinftionem  ipfam 
Z habita  tantum  ratione  unius  cuiuslibet  ex  praediflis  varia- 
bilibus Maximam  vel  Minimam  efle  oportere : at  quis  tuto 
pronunciabit , id,  quod  pro  variabili  qualibe;  feorfim  fpeffata 
obtinet,  pro  omnibus  fimul  fumtis  obtinere?  Rem  penitius 
perfcrutemur . 

p.  Sit  itaque  Z futifHo  duarum  variabilium./  & u , 
exhibeatque  ordinatam  fuperficiei , cuius  t 8c  u funt  ordinatae 
reliquae;  ita  ut  fuperficiei  ipfius  coordinatae  fint  variabiles 
tres  Z,’/,  & u.  ]am  quaefiideo  redibit,  tft  inveniatur  or- 
dinata Maxima  fuperficiei  , cuius  datur,  aequatio  , nimirum 
dZ=  pdt  -j-  qdu . Pa£la  u conflanti  aequatio  abit  in  dZzz  pdt , 
tuneque  exprimit  fe£liones  omnes  eiufbem  fuperficiei  parallelas 
axi  quantitatum  •/ , prouti  quantitas  «‘varios  fubinde  recipit 
valores.  Ponatur  itaque  />  = o;  & ex  diae  aequatione  is  col- 
ligetur quantitatis  / valor,  qui  in  qualibet  parallelarum  feflio- 
num  ordinatam  Z Maximam  redet  aut  Minimam  . Et  quoniam 
« conflans  affumitur,  fiet difierentiale  fecundum  dJZ—  Ad/*, 
& confequenter  ex  folo  ipfius  A valorc  licebit.,  de  Maximi 
aut  . Minimi  exiftentia  pronunciare , dummodo  valor  / ex  ae- 
quatione />  = o petitus  fubftituarur . Nimirum  fi  pro  quolibet 
ipfius  u valore  quantitas  A negativa  inveniatur  vel  pofitiva, 
fetliones  praediflae  omnes  Maximi  m .habebunt  aut  Minimum ; 
& fi  pro  vario  ipfius  « valore  quantitas  A-  fignis  diverfis  affi- 
ciatur, fe&iones  eaedem  intra  certos  flatofque  limites  Maxim» 
donabuntur,  intra  alios  Mtriimo . Si  fuerit  A=  o , quicunque 

fit 

1 


Digitized  by  Qyoglt/ 


ADNOTATIONES 


805* 


fit  conflantis  u valor,  tunc  fe&ionum  illarum  nulla  Maximum' 
habebit  aut  Minimum  . At  fi  A tunc  Iulum  fiat  = o , cum  u 
certos  definitofque  valores  habet , iu  hac  hypotheli  eae  tantum 
fe&iones , quae  praediftis  ipfius  u valoribus  relpondeut , Maxi- 
mo Minimovc  dcliituentur . Omnium  harum  ordinatarum  locus 
geometricus  continetur  in  aequatione  p = o , fola  variabilitate 
ipfius  u fpeflata , ideoque  ordinatae  ipfae  in  eadem  fuperficie 
feflionem  conftituent , quae  limplicis  erit , vel  duplicis  curva- 
turae, quaeque  determinabitur  per  aequationes  binas  coniunflat 
dZ  — pdr  -f-  qdu  , & p = o , (eu  cfZ  — qdu  , 8c  p ~ o . Ex 
quo  perfpicuum  fit  ad  invenienda  totius  fuperficiei  Maxima  vel 
Minima  , quaeri  oportere  ordinatam  Maximam  vel  Minimam 
huic  ipfi  feftioni  convenientem  ; unde  iterum  habebitur  q — o, 
quae  porro  aequatio  valorem  alterius  variabilis  u quaefito  fa- 
tisfacientem  ftatim  exhibebit. 

10.  Tranfeamus  nunc  ad  differentiata  ipfius  q , nimirum 
ad  aequationem  prius  inventam  dq  — B dt  4-  C du  . Quum  ita- 
que ex  aequatione  p — o determinetur  t per  u , five  in  illius 

aequationis  differentiati  A dt  Bdu  = o fit  dt  — — ,hoc 


fubrogato  valore  nancilcimur  dq  = (-x+c)  du  : cr 


quo  confequitur  , ordinatam  Minimam  fore  , fi  quantitas 

B*  • ’ ■ . B1 

— + C pofitiva  fuerit , ideft  C > — ; Maximam  vero 

A A 

. B*  . / B 2 

Ji  C < — ; nec  Maximam  denique  ncc  Minimam  fi  C = — , 
A A 


dummodo  reliqua  altiora  differentialia  conditionibus  fupra  indi- 
catis teneantur . Iam  vero  Maxima  huiufmodi  vel  Minima  ferio 
perpendentes  facili  negotio  comperimus  ordinatam  Z ceterarum 
omnium  Maximam  efle  non  pofle  , nifi  fimul  fit  illarum 
omnium  Maxima , quae  in  feftione  per  aequationem  dZ  = qdu 
determinata  continentur,  & nifi  praeterea  ordinatae  omnes 

hanc 
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hanc  feflioncm  componentes  fint  totidem  Maxima  in  leclio- 
nibus  parallelis  homologis  . Pari  ratiocinatione  quantitas  Z 
nequit  elle  Minima,  quin  (it  itidem  Minima  ia  feflione , quae 
Minima  omnia  comple&itur . Ex  hoc  porro  licet  colligere,, 
valores  ipfarum  t Ik  u ex  aequationibus  p ==  o , q ==  o de- 

...  B* 

duflos , & in  quantitatibus  A , & C fubftitutos , ordir 

A 

natae  Z valorem  Maximum  inducere  , ubi  A fuerit  negativa , 
B* 

& C < — , hac  efl  CA  >B*;  & contra  ordinatae  Z per 

illam  fubuiturionem  valorem  Minimum  induci  , ubi  fuerit  A 
B>  .1 

affirmativa  , & C > — - , vel  CA  > B * ; quae  omnia  cum 

Jx 

generali  theoria  fuperius  explicata  ufqucquaque  confentiunt . 

1 1.  Conditiones  praediflae  locum  habent  quando  « fpe- 
flatur  primo  conflans,  & t unquam  variabilis  : at  fi  contra 
variabilis  accipiatur  « & conflans  t , ad  fequente;  conditiones 
pervenietur  : C < o , & AC  > B*  pro  Maximo  : C > o , 
& AC  > B 1 pro  Minimo  • quod  fane  eodem  redit . Ceterum 
methodus  haec  altera  inveniendi  Maximorum  Minimorumque 
conditiones  in  funidiooibus  duarum  tantum  variabilium  , aeque 
accommodatur  funfliouibus  aliis  magis  complexis,  eflque  prae- 
terea magis  analytica  & dire£la  quam  methodus  prior  . Quam- 
obrem  non  inutile  erit  cam  hic  generaliter  evolvere  * 

12.  Sint  variabiles  in  funflione  Z contentae  quot  li- 
buerit : ceteris  habitis  ut  conflantibus  carum  unam  tantum  ut 
variabilem  reputo  , 8c  cx  differentiatione  aequationem  pro 
Maximo  aut  Minimo  deduco  ; tum  fumto  in  hac  ipfa  hypo- 
thefi  fecundo  differentiati  , conditiones  determino , quae  fun- 
fl  oni  Z valorem  Maximum  vel  Minimum  , vel  neutrum  in- 
ducunt . Hac  prima  operatione  abfolura  fubflituo  in  funflione 
Z vel  in  eius  differentialibus  valorem  primae  variabilis  inven- 
tum , eodemque  modo  in  variabili  altera  calculum  inflituo  , 

& va- 
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& valorem  huius  fecundae  variabilis  ex  differentiatione  pro-' 
fe£lum  in  funflione  Z fubftituo  : deinde  ad  examen  tertiae  va-- 
riabilis  progredior,  ficque  porro  eodem  fcmpcr  tenore.  Sit  t 
prima  variabilis,  quae  Ipeflari  poteft  iu  Z,  eritque  dZ  — pde. 
dlZ  = AdeI’  ex  quo  p — o,  & A>o  pro  Minimo  \ A < o 
pro  Maximo.  Sint  moJo  t & « ambae  variabiles,  orieturque 
dZ=pde -f-  qdu , quae  aequatio  ob  p — o abit  in  dZ  — qdu, 
unde  profluit  d'Z  = (lide  + Ci«)  du  , fed  ob  p=z o eft  etiam 

B du  ■ 

dp  — o,  & confcquenter  At/r-f  B<^k  = o,  feu  de  = , 

A 

atque  hic  valor  in  aequatione  praecedenti  fubrogatus  eandem 

H a p» 

reddit  d* z( - — (-C \dul.  Erit  igitur  q — o;  & — 

A * B * A 

+ C p>  o pro  Minimo  ■ f-  C < o pro  Maximo  ; cumque 

A 

aliar  fit  A pofitiva  pro  Minimo , negativa  pro  Maximo , ea- 
dem femper  pro  utroque  exurget  conditio  AC  > B 1 . 

Si  praeter  duas  praecedentes  tertia  quoque  variabilis  x con- 
fideranda  veniat,  tunc  quaeritur  ipfius  dZ  valor  habita  trium 
variabilium  /,  «,  x ratione,  oriturque  dZ—pdt\qdu\.rdx , 
quae  aequatio  ob  p- :o,  q — o tranfit  in  dZ  — rdx.  Quocirca 
habebitur  fecundum  differentiale  d*Z  = (Dde  + "Edu  -f  Tdx^dx- 
iam  vero  ex  aequationibus  />cr  o,  q=  o,  vel  = dq=  o, 
hoc  eft  Ade  + B du  + D</x  = o , & B</r  + C du  -f-  Ei/x  = o quae- 
ro valores  ipforum  de  & du  per  dx  expreffos  & invenio 

, , BE— CD  , , BD-rAE 

rfrsr— — dx  ; du  = — — — — efx  ; t:  ■ 

AC— B*  ' AC— B* 

Hifque  fubrogatis  in  expreflione  d'Z  pervenio  ad  aequationem 

/BE  — CD  BD—  AE  N * . . , J 

d 1 Z = (— — D -f  — — — E + dx'.  Hinc  igi- 

VAC— B*  AC  — B*  ..  / ° 

tur  confequitur  pro  Maximo  vel  Minimo  h aberi  primo  e = o; 

, . , BE— CD  BD  — AE  " 

demde  — — D + — - E + F > o pro  Mmnr.o , 

AC— B ACf—  B1.*  . ■ ; •{• 

.1  & < o 


{ 
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Sc  <o  pro  Maximo:  quocirca  fublato  denominatore  AC  — B*, 
qui  lemper  pofitivus  , orietur 

aBDE — CD* — Af£* — FB*+ACF>o  pro  Minimo , & 
,<  o pro  Maximo.  Ducatur  haec  exprcflio  > in  A,  qui  pofi- 
tivus eit  in  primo  cafu , negativus  in  altero , Sc  prodibit 
2 ABDE  — ACD* — A*E’  — AB*F-J- A*CF > o 
tam  pro  Maximo  quam  pro  Minimo,  jdeft 

(CA  — B^fFA  — D*)  > (AE  — BD)*. 
Quantumvis  magnus  fuerit  variabilium  numerus,  eadem  fem- 
per methodo  res  conficietur . 

Novam  hanc  theoriam  Clariflimus  De  la  Grange,  a quo 
illam  derivavimus,  fequentibus  illuftrat  exemplis . 

EXEMPLUM  L 

Sint  globi  perficit  elaflici  qvotcunque  in  refla  linea  difpo- 
fiti  & a fe  mutuo  feiunfli ; incurrat  primus  velocitate  data 
c in  fecundum  quiefeentem  , fecundus  acquifita  velocitate  in- 
currat in  tertium , bic  in  quartum , atque  ita  deinceps  ad 
poflremum  ujquc j datis  iam  primi  Cr  ultimi  majfis  quaerun- 
tur majfae  omnium  intermediorum  ad  boc , ut  poflremus  veloci-  ■ 
tat  em  omnium  maximam  ex  impaflu  acquirat  . 

Sit  primi  malfa  a,  Sc  poflremi  b , fintque  t,  ui  x,  y Scc. 
maflae  intermediae  incognitae,  ex  notis  impaflus  legibus  velo- 
citas, quam  primus  globus  a alteri  t communicat,  invenitur 


= — - — ; velocitas , quam 
• a + t ’ 1 1 


hic  fecundus  imprimit  tertio  « , 


, . 2 act 

detegitur  z=  - — ■ - 

(-  + U(/  + «) 


prodit  = 


; velocitas  quarti  * ex  impaflu  ter- 
; ficque  porro  de  ceteris. 


2 actu 


. _ (7+,)(. +.)(.+.) 

Quamobrem  velocitas  ultimi  b exprimetur  per-..  _• 

2 catuxy  . ' . . . b 

+ + *)(*+)')  1 

quae  quantitas  Maxima  fit  oportet.  Eam  pono  —Z.,  Sc  futu- 
tis 
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tis  utrinque  logarithmis  reperio  lica  + lx-\-ly  + 8cc. 

— — /('  + »)  — /(«  + *)  — K*+>)  — &c* 

unde  oritur  per  differcntiationem 

d t , du  . dx  . dy  . „ 

— + - + - + — +&c.  » 

/ U V ^ 


//r  dt-\-du  du  + dx  dx-\- dy 


Scc. 


Z 


a -t  t t ■+■ « «+*  x -f-  )t 

eolleftifque  terminis  eodem  differentiati  affeflis  $ iifque  ad 
eundem  denominatorem  redaflis  invenitur 

Z {au  — t ')dt  Z (tx—u')du  ^ Z(V, — x')dx  ■ ^ 

'(*  + 0('  + *)  “('  + «)(«-{-*)  *(*  + *)(*  I?) 

Hi  Ice  peraflis  habemus  pro  Maximo  Minimove  aequationes 
fequentes  <7«  = /’;  nu=«a;  uy  — x*\  Scc.  quae  praebent  ana- 
logias a : t ::  t : u ::  u : x ::  x :y  Scc. , videlicet 
~ a : t : u : x :jr : t , ex  quo  pronum  eft  colligere , 

maffas  omnes  globorum  progreffionem  geometricam  confli  tuere 
binis  extremis  a 8c  b circumfcriptam.  Ut  nunc  criterium  fu- 
pra  expofitum  ufurpantes  Maximum  a Minimo  internofcamus , 
fiat  compendii  gratia 


Z Z Z 

t{a  + t){tJru)  + + ’*(«  + *)  C’ 

Igitur  comparatione  inftituta  cum  aequatione  §.  2.  invenietur 
p=c*(au — /*);  q — &(t x — «*);  r—y(uy — x1);  Scc.  : ac 
propterea  d pzs:  (au  — t')d  *-\-*(ad  u — 2t  dt)-f 
dq—(tx  - u')dS -| -S(xdt-\-tdx -ludu)]  dr  = (u y ~x’t')dypy(j  du\.udy 
— 2 xdx)\  Scc.  Cum  autem  termini  a,t,u,x,y  Scc.  fint  con- 
tinue proportionales  vocata  i : m ratione  conilanti  anteceden- 
tis cuiuslibet  ad  confequentem  fuum , inveniemus  r = 
w — m2  a , *-mi  a ,y  =s  m*  a Scc.  ; praeterea 

c = — - , y — ■—  Scc. ; qui  porro  valorcs  in  praecedentibus 

1 expreffionibus  fubrogati  dant 

Lllll  dp  = 
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d p = a.  a (d  u — 2 mdt) 

, idu  d* » 

dq  = aa(dt h — 1 

‘ ^ m m */ 


, _ fdM 

d r=r*  a I — 
'•m1 


m 
2 d x 


m 1 

d y> 


+ — V 

m 3 m*s  ’ 


atque  ita  deinceps.  Erit  igitur  per  fupra  demonflrata 


2<*  d * * 

A = — 2W*a  : B=  «<* : C — j D=o;E=  — ; ; 

7 7 m t»  * 

2 a a « a 

F — ; G = o;  H = o;  1=  — ; & c. 

Hinc  autem  ftatim  apparet  A negativam  ede,  Sc  confcquen- 
ter  fi  ceterae  conditiones  impleantur  quantitatem 

■■  i 2 c **  "*y  ‘ • • • • — fcu  celeritatem  globo  ultimo 

(*  + 0(r  + »)(«+*X*+>')--*’  3 

impreflam  Maximam  efle.  lam  vero  AC=4*,n!)&B'z«V 
quocirca  invenitur  I.  AC>B*. 


Tum  AC-B,=3*’<i*:  FA-  Da  = ^-  :EA-ED— - 

m 1 


2«  /» 


. . I 2 « 4 4 . A.a. +a 4 

(AC  — B*)  (FA — D1)  = — ; & (E  A -BD)‘=^-  ; 

atque  inde  oritur  IL  (AC  — B *)  (F A — D *)  > (E  A — BD)1 . 
Si  bini  tantum  fint  interpofiti  globi , primam  duntaxat  harum 
conditionum  attendere  fulliciet;  fi  tres  fuerint  interiefti  globi, 
altera  quoque  conditio  erit  attendenda ; ficque  pro  variabi- 
lium numero  conditionum  pariter  .augebitur  multitudo.  Cete- 
rum fi  labore  improbo  calculus  longius  protrahatur  invenientur 
in  hoc  problemate  conditiones  omties  adamuflim  impletae,  ita 
ut  tuto  liceat  pronunciare,  in  globorum  continuo  proportio- 
nalium ferie  quacunque , velocitatem  ultimo  impreflam  per 
interpofitorum  aftionem  efle  omnium  poflibilium  Maximam . 

Problema  hoc  ab  Ugenio  primum,  poflea  a Geometris  aliis 
trailatum  nullis  certis  determinationibus  regebatur , quas  ta. 

mea 
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men  hic  neccfTarias  invenimus  ad  Maximi  aut  Minimi  exi- 
ilcntiam , & diftinftionem  evincendam  . 

EXEMPLUM  II. 

Sit  generalis  aequatio  fuperficicrum  fecundi  ordinis 
zl  = ax  : + ibxy -fcyJ  — ex  — fy; 

(J T inveniendum  proponatur  fuperficiei  punSlum , in  quo  ordi- 
nata z evadit  omnium  Maxima,  aut  Minima. 

Sumto  aequationis  differentiaii  detegitur 

izdz  — (zax  + iby  — e)dx  -f-  (2 bx-\-  zcy — f)  dy  ; 
indeque  habentur  aequationes  binae  fequentes: 

2 axi-  -by  — c — o;  2 cy+  2 bx  — / = o , 
ec  — bf  af — eb 

quae  praebent  x ~ — — *= . Sumo  dirte- 

2(<rc — b'-)  2{ae  — b') 

rentiale  fecundum  , & ob  dz  — o , invenio 

2 zdxz  — 2adx  * -f-  ^bdxdy  -f-  2cdy *. 

Iam  vero  ut  ordinata  z omnium  Maxima  fit,  quantitates  a & 
c ambae  negativae  fmt  oportet ; & contra  affirmativae  ut  fit 
Minima.  At  fi  exilfente  licet  hac  conditione  deellet  conditio 
altera  nimirum  ca>bb,  valores  inventi  * & y in  aequatione 
fuperficiei  fubflituti  ordinatam  z haudquaquam  Maximam  vel 
Minimam  redderent:  Et  fane  Auflor  nofter  in  Appendice  ln- 
troduclionis  ad  Analyfim  Infinitorum  Tom.  2.  eX  aliis  princi- 
piis dilucide  odendit,  ubi  ca  non  eft  > b% , fuperficicm  pro- 
pofitam  in  infinitum  extendi,  & afymptoto  conica  donari.  Id 
quod  omnem  refpuit  Maximorum  Minimorumve  conceptum. 

13.  Hinc  luculenter  apparet,  vulgarem  Maximorum , 
ac  Mimmorum  methodum,  per  quam  in  quaeflione  plures 
variabiles  involvente  fingulae  feorfim  fpeflantur,  & indivifa 
omnium  confideratio  negligitur,  pluribus  faepe  incommodis 
erroribufque  laborare.  Et  re  quidem  vera  in  Exemplo  prae- 
cedenti fi  refpicimus  folam  x tanquam  variabilem  , invenimus 

differentiale  primum  2 ( ax  -J-  by  — — ^ dx , & fecundum 

Lllll  > 2 a 
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larix' ; pariter  fola  y variante  habetur  diflerentiale  primuni 
i{cy-\-bx—  riy , & fecundum  ir d/'.  Bina  haec  prima 


diffcrcntialia  nihilo  aequata  eafdem  praebent  aequationes,  quas 
praec.  §.  invenimus;  & bina  differentialia  fecunda  indicam  or- 
dinatae z valorem  Maximum  aut  Minimum , quotiefcunque 
ambae  a & c negativae,  vel  affirmativae  fuerint;  quod  fime 
criterium  deficiente  conditione  altera  ca  > bb  mancum  ac 
mendofum  efle  iam  deraonftravimus. 


ADNOT.  ari  CAP.  XV.  rART.  11. 


JN  hoc  Capite,  quod  Bernoullianam  regulam  de  inveniendo 

frafitionis  indeterminatae—  valore  compleftitur,  nulla  fit 

ab  Audlore  mentio  cafus  cuiufdam  memorabilis.,  in  quo  remi- 
Ja  ipfa  deficere  videtur,  quando  fcilicet  repetitis  in  infinitum 


diffcrentiatiombus , in  eandem  femper  expreflionem  — inde- 

o 

terminatam  incurritur.  Exemplum  habemus  in  formula 
i + * . 

iri(i±xj  ’ 111136  Ubl  1 '««./o,  feu/o*=-oc=-  — 5 

tranfit  in  j vel  — . Captis  enim  diflerentialibus  nume- 
ratoris ac  denominatoris  praediflac  formulae  — * pr(xj:t 

*(*'+•)  , , 

(,+  *;[/(»+*)]’=r— o.oo*,  rurfufque 

— (i -f  converfb  in  ~ habebitur 

4- 


/ 
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■d[ — (t  + »)]  _ (j  + *)  [/(i  + *)] J o.&o’ 

2 — - — & fc 
deinceps  in  infinitum,  prodcunte  nimirum  lemper  valorc  in- 
determinato . 

Hunc  itaque  fcopulum  declinabimus , expreffionein  o / o 
fpecie  tenus  indeterminatam , re  tamen  ipla  determinatam 
hoc  eft  nihilo  aequalem  efle  offendendo;  quod  ita  perficimus: 
pono  o/o  = * = */£.==/c.x  ( fumto  nimirum  e pro  loga- 
rithmorum  liyperbolicorum  bafi  ) . Igitur  lo°  = lex;  fafto- 
que  regreflu  a logarithmis  ad  numeros  erit  o*=c*'.  Eff  au- 
tem ut  confiat  * * = i + x + — -f  -li  + -Jl  + &c.  Er<J0 

2 2.3  2.34 

o II*.*’  *4 

° 1 ' * ~f~  ~ + T34  ^c'  *am  vcr0  0 ” — 1 r 

nam  o°=  (a  — *)"-"  = -a  ^ " , 

a')“ 

Itaque  + + _ll  4.  &.c > cui  ae<5uatioi]i 

fatisfieri  nullo  modo  potefi , nifi  fuerit  *=o.  Ex  quo  con- 
fequ.tur,  quantitatem  0/0  nihilo  aequalem  elTc.  Sicque  pa- 
riter  licebit  offendere  produfhim  ex  infinitefima  qualibet  quan- 
titate dufla  111  logarithmum  alterius  cuiuslibet  infinitelimae 
non  aliud,  efle  nifi  mfimtefimum  (a) . 

Si  cui  haec  demon  fi  ratio  de  quantitate  o°=  1 non  arri- 
et  hic  fequentem  fubrogare  poterit  ratiocinationem  : Sit  o> 
magnitudo  infinitefima,  priterque  A infinitefima:  aio  fote 

f fl*=,  + *»  ex.lfleLn*  z cantitate  infinite  parva  ordinis  cu- 
mfdam  indeterminabilis.  Nam  nequit  efle  ta> ■=,,  fccus  fo- 
reta  1 'quod  efi  aljfurdum : rurlus  neouit  efle  —1  + « 
(lumta  * pro  quantitate  finita  affirmativa);  fecus  elfet 

a (I+‘,)A=  infinito  altiffimi  ordinis,  quod  pariter  abfur- 

- ; ■ • ■ • -1  . . . . ■ j dum 

U)  ‘o . 1 <*>-,  trc.r.a.O.  FONTANAE  Dlf- 

quifiuones  Phifico-Marhemancas , Di/rj.  Xlll.it  infinito  iogarithmico. 


Digitized  by  Google 


S 1 4 ‘ JfDNOTufTIONES 
cum  immane  eft : demum  nequit  efle  <a  * = i — * ( exiftente 

i 

« < r);  fecus  eflet  <n  = (i — <?)* , nimirum  aequali?  legitimae 
Iraflioni,  puta  — — .ad  infinitam  poteftatcm  eveftae,  hoc  cft> 
f J 

^ + w-z  + ;g/x  + &, 

t *J*  2-3 /' 


x-hf  + ”'g 


^ + ”4.<:4 

2/*.  .2.3/'  2.3.4/* 


+ &C. 


quae  evidenter  quantitas  eft  infinite  parva  ordinis  altiflimi ; 
& dividendo  perca  haberetur  unitas  aequalis  magnitudini  in- 
finite parvae  altifiimi  ordinis  per  infinitefimam  primi  ordi- 
ni? divifie,  hoc  eft  aequalis  quotienti  lemper  infinitefimo , 
quod  hypothefi  repugnat.  Igitur  eft  — 1 & z ni- 

hil aliud  e ile  poteft  quam  infinite  parva  magnitudo . Quocir- 
ca u A , & confequenter  o J non  diifert  ab  unitate  nili'  magni- 
tudine infinite  parva , feu  evanefeente , quae  proinde  tuto  ne- 
gligitur 

Si  ex  aequationibus  o°=i*  = «°  quilpiam  colligeret  fa- 
£lo  rcgrelfu  a numeris  ad  logarithmos  fore  olo  — oh  =0/ a , 
& divifione  per  o fafta  efle  etiam  /o  = /i=/<»,  nimirum 
infinitum  negativum  aequari  finito,  atque  adeo  nihilo,  is 
femetipfum  captiofa  fubtilitate  illaquearet. 

At  quis  concederet  quantitatem  quamlibet  datam  dividi  pof- 
fe  per  abfolutum  nihilum,  tuneque  praefertim , cum  dividen- 
dum ipfum  nihilum  eft  abfolutum,  praebetque  quantitatem 

— , magnitudinem  (cilicet  ita  indeterminatam  & vagam , ut 

nullum  non  referat  valorem?  Figmenta  haec  funt  intelleftus 
nolfri , quae  nifi  circumfpefto  maturoque  iudicio  ufurpentur , 
atque  intra  legitimos  veri  reflique  cancellos  coerceantur , 
inextricabiles  hallucinationes  progignunt . 

IN- 
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Elementa  calculi  variationum  . 

Anaiytica  explicatio  methodi  maximorum  & minimorum  . 

De  infigni  promotione  methodi  tangentium  inverfae  . 

Dilucidationes  de  tautochronis  in  medio  relidente  . 

Demonllratio  theorematis  Bernoulliani  , quod  ex  evolutione  curvae  euiufcunque 
reGangulae  in  infinitum  continuatae  tandem  cydoides  nafcantur  . 

De  motu  corporis  ad  duo  virium  centra  attradi 
De  motu  vibratorio  tympanorum  . 

Tentamen  de  Ione  Campanarum  . 


Sia 

Confiderationes  de  mota  corporum  coeleftium  . 

Tom.  XI.  17(7. 

De  ufu  functionum  difconrinuarum  in  analyS  . 

De  ufu  novi  algorithmi  in  folvcndo  problemate  Pelliano  . 

Proprietates  triangulorum  , quorum  anguli  certam  inter  fe  rationem  tenent  . 
Solutio  fatfilis  problematum  quorundam  geometricorum  difficillimorum  . 
Oblervationes  anilyticae  . 

De  motu  reftilineo  trium  corporum  fe  mutuo  attrahentium  . . 

De  motu  corporis  ad  duo  centra  virium  fixa  attraCli  . 

De  phaenomenis  coeli  per  fegmcnta  1'phacrica  diaphana  fpeflati  a 
Supplementum  de  figura  dentium  rotarum..  1 1 . 

De  moto  tliiidorum  a diverto  caloris  gradu  oriundo  . 

Tom.  XII.  1768. 

• % 

Integratio  aequationis 

dx  • dy 

V(  A4 B*  -|.Cx  Dx*f  E**)  »4.  Dy  >4  E y*)  * 

De  arcubus  curvarum  aeque  amplis  eorumque  comparatione  . 

Evolutio  generalior  formularum  comparationi  curvarum  infervientium . 
Methodus  facilis  motns  corporum  coeleltium  utconque  perturbatos  ad  ratio- 
nem calculi  allronomici  revocandi. 

Difquifirio  de  vera  lege  refraSionis  radiorum  diverficolnrum  . 

De  novo  microfcopiotum  genere  ex  fex  lentibus  compotito. 

De  telelcopiis  quatuor  plurtbufve  lentibus  imtruclis  eorumque  perfeClione . 

Tom.  XIII.  1769. 

De  curva  hypergeometrica  hac  aequatione  exprefia  : /=  1.  1.  3.  4 x. 

Quomodo  numeri  praemagni  fint  explorandi,  utrum  lint  primi,  nec  ne? 
Novi  criteria  radices  aequationum  imaginarias  dignofcendt. 

Confiderationes  de  theoria  motus  lunae  perficienda  & imprimis  de  eius  va- 
riatione. 

Anpotatio  quarundam  cautelarum  in  invefligarione  inaequalitatum , quibus  cor- 
pora coeleilia  in  motu  perturbantur  , obtervandarum . 

Invelligatio  accuratior  phaenomenorum , quae  in  motu  terrae  diurno  t viri- 
bus coeielltbui  produci  poiTunt . 

De  aequilibrio  & motu  corporum  flexuris  elafiicis  lunclorum. 

Se£lio  prima  de  llatu  aequilibrii  fluidorum . 

Tom.  XIV.  P.  I.  1770. 

Confiderationes  de  traiefloriis  orthogonalibus . 

De  formulis  integiahous  duplicatis  . 


Evolutio  iofignis  paradoxi  circa  aequalitatem  fupsrficierum  . 

De  fummis  lerierum  numeros  Bernouilianos  involventium. 

De  partitione  numerorum, ia  pqrres  tam  nurnerp  quam  1'pecie  datas. 

De  inventione  quotcunque  mediarum  proportionalium  citra  radicum  extra- 
flionem.  . 3 

Sedio  iccundi  de  principiis  motus  fluidorum . 

Tam.  XIV.  P.  II.  1770. 

Methodus  ex  obfervato  tranlitu  Veneris  per  Solem  inveniendi  paraliaxin  Sa- 
lis, five:  t ...  1.  . . , 

Expolitio  methodorum,  cum  pro  determinanda  parallaxi  Solis  ex  obfervato 
tranlitu  Veneris  per  Solem , tum  pro  inveniendis  longitudinibus  locorum 
fuper  terra  ex  obfervarionibuseclipiium  Solis,  una  cum  calculis  & con* 
cludionibus  inde  dedudis . 

• • Tom.  XV.  1771. 

Solutio  problematis , quo  duo  quaeruntur  numeri , cuorum  produflum  tam 
fumma  , quam  differentia  eorum , live  audum  live  minutum  fiat  qua- 
dratum . 

Obfervationes  circa  radices  aequationum. 

Problema  algebraicum  ob  aflcdiones  prorfus  lingulares  memorabile. 

De  curva  rcdiScabili  in  fuperficie  fphacrica. 

Sedio  tertia  de  motu  fluidorum,  lineari  potiflimum  aquae. 

Genuina  principia  dodrinae  de  (latu  aequilibrii  & motu  corporum  tam  perfc- 
de  flexibilium  quam  elaflicorusn  i -r  x , - 

De  idu  glandium  contra  tabulam  explofarum. 

Tom.  XVI.  1772. 

- - i ! 

De  folidis , quorum  fuperficiem  in  planum  explicare  licet. 

Methodus  nova  ac  facilis  calculum  variationum  tradandt . 

Evolutio  formulae  integraiis/*'-.  <!*(/*)!  integratione  a valore  *=o  ad 
* = 1 ex te n Ia . , 

Problematis  cuiufdam  geometrici  prorfus  lingularis  evolutio , I 
Confiderationes  cydometricae. 

Sedio  quarta  de  motu  aeris  io  tubis.  >' 

De  perturbatione  morus  terrae  }b  stftionb  Veneris  oriunda. 

* * k - . 1 . ‘ ‘ * •* 

1 xvii.  1773.  • 

Problematis  cuiufdam  Diophintad  evolutio. 

^^**refol'°n V jCa  k'n>  kiquadjita  > quorum  fummam  in  duo  alia  biquadrata 
De  variis  integrabi|iraris  generibus. 

Obfervationes  cieei  aequationem  differentialem  : / d/ + M / Jx  + lU x zzo. 
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ConGderatio  aequationis  diflerentio-differentialis 

<*  + b x)dtx  + (t  + u)  +gx)— ~ = 0. 

O X » u Zt  X 

1 Exercitationes  analyricae. 

Digrcdio  de  traiefloriis  tam  orthogonalibus  qaam  obliquangulis  . 

De  colliimne  corporum  gyrantium  . 

De  colliGone  corporum  pendulorum,  tam  obliqua,  quam  motu  gyratorio  per- 
turbata , 

De  vera  rautochrona  in  fluido  . 

De  tautochrona  in  medio  rarillimo , quod  reGGit  in  ratione  multiplicata  qua- 
cunque celeritatis. 

Dilucidationes  de  taurochronifmo . 

De  chordis  vibrantibus  difquiGtio  ulterior. 

Animadverfionvs  in  fblutionem  Bernoullianam  de  motu  cordarum  ex  duabus 
partibus  diverfae  craditiei  compotitarum . Tom.  XV[.  Nov.  Com.  p.  410. 
De  motu  vibratorio  chordarum  ex  partibus  quotcunque  diverlae  craditiei  com- 
politarum  . 

De  motu  vibratorio  chordarum  craflitie  utcunque  variabili  praeditarum  . 

De  motu  vibratorio  laminarum  elallicarum,  ubi  plures  navae  vibrationum 
fpecies  hadenut  non  pertractatae  evolvuntur. 

De  motu  gravium  citidimo  fuper  curvis  fpecie  datis. 

Tom.  XVIir.  1774. 

• r-  ' . - 

Jummatio  progredionum.  , 1 

fin  <p  A +fin  2 <p *+  fin  3 <pA ....  + fin  • » 
cof.<j,*  -f-  cof.  2<px  + co C.  3 $*....  •+•  cofi  n<p*. 

Nova  feries  inGnita  maxime  convergens  perimetrum  elliplis  exhibens  . 
Demomirationes  circa  reGdtia  ex  dtviGone  potetlatum  per  numeros  primos  re- 
fultantia. 

Nova  ratio  quantitates  irrationales  proxime  exprimendi. 

Solutio  problematis  de  inveniendo  triangulo , in  quo  redae  ex  Gngulis  angu- 
lis Utera  oppoGta  bifecantes  Gnt  rationales . 

Refolutio  aequationis  :A*J-f-zBx.y-f-C/,-f-iD*-f-2E,>'-f-Fno  per  nu- 
meros tam  rationales  quam  integros. 

InGgnes  proprietates  ferierum  fub  hoc  termino  generali  contentarum  : 

*=K4+  . * •• 

De  refolutione  irrationalium  per  fradiones  continuas , ubi  Gmul  nova  quae- 
dam Gngularis  fpecies  minimi  exponitur. 

Determinatio  motos  ofci  lia  tori  i in  Didertatione  Cei.  Dan.  Bernoulli  pertra- 
ftatl,  ex  primis  Mechanicae  priocipiis  petita. 

De  predione  ponderis  in  planum  cui  incumbis . 

. De  harmoniae  veris  principiis  per  fpeculum  snuGcum  repraefentatis . 

, Nova 
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Nova  methodus  motus  planetarum  principalium  id  tabulas  aflronomicas  redu- 
cendi . 

Difquilitio  de  lentibus  obieflivis  triplicatis , quae  vel  nullam  confufionem  pa- 
riant , vel  etiam  datam  confufionem  a reliquis  lentibus  ortam  delituere 
valeanr . 

De  applicatione  lentium  obicfHvarum  compofitarum  ad  omnis  generis  telelco- 

pia  ; ubi  agitur  t 

i.  De  perfeflione  telefcopiorum  primi  generis , nullam  imaginem  realem 
continentium. 

3.  De  perfeilione  telefcopiorum  fecundi  generis,  feu  allronomicorum  , uni- 
cam imaginem  realem  continentium. 

}.  De  perfeflione  telefcopiorum  tertii  generis,  duas  imagines  reales  con- 
tinentium . 


Tom.  XIX.  177  y: 


De  valore  formulae  integralis 


-fC- 


graticncm  ponitur  * 
De  vaiore  formulae  in 


tegralis  : /c 


HI  — | 2 IT— I* 

T±Tr 

;A-»42  A' 


— ^ Hz  cafu  quo  polt  inte- 


I 

cafu  quo  poli  integrationem  ponitur  . 

Nova  methodus  quantitates  ictegrales  determinandi. 

Demonltratio  theorematis  Newtoniani  , de  evolutione  poteSatum  binomii , 
pro  calihus  qu:bus  exponentes  non  funt  numeri  integri. 

Problema  Diophantacum  lingulare. 

De  tabula  numerorum  primorum  ufque  ad  millionem  & ultra  continuanda , in 
qua  fimul  omnium  numerorum  non  primorum  minimi  divifores  exprimantur. 
De  ofcillatiombus  minimis  penduli  quotcunque  pondufculis  onulti . 

De  motu  ofcillatorio  binarum  lancium  ex  ii bra  fufpenfarum. 

■ Explicatio  motus  ofcillarorii  mirabilis  in  libra  maiore  obfervati. 

De  motu  turbinatorio  chordarum  mulicarum,  ubi  fimut  univerfa  theoria  tam 
aequilibrii  , quam  morus  corporum  Hexibilium  limuique  etiam  elallicorum 
breviter  explicatur. 

Commentatio  hypothetica  de  periculo,  a nimia  cometae  appropinquatione  me- 
tuendo . 


Tom.  XX.  1776. 

Solutio  quorundam  problematum  Diophantaeorom . 

Speculationes  analyticae . 

Oblervationes  circa  novum  & lingulare  ferierum  genus. 

Meditationes  circa  lingulare  ferierum  genus. 

Formulae  generales  pro  translatione  quacunque  corporum  rigidorum. 

Nova  methodus  motum  corporum  rigidorum  determinandi. 

Ndoqo  Re6o- 1 
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Regula  facilis  pro  diiudicanda  firmitate  pontis  aliufve  corporis  fimitis,  ex  co- 
gnita firmitate  moduli. 

De  gemina  methodo  tam  aequilibrium  quam  motum  corporum  flexibilium  de- 
V terminandi,  & utriuique  egregio  conlenfu. 

De  preflione  funium  tenlorum  in  corpora  fiubiecla  eorumque  motu  a fridlione 
impedito;  ubi  praefertim  methodus  traditur,  motum  corporum  tam  per- 
f e 'te  flexibilium  quam  utcunque  elaflicorum  non  in  eodem  plano  Gtorum 
determinandi . 

De  preiftone  funium  tenforum  in  corpora  fubiedia  eorumque  motu  a friflionc 
impedito  . Dillertatio  altera  . 

De  traicflu  citilftmo  flellae  per  duos  circulos  almucantharat  datos , pro  quali- 
bet elevatione  poli . 

De  circulo  maximo  fixo  in  coelo  conflitucndo  , ad  quem  orbitae  planetarum 
& cometarum  referantur. 


NOVA  ACTA  ACADEMrAE  SCIENTI  \RUM  IMPERIALIS 
PETROPOLITANAE . 


Tom.  I.  1777.  P-  r. 

Rdflexions  fur  qoelques  nouvelles  exptfriences  optiques,  communiqudes  a 1’  Aca- 
demie  par  M.  Willon. 

Obfervationes  in  diflertationem  111.  Dan.  Bernoulli. 

De  formulis  exponentialibus  replicatis  . 

1 De  repraefentatione  fuperficiei  Iphaericae  fuper  plano  . 

De  proiedlione  geographica  Delisliana  in  mappa  generali  Imperii  Rulfici  ufitata. 
De  proiedlione  geographica  fuperficiei  fphaeticae. 

Vera  theoria  refra&ioois  A difperfionis  radiorum  lucis  , rationibus  & experi- 
mentis confirmata . 

i De  figura  quam  vectus  fluido  flagnanti  inducere  valer. 

Conliderationes  luper  problemate  allronomico  in  Comment.  Vet.  Tomo  IV. 
pertradlato. 

De  figura  apparente  annuli  Saturni  , pro  eius  loco  quocunque  refpeflu  terrae . 
De  apparitione  & dilparitione  annuli  Saturni. 


Tom.  I.  1777.  P.  II. 

d kIx 


y'*  d K l X 

, ab*— o ad  X—  1 extenfa  . 

V%1— -**) 

, . f*'~'dx(  1— *Vfl— *)* 

De  valore  formulae  lategralis:  / 

J U 1 — # ‘ 

a termino  »—  0 ufcue  ad  r— t extenfa. 

Novae  den.onltrauones  circa  reloluiiooem  numerorum  in  quadrata. 
Coofideratiooes  circa  Brachyltocronas . 
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Sor  Pefftr  de  Ia  rdfradlon  dans  I es  obfervations  terrertres. 

Demotu  ofciliatorio  penduli  cuiufcunque,  dum  arcus  darie  amplitudinis  abfolvit . 
De  theoria  lunae  ad  maiorem  perfectionis  gradum  evehenda. 


Tom.  ir.  1778.  p.  r. 


De  corporibus  regularibus  per  dodrinam  fphaericam  determinatis  ; ubi  fimul 
nova  methodus , globos  live  coelelles  live  terreilres  charta  obducendi  traditur  . 
Dilucidationes  fuper  methodo  elegantidima , qua  III.  de  la  Grange  ufus  e.'l  in 


. . . d»  dy 

integranda  aequatione  ditferentiali  — — 

\^X  VT 


De  infinities  infinitis  gradibus  tam  infinite  magnorum  quam  infinite  parvorum  . 
Determinatio  onerum,  quae  columnae  gellare  valent. 

Examen  infignis  paradoxi  in  theoria  columnarum  occurrentis. 

De  altitudine  columnarum  fub  proprio  pondere  corruentium. 

Rdflexions  lur  les  indgalitds  dans  le  mouvement  de  la  terre  , caule»  par  1’  a- 
Dion  de  Venus ; avec  une  table  des  corredions  du  lieu  de  la  terre  . 
Inveiligatio  perturbationum  , quae  in  motu  terrae  ab  adione  Veneris  produ- 
cuntur, cum  tabula  perturbationum  illarum  . 


Tom.  IE  t77S.  P.  IL 


De  curvis  triangularibus. 

De  menfura  angulorum  (olidorum. 

De  calibus  quibuldam  maxime  memorabilibus  in  analyfi  indeterminata  ; ubi 
imprimis  inlignis  ufus  calculi  angulorum  in  analjrfi  Diophantaea  o.lenditur . 
De  motu  olcillatorio  duorum  corporum  cx  filo  luper  trochleas  Iradudo  fuf- 

pen  forum . 

De  problemate  quodam  mechanico  faris  obvio  , at  folutu  difficillimo  . 

Solutio  gemina  problematis,  quo  motus  corporis,  filo  alicubi  alligati,  fuper 
plano  horizontali  quaeritur . 

Nova  methodus  motum  planetarum  determinandi. 

x Tom.  III.  1779.  P.  I. 

De  formatione  fradionum  continuarum  . 

De  tribus  numeris  quadratis,  quorum  tam  fumma  quam  fumma  produdorum 
ex  binis  fit  quadratum. 

Trigonometria  1’phaerica  univerfa  , ex  primis  principiis  breviter  & dilucide 
derivata  . 

De  motu  olcillatorio  mixto  piuriam  pendulorum  ex  eodem  corpore  mobili  fuf. 
penibrum . 

Invelligatto  motuum,  quibus  laminae  & virgae  elaflicae  contremifcunt. 

Coni; dura  circa  naturam  aeris,  pro  explicandis  phaenomenis  in  artaofphaera 
oblervatis . 

Annotatio  in  Diflertationem  Cei.  Kratzenfieinii , de  Tubi  iconantidiptici  five 

Nnnna  a 
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duplicantis  emendatione . ’ 

Theoria  parallaiceos  ad  figuram  terrae  fphaeroidicam  accommodata . 

Tom.  ii r.  1779.  p.  ir. 

De  ferie  Lambertina,  plurimifque  eius  infignibus  proprietatibus. 

De  motu  ofcillarorio  pendulorum  ex  filo  tenlo  dependentium  . 

Dilucidariones  luper  aliquot  calus  aequilibrii  difficiliores. 

Determinatio  omnium  motuum  , quos  chorda  tertia  & uniformiter  crafia  reci- 
pere potert . 

De  proprietatibus  triangulorum  mechanicis. 

De  figura  curvae  elallicac,  contra  obiefliones  quafdam  III.  d’  Alembert. 

Cautiones  neceflariae  in  determinatione  motus  planetarum  obiervanda. 

Tom. 'IV.  1780.  P.  I. 

Supplementum  calculi  integratis.  De  integratione  formularum  irrationalium. 

Nova  methodus  frafliones  quafcunque  rationales  in  fraftiones  fimplices  re- 
fol  vendi  . 

Evolutio  produfli  infiniti: 

(1  — *)  (1  — **)  (1  — ar>)  (1  — *«)  (1  — *•) 
in  feriem  fimplicem . 

De  mirabilibus  proprietatibus  numerorum  pentagonalium  . 

Problematis  cuiufdam  Pappi  Alexandrini  conflruflio. 

De  motu  libero  plurium  corporum  filis  colligatorum  fuper  plano  horizontali. 

De  vi  fluminis  ad  naves  furfum  trahendas  applicandi  . 

De  flatu  aequilibrii  maris  a viribus  (olis  & lunae  foliicitati. 

Determinatio  facilis  orbitae  cometae , cuius  ttanfitum  per  eclipticam  bis  eb- 
fetvare  licuit  . 

De  variis  motuum  generibus , qui  in  fetellitibus  planetarum  locum  habere 
poliunt  . 

De  motibus  maxime  irregularibus  , qui  in  fyllemate  mundano  locum  habere 
poliunt , una  cum  methodo  huiulmodi  motus  psr  temporis  fpatium  quan- 
tumvis magnum  protequendi  . 

Tom.  IV.  1780.  P.  II. 

De  ellipfi  minima  dato  parallelogrammo  reflangulo  circumfcribenda. 

Speculationes  circa  quafdam  idfignes  proprietates  numerorum  . 

De  plurimis  quantitatibus  tranlcendenribus  , quas  nullo  modo  per  formulis 
integrales  exprimere  licet  . 

De  induflione  ad  plenam  certitudinem  evehenda  . 

Dilucidariones  de  motu  chordarum  inaequaliter  cralfarum  . 

Dc  motu  penduli  circa  axem  cylindricum  fulcro  datae  figurae  incumbentem 
mobilis,  remota  friilione  . Dillertatio  prior  - 

De  motu  penduli  circa  axem  cylindricum  fulcro  datae  figurae  incumbentem 
mobilis  , habita  friflionU  ratione  . Dillertatio  altera  . 
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Nova  methodus  integrandi  formulas  difFcrentiales  rationales  , fine  fuMiJio 
quantitatum  imaginariarum  . 

De  duplici  gencfi  tam  cpicycloidum  quam  hypocydoidum  . 

De  curvis  reetificabilibus  [u  luperticie  coni  re^i  decendis. 

Dc  mirabilihus  propricr.<ribus  unciarum  quae  in  evolutione  binomii  ad  pote- 
fiarem  quamcunque  evc:ti  occurrunt  . 

De  olcillationibus  minimis  funis  libere  fufpcnfi  . 

De  perturbatione  motus  chordarum  ab  earum  pondere  oriunda' . 

De  perturbatione  motus  planctarum  & cometarum  . 

Tom.  V.  1781.  P.  ir. 


Plenior  explicatio  circa  comparationem  quantitatum  in  formula  integrali 

/*  Zf/si 

— — . contentarum  , denotante  Z funSlioncm  quam- 

V(l  + mxx+nz*) 

cunque  rationalem  ipfius  z. 

Uberior  evolutio  comparationis  , quam  inter  arcus  feflionum  conicarum  infti- 
tuere  licet  . 

De  numero  memorabili  in  fummatione  progreff.  harmonice  naturalis  occurrente  . 
Dc  infignibus  proprietatibus  unciarum  binomii  ad  uncias  quorumvis  poiyno- 
miorum  extenfis  . •»  . 

De  efle&u  friSionis  in  motu  voiutorio  . 


MEMOIRES  DE  L’ ACADEMIE  ROYALE  DES 
SCIENCES  DE  PARIS. 

AntteV  1765. 

Prdcis  d’ une  Theorie  generale  de  Dioptriquc. 

Annde  1778. 

Elfai  d’une  Theorie  de  la  rcfillance  qu’eprouve  U proue  d'un  vailTeau  dan» 
fon  mouvement . 


RECUEIL  DES  PIECES  QUI  ONT  REMPORTE  LES  PRIX  DE 
E’ ACADEMIE  ROYALE  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 

• '•  ' ; Tome  II. 

Meditationes  fuper  Problemate  nautico  de  implantatione  malorum.  1717. 

Tome  IV. 

Didertatio  de  igne,  in  qua  eius  natura  & proprietates  explicantur.  175S. 
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Inquilitio  phyGea  in  caufam  fluxus  & refluxus  maris.  1740. 

Tome  V. 

De  obfervarione  inclinationis  magneticae  diflertatio.  174J. 

Diliettatio  de  magnete.  1744. 

Tome  Vlf. 

Recherches  fur  la  queflion  des  indgalirds  du  mouvement  de  faturne  Sc  de 
Jupiter.  1748. 

Recherches  fur  les  irrdgularitbs  de  Jupiter.  175». 

Tome  VIII. 

De  promotione  navium  fine  vi  venti.  175}.  - \ 

Invc;tigatio  perturbationum , quibus  planetarum  motus  ob  aftionem  eorum 
mutuam  afficiuntur  17515.  ' 

Examen  des  efibrts  qu'  ont  a fourenir  toutes  les  parties  d’  un  vailTeau  dans  lc 
roulis  & dans  le  tangage.  1757. 

Tome  IX. 

Theorie  de  la  Lune  & fpdciellement  fur  l’c'quation  feculaire.  177». 

Neuvelles  recherches  fur  le  vrai  mouvement  de  la  Lune.  1772. 


MISCELLANEA  BEROLINENSIA . 

Tam.  VII.  174J. 

Determinatio  orbitae  cometae  Anno  r742.  obfervati . 

Theoremata  circa  reduftionem  formularum  integralium  ad  circuli  quadraturam  . 
De  inventione  integralium,  fi  poti  integrationem  variabili  quantitati  determi- 
natus valor  tribuatur . 

Diflertatio  altera  de  lummis  ferierum  reciprocarum  ex  poreftatibus  numero- 
rum naturalium  ortarum  . 

De  integratione  aequationum  diflerentialium  ahiorum  graduum. 

■ e— — — 

< ...  • ..4  c..  • _ . 

MEMOIRES  DE  L’ ACADEMIE  R.  DE  SCIENCES  DE  BERUN  . 

Tom*  I.  Annde  1745. 

Sur  Ia  lumiire  & les  couleurs. 

Sur  le  choc  & la  preflion.  t 


8}i 

Sur  la  nature  des  moindres  particules  de  h matiire. 

Sur  de  nouvelles  tables  allronomiques  pour  calculer  Ia  place  dn  Soleil. 

Sur  le  mouvement  des  noeuds  de  la  Lune  & lur  la  variation  de  Ion  incli- 
naifon  a 1‘dcliprique. 

Sur  quelques  propridids  des  frdions  eoniques . 

Sur  le  mouvement  des  corps  flexibles. 

Sur  la  force  de  percuflion  & de  la  vtfritable  mefure . 

Sur  quelques  proprieies  des  leitions  eoniques,  qui  conviennent  i une  infinitd 
d'  autres  iignes  courbes . 

Tom.  H.  Annde  174«. 

Rcchercbes  phyfiques  fur  la  caufe  de  la  queve  des  Cometes,  de  la  Iumiire 
botdalc  Sc  de  la  Iumiire  xodiacile . i u--  ..  v • 

Mdmoire  furTeffer  de  la  propagation  luccelCve  de  it  Iumiire  dans  1’appari- 
tion  rant  des  Planites  que  des  Comites  . 

Mcmoire  lur  la  plus  grande' dquation  des  Planite» , 

Tom.  III.  Annde  1747. 

Rfcberches  fur  le  mouvement  des  corps  cdlertes  en  gdndral.  , 

Methode  pour  trouver  les  vrais  momens  tant  des  nouvelles  que  des  pleines 
lunes . . ,ji  ; 

Mdchode  de  trouver  le  vrai  lieu  gdocentrique  de  la  Lune  par  1' obfervatiou 
de  Toccultarion  d’une  dtoile  fixe. 

Mehhode  de  ddtermincr  la  longitude  des  lieux  par  1’ obfervation  d' occulta- 
tions  des  dtotles  fixes  par  la  Lune. 

Mdmoire  fur  la  force'  des  rames. 

Rcriexions  lur  la  derniire  ddipfe  du  Soleil  du  25  Juillet,  de  l'annde  174!. 

Sur  la  perfeftion  des  verres  objeflifs  des  lunettes. 

* Tom.  IV.  Annde  1748. 

Sur  les  vibrations  des  cordes. 

Sur  1'accord  des  deux  derniires  dclipfes  du  Soleil  & de  Ia  Lune  avec  tues 
tables,  pour  trouver  les  vrais  momens  des  pleni  - lunes  & novi- lunes. 

Sur  1’Atmofphire  de  la  Lune,  prouvde  par  la  derniire  edipfc  annulaire  du 
Soleil . 

Sur  le  frottement  des  corps  folidds . 

Sur  la  diminution  de  la  rdfillance  du  frotremenf. 

Recherches  fur  les  plus-grands  & les  plus-petits  qui  fe  trouvent  dans  les  aflions 
des  forces  . 

Rdfiexions  fur  quelques  loix  gdndrales  de  la  nature  , qui  s’  obfervenr  dans  les 
effets  des  forces  quelconques . 

Sur  une  contradi&ion  apparente  dans  la  do&rine  des  Iignes  courbes  . 

Dcmonllration  fur  le  nontbre  des  points  , oit  deux  Iignes  d'  un  ordte  quelcon- 
que  peuvent  fe  couper . 

Rcriexions  fur  1’  efpacc  & le  tems  . 


■Tom.  V.  Ann£e  »74?.  ' ' ' h *'  •'  'I 

• • ••  rti  i • t 

De  Ia  controverfe  entre  Mrs.  Leibnitz  & Bernoulli  fur  les  logarithmes  des 

rombres  ocgatifs  & imaginaircs  . 

Sur  Ic  poinr  de  rebioullemcnt.  de  la  feconde  elpJce  de  Mn  le  Marquis  dc 
1’  H ’ pjtal  . . i 1 .■  u.  i - 

Recherches  fur  les  racines  imaginaires  des  dquations  . -i  •<  • ■>.;  I i , 

Rcchctchrs  furia  ptecellion  des  dquinoxes , dc  fur  U nurarion  de  1’  axe  de  Ia  terre  . 

De  la  parallaxe  de  ia  Lune  , tant  par  tapporl  a la  bauteur  qu' a fon  azimuth  , 
dans  1'  Itypothile  de  la  terre  fphdroidique  . 

. • * 

Tom.  VI.  Anntfe  1750. 

■ f|  ■,!.  , '3  -.1  vl  w.r.” * ; » 

Ddcouverte  d’un  nouveau  principe  de  Mdciuique  . r r'  -S  . ! . 1 

Retiexions  fur  les  divets  degrds  de  lumtire  du  SoleiI  & des  autres  corps 

ce‘ledes  . 

A verf. Kernent  au  fujet  des  recherches  fur  la  prdccffion  des  equinoxes  . 
Recherches  lur  1’  origine  des  forces  . 

Lcttre  a Air.  Mcrian. 


Tom.  VIR  Annde  1751.  ’ ' *••  * ‘*  rr 

•:  ' . • • a>:  a 

Harmonie  entre  les  principes  gdneraux  de  repos  & dc  mouvemcnt  de  Mr.  de 
Maupertuis  . 

Sur  le  principe  de  Ia  moindre  aflion  . 

Examen  de  la  dilTertation  de  Mr.  le  Prof.  Kocnig,  infcree  dans  les  ASes  de 
Leipzig  , pour  le  mois  dc  Mats  , 1751. 

Additioa  k cet  examen  . 

Ellai  d’une  de'monllration  mdtaphyfique  du  principe  gdntfral  de  1’ dquilibre  . 
Caicul  dc  probabilitd  dans  le  jcu  de  rencontre  . 

Application  de  la  macbine  hydtaulique  de  Mr.  Segner  i toutes  fortes  d’ouvra- 
ges  , & de  fes  avantages  fur  les  autres  machines  hydrauliques  dont  on  fe 
• fert  ordinairement . 

Recherches  fur  une  nouvclle  maniire  d' cie  ver  de  I’eau  , propolce  par  Mr. 
Demour  . 

Tom.  VIII.  Anntfe  175J. 

Sur  le  mouvement  de  1’  eau  par  des  tuyaux  de  conduite  . 

DilculHon  plus  particulare  dc  dtverfes  manieres  d' elever  de  1’  eau  par  le 
, moyen  des  pompes  avee  le  plus  grand  avamage  . 

Alaximes  pour  arranger  le  plus  avantageulement  les  machines  deflindes  i dleve» 
de  1’  eau  par  Ic  moyen  des  pompes  . 

ElTai  d'  une  rxpiication  phyilque  des  couleurs  engendrees  fur  des  furfacet 

extreroement  mtnees  . 

Tom.  IX.  Anr.ee  175J. 

Remarques  fur  les  memoires  de  Mr.  Dan.  Bernoulli , qui  roulent  fur  Ia  coutbe 

que 
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que  fait  une  corde  tendue  mife  en  vibration  , & fur  les  differentes  c .pi- 
ces de  vibrarion  des  cordes  . 

Principes  de  la  Trigonamdtrie  fphdrique  tires  de  !a  methode  des  plus-grands 
& des  plus  - perits  . 

Elcbnens  de  Triponomctrie  fphdroidique  , tire's  de  la  methode  des  plus-gr.inds 
(V  des  plus  - petits . 

Examen  d’  une  controverfe  fur  la  loi  de  refraflion  des  r.iyons  de  differentes 
couleurs  , par  rapport  i la  diverfite  des  milicux  tranfp-irens , par  lefquc-ls 
iis  tont  tranlmis  . 

Recltetches  fur  la  veritable  courbe  que  decrivent  les  corps  jertes  dans  1’aircu 
dans  un  autre  Ruide  quelconque  . 


Toni.  X.  Annde  1754.- 

De  la  refraclion  de  la  lumiJre  cn  paffant  par  1’  armofphJre  , felon  les  dlvers 
degrds  tant  de  la  chaleur  que  de  1’  clailicitc  de  1’  air  . 

ReRexions  fur  un  problime  de  Gcomdtrie  traitc  par  quelques  Geometres , Se 
qui  eit  neanmoins  impoilible  . 

Recheiches  phyliques  lur  la  diverfe  refrangibilitd  des  rayons  de  lumidre  . 
Theorie  plus  complecte  des  machtnes  qui  lont  miles  en  mouvement  par  la  rea- 
dum  de  l eau  , 

De  la  varcation  de  la  latitude  des  dtoiles  nxes  & de  1’ obliquitd  de  1'  deliptique . 

Tom.  XI.  Annce  1755. 

Principes  gdndraux  de  1’dflat  d’  dquilibre  des  fluides  . 

Principes  gdndraux  du  mouvernent  des  fluides  • 

Continuation  det  recherches  fur  la  Theorie  du  mouvement  des  fluides  . 

Tom.  XH.  Annde  1756. 

Recherches  plus  exafles  fur  1’  effer  des  mnulins  i vent  . 

Expcriences  pour  determiner  la  refraftion  de  toutes  fortes  de  liqueurs  tranf- 
parentes  . 

Sur  1’  aftion  des  fcies . 

Expofition  de  quelques  paradoxes  dans  le  calcul  intdgral  . 

Tom.  XIII.  Annde  1757.. 

Recherches  fur  la  dddinaifon  de  1’  aiguilte  aimantee  . 

Sur  la  force  des  colonnes  . 

Regles  aeneralea  pour  la  conflruflion  des  tdlefcopes  & des  microfcopes  , de 
* ‘ quelque  nombre  de  verres  qu’  iis  foient  compo  es  . 

Recherches  fur  les  lnnctces  a trois  verres  qui  repreffentent  les  obiets  renverfds . 

Tom.  XIV.  Annde  1758. 

Recherches  fur  la  connoiffancc  mdeanique  des  corps  . 

Ooooo 


Du  mouvement  de  rotation  des  corps  folides  autour  d’un  axe  variabl?  , 

Remarques  generales  fur  le  mouvcuient  diurne  des  Planetes  . 

Tom.  XV.  Annec  1759. 

De  la  propagation  du  fon  . 

Supplentem  aux  recherches  fur  la  propagation  da  fon  . 

Continuation  des  recherches  fur  la  propagation  du  fon  . 

Recherches  fur  Ie  mouvemenr  de  rotation  des  corps  cdleftes  . 

Solution  d’  une  queftion  curieufe  qui  ne  paroit  foumife  a aucune  analyfe  , fur 
la  marche  du  cavalier  fur  Pechiquier  . 

Tora.  XVI.  Annde  1760. 

Recherches  fur  le  mouvemcnt  des  rivifres, . 

• Recherches  fur  la  courbure  des  fur  faces  . . 

Recherches  gtndrales  fur  la  mortalitd  & la  multiplication  du  genrc  huraain  . 

Sur  les  rentes  viagires  . 

Du  mouvemcnt  d' un  corps  folide  quelconqut  , lorfqu’il  tourne  autour  d’  ua 
axe  mobile  . 

Problfine  : un  corps  drant  attird  en  raifon  rdciproque  quarrde  des  didances 
vers  deux  points  fixes  donnes  , trouver  le  cas  oh  la  courbe  decrite  par 
ce  corps  fera  algcbrique  . 

Tom.  XVII.  Annde  1761. 

• Remarques  fur  un  beau  rapport  entre  les  fdries  des  puiflanees  tant  di refles 

que  rcciproques  . 

Recherches  fur  la  confulion  des  verres  dioptriquos  caufee  par  leur  ouverture  . 

Recherches  fur  les  nioyens  de  diminuer  ou  de  rdduite  merae  It  ticn  la  confu- 
(ion  caulee  par  1’  ouverrure  des  verres  . 

Nouvelle  raanidre  de  perfeffionner  les  verres  ob/eftifs  des  luncttes  . 

Determination  du  champ  apparent  , que  dccouvrent  eant  les  telofcopes  que 
les  microfcopes  . 

Rdglcs  gdnerales  pour  Ia  condruftion  des  tdlefcopes  & des  microfcopes  . 

Sur  la  perfeflion  des  luncttes  altronomiqucs  qui  rcprcTentent  les  objets  renverfes  . 

Tora.  XVIII.  Annde  1762. 

Confiddrations  fur  les  difficultcs  qu’on  rencontre  dans  I’  exdeution  des  verres 
objeffifs  Jelivrds  de  toute  confulion  . 

Recherches  fur  les  tdlefcopes  a rcRexion  Sc  les  moyens  de  les  perfeflionner  . 

Recherches  fur  une  autre  coritlruftion  des  relefcopes  1 reflexion  . 

Sur  la  confulion  que  caufe  dans  les  inllrumens  dieprriques  la  diverfe  rdfran- 
gihilitd  des  rayons  .. 

Confiddrarions  fur  les  nouvclles  luncttes  d’Anglcterre  de  Mr.  Dollond  , Se 
fur  le  principe  qui  eh  efl  le  Tondentem. 

Sur  les  avantages  des  verres  objcftfft  echtpofds  de  deua  verres  Cmples  . 
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Rjfclrques  fuf  1’efiFet  du  frottement  dans  lVquilibre  . 

Tom.  XIX.  Annde  i7<5j. 

Nouveile  methode  de  ddcertniner  les  ddrangemens  dans  le  mouvemer.r  d:e 
corps  ccledes , caules  par  leur  aflion  mutuelle  . 

Reflexions  fur  les  divertes  maniires  , donr  on  peut  repre lenter  le  mouvement 
de  Ia  Lune  . 

ConfcVrations  l’ur  le  Problfme  des  trois  corps  . 

Nouveile  manicre  de  comparer  les  obfervations  de  la  -Lune  'aves  Ia  Theorie  , 

Du  mouvement  des  abfides  des  Satellites  de  Jupiter  . 

Tom.  XX.  Annee  1764. 

Nouveile  trtfhode  d’  dliminer  les  quantites  incottnues  des  dquations . 

Recherches  lur  les  microlcopes  (imples  & lur  les  moyens  de  les  perfefIionr.tr, 

Recherches  lur  les  microfeopes  i trois  verres  , & les  moyens  de  les  per- 
feflionner  . . ; 

Sur  1’  avantaqe  du  banquier  au  jeu  de  Pharaon  . 

Conjeflure  lur  la  raifon  de  quelques  diilonances  geWralement  relues  dans  la 
mudque  moderne  . 

Des  luoettes  i trois  verres , qui  repreTentent  les  objets  debout  . 

Tom.  XXI.  Annee  1 7<SS- 

Sur  la  probabilite'  des  fequences  dans  la.  lotterie  Genoife  . 

Sur  le  mouvemenr  d'  une  corde  qui  au  comtnencement  n'  a ere'  cbranlce  c ne 
dans  une  partie  . 

Edairciliemens  pius  ddtai!le's  fur  la  gcWration  & la  propagation  du  fon , & 
fur  la  formation  de  1’  ccho  . 

Tom.  XXII.  Annde  i7dd. 

Conllruflion  des  objeflifs  compotes  de  deux  differentes  fortes  de  verre  , qui  ne 
produifent  aucune  confulion  , ni  par  leur  ouverture  , ni  par  la  differente 
refrangibiliuf  des  rayons  , avec  la  manidre  la  plus  avantageufe  d’ en  faire 
des  iunettes  . 

Condruflion  des  objeflifs  compotes , propres  a detruire  toute  la  confulion  dans 
les  Iunettes  . 

Rbrtcxions  lur  ia  mamdre  d’  examiner  la  ic'fraflion  du  verre  par  le  moyen 
des  prilmes  . 

Correflions  ndceffaires  pour  la  Theorie  de  la  dddinaifon  magnetique,  propo- 
fc'e  dans  le  XIII.*  Volume  des  Mcmoires  de  1’Acaddmie  . 

Tom.  XXIU.  Annde  1767. 

Methode  pour  porter  les  verres  objeflifs  des  Iunettes  I un  plui  haut  degre' 
de  perfeflion  . 


To.n.  XXV.  Antice  17^7. 

Solution  d' une  quefticn  trds  - d flicile  dans  le  calcul  des  prob.-bilircs. 

NOUVEAUX  MEMOIRES  DE  L’ ACADEMIE  DES  SCIENCES 
ET  BELLES  LETTRES  DE  BERLIN. 

• Annde  1771. 

Extrait  d’  une  Iettre  de  Mr.  Euler  1 M>.  Bernoulii  , concernant  le  memoire 
imprimd  parnsi  ceux  .de '1771.  p.  31.8.  p.  35.  " 

Anntfe  177  6. 

Extrait  d’  une  Iettre  de  Mr.  Euler  i Mr.  Beguelin  , concernant  les  nombres 
premiers  . 

»■  -■■■  .-l.  ra 

ACTA  ERUDITORUM  LIPSIENSIA  . 

Anno  1733. 

Conflruflio  aequationum  quarundam  differemialium  , quae  Indetertninatatuhj 
feparationcm  non  admittunt  . 1 

Anno  t744- 

Solutio  problematis , menf.  Nov.  1743.  propolin  . 

Anno  1773. 

Novae  dcmonrtrationes  circa  rcfolutionem  numerorum  in  quadrata  . 


JOURNAL  LITTERAIRE  DE  L’ ALLEMAGNE. 
Mois  de  Janv.  & Fevr.  1751. 

Dccourerte  d'une  loi  extraordinaire  des  nombres. 
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MISCELLANEA  TAURINENSIA  . 

Tora.  IF.  1760-1751. 


lettre  i Mt.  de  l.i  Grange  , conrenant  des  recherches  fur  la  propagation  des 
ebranlemens  dans  un  milicu  dlallique . 


Tom.  IFF.  1761-1765. 


EelaircilTemens  fur  le  mouvement  des  eordes  vibrsptes. 

Recherches  fur  le  mouvement  des  eordes  ine'galement  dpaifTes. 
Recherches  fur  1’inrdgration  de  1’dquation  difldrentio  - dilidrentielle . 


Recherches  fur  les  nnuvelles  lunettes  de  cinq  6c  lix  verres,  Jc  fur  leur  per- 
feciion  ultdrieure. 


: - «_J  1 

Obfervationcs  circa  inregralia  talium  formularum:  /x  f-t  dx  (r  — x)  u , polito 
pol)  integrationem  x—  1 . 


DISSERTATIONES  IN  SOCIETATE  SCIENTIARUM 
FLISSINGENSI.  PARS  IX. 

Recherches  fur  one  nouvclle  efpece  de  quarrds  magiques . 


IN  CALENDARIO  ASTRONOMICO  BEROLINENSI  An.  178;. 


Theorie  der  Parallaxe  fiir  die  fpharoidifche  Geltalr  der  Erde. 


DISSERTATIONES  IN  SOCIETATE  OECONOMICA 
PETROPOLITANA  PARS  VI. 

Nachricht  von  cinem  neuem  Mittel  xur  Bermehrung  des  Getreide; 


DISSERTATIONES  INEDITAE  . 

Solutio  problematis  difficillimi  ex  metbodo  tangentium  inverfa. 
De  fymptomaribus  quatuor  punitorum  in  eodem  plano  litorum. 
De  defcenfu  baculi  fuper  cylindro. 


838 

De  motu  globi  fcetetogenei  fupcr  plano  horizontali , eiufque  motu  a fnfKone 

impedito . 

De  motu  globi  circa  axem  obliquum  quemcunque  gyrantis  & fuper  plano  ho- 
rizontali incedentis. 

Methodus  motum  corporum  tam  perfefle  flexibilium  quam  utcunque  elafl  eo- 
rum non  in  eodem  plano  litorum  determinandi . Dillertatio  prior . 
Methodus  motum  corporum  tam  Scc.  Differtatio  altera . 

Confideratio  motus  plane  lingularis,  qui  in  filo  pertefte  flexili  locum  habete 
poteti. 

De  traiefloriis  reciprocis  tam  rcflanguiis  quam  obliquangulis. 

Commentatio  de  curvis  tra&oriis. 

Conliderationet  fuper  rraieihtoriis  tam  re&angulis  quam  obliquangulis. 

Dc  tra&oriis  compoiltis. 

De  miris  proprietatibus  curvae  clallicae,  fub  aequatione:^! 


/xx  d x 


contente. 

EroJ.itio  difficultatis  fuper  figura  terrae  a vi  centrifuga  oriunda. 

x'dx 


Speculationes  fuper  formula  integrati  : J' ~ 


■ , ubi  limul 


V(xa-\-zbx  + cxx) 
egregiae  obfervationes  circa  fra&iones  continuas  occurrunt. 

Inveliigatio  curvarum  quae  fimiles  iint  fuis  evolutis  primis,  fecundis,  tertiis, 
vel  ordinis  coiulcuncgne . . 

Novae  demonflrationes  circa  divifores  numerorum  formae  xx  -J-  nyy. 

De  motu  languinis  per  arterias . 

De  motu  ofciilatorio  tabulae  fulpenfae  & a vento  agitatae. 

De  transformatione  feriei  divergentis  : 

i — mx-f-m( m-f-ji)x‘  — n»C  nr  -f-  x)(m  -j-  2>tJ  * 1 -f-  &c. 
in  fraQionem  continuam  . 

De  viribus  centripetis  ad  curvas  non  in  eodem  plano  fitas  deferibeodas  requiiitis . 

Evolutio  formulae  integraiis:  f d x ( — 1 — -f-  7—  ) > * termino  *=  o ulque 

\* — x Ix  / 

ad  *=:  1 extenfae.  

De  fummatione  ferierum , in  quibus  terminorum  ligna  alternantur. 

Uberior  explicatio  methodi  lingularis  integralia  alias  maxime. -abfcwjita  'B* 
vefligandi . 

Methodus  facilis  inveniendi  inregrale  huius  formulae  : 

’ d x *■+"  f — 2 x"  cof.  2 •+•  xn~*.  1 n v j-'-; 

x *• — 2*"co(!3-j- 1 

cafu  quo  port  integrationem  ponitur  arzz;i  <$c  xrroo  . 

Innumera  theoremata  .circa  formulas  integrales , quorum  demonflratio  vires 
Analyfeos  fuperare  videatur. 

De  fummo  u Iu.  calculi  imaginariorum  in  Anaiyfl.  :<  ■ 

De  lingulari  ratione  dttferentiandi  & integrandi , quae  in  fummis  ferierum 
occurrit . . . > r :‘i. 
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Spctitr.cn  lingulare  Analyfeos  infinitorum  indeterminato. 

De  innumeris  generibus  fcricrum  maxime  memorabilium  , quibus  omnium 
aequationum  algcbraicarum  non  folutn  radices  iplae,  Icd  etiam  quaecunque 
earum  poteiiates  exprimi  poliunt. 

Analyfis  facilis  & plana  ad  eas  feries  maxime  ahftrufas  perducens,  quibus 
omnium  aequationum  algebraicarum  non  folum  radices  iplae , led  ejiam 
quaevis  eorum  poteiiates  exprimi  poliunt. 

De  multiplicatione  angulorum  per  faftores  expedienda  . 

Methodos  generalis  invelligandi  radices  omnium  aequationum  per  approxima- 
tionem.  _ 

Innumerae  aequationum  formae  ex  omnibus  ordinibus,  quarum  rcfolutio  exhi- 
beri potert.  ...  . ' 

Nova  dcmoniiratio , ouod  evolutio  poteliatum  binomii  Newtoniana  etiam  pro 
exponentibus  fraffis  valeat. 

De  innumeris  corvis  algebraicis,  quarum  longitudo  per  arcus  parabolicos  me- 
tiri potefl  . 

De  innumeris  curvis  algebraicis , quarum  longitudo  per  arcus  ellipticos  meutt 
pmcft. 

De  curvis  algebraicis , quarum  longitudo  exprimitur  hac  formula  integrali : 

v 'H~ 1 dv 


/i 


- V(i  — v2  ) 

De  binis  curvis  algebraicis  inveniendis,  quarum  arcus  indefinite  inter  (e  unt 

aequales . 

Quatuor  theoremata  maxime  notatu  digna  in  calculo  integrali . . 

De  lineis  reiiificabilibus  in  fuperficie  Ijphaeroidica  quacunque  geometrice  du- 
cendis. . . 

De  formulis  differenrialibus , quae  per  tres  plurefve  quantitates  datas  multi- 
plicatae fiant  integrabiles. 

De  termino  generali  feriorum  hypergeometricarum  . 

De  iterata  integratione,  dum  aliquis  exponens  pro  variabili  atiumitur. 

Variae  confiderationes  circa  feries  hypcrgeometricas. 

De  duabus  pluribulve  curvis  algebraicis , in  quibus  fi  a terminis  fixis  arcus  ae- 
quales ablcindantur , eorum  amplitudines  datam  inter  fe  teneant  rationem. 
De  methodo  tangentium  inverfa  ad  theoriam  folidorum  translata. 

Methodus  facilis  ducendi  radios  ofculi  curvarum,  ex  methodo  maximorum 
ac  minimorum  petita. 

De  fuperficie  coni  fcaleni,  .. 

Plenior  expofitio  ferierum  illarum  memorabilium,  quae  ex  unciis  poteitatuta 
binomii  formantur. 

/dxV(  i -f  x O 

i : t aliarumque  fimilium  . 

I — tt* 

De  vero  vaiore  huius  formulae  integra  Jis _/"  dx(l‘m')m  abx“oadxm. 
Exercitatio  aualytica. 

/i  ^ P'  t 

— ab  x — o ad  x rr  t . 

V^(l— *’•)  — » 
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D;  «juad-atis  magicis. 

De  mota  trium  corporum  fe  mutuo  attrahentium  fuper  eadem  linea  rcSa . 

De  radicibus  aequationis  infinitae : 

tL *_1 L& 

' 1 »(»+- 1>  ' »:»  + ij[n  -t*2A»  + 3) 

Determinatio  onerum,  quae  columnae  gciiire  valent. 

E.olutio  problematis,  cuius  Solutio  anaiytica  etl  difticillima , dum  fynthetica 
per  le  eil  obvia. 

De  fingulari  genere  quaedionum  Diophaatearum , & methodo  maxime  recon- 
dita eas  reiolvendi . 

Exercitatio  analytica,  ubi  imprimis  feriei  maxime  generalis  fummatio  traditur. 
De  curvis  hvpcrboiicis,  quae  intra  luas  atlymtotas  Ipatium  finitum  inciuduat . 
Problema  geometricum  ob  lingularia  iymptomata  imprimis  memorabile. 
Dilucidationes  fuper  formulis  , quibss  Imus  '6 c coiinus  auguiotum  multiplorum 
exprimi  folent  , ubi  ingentes  difficultates  diluuntur  . 

Obfcrvationcs  generales  circa  feries  , quarum  termini  fecundum  finus  vel  coti- 
nus angulorum,  multiplorum  progrediuntur  . 

De  integrationibus  maxime  memorabilibus  ex  calculo  imaginariorum  oriundis ; 
cum  lupplemento  . 

De  integrationibus  difficillimis  , quarum  integtalia  tamen  aliunde  exhiberi  pofTunt . 

/d  Z ( 2 +•  z z) 

— —— — — , per  loga- 

(f  + zs)V"  (x  f zz  + z*) 

rithmos  & arcus  circulares  . 

De  formulis  differentialtbus  fecundi  gradus  , quae  integrationem  admittunt  . 
De  infigoibus  proprietatibus  formularum  iutegraliu.n  praeter  binas  variabiles 
etiam  earum  niffcrentialia  cutulcunguc  orjmis  involventium  . 

Ulterior  dilquifitio  de  formulis  imegraiibus  imaginatus  . 

/’  jx 

_ 

(i  — i) 

contentae  . .... 

Integratio  formulae  cuiufdam  differenti  a Iis  maxime  irrationalis  , quam  tamen 
per  logarithmos  5c  arcus  circulares  cxped're  licet  . 

Formae  generales  differentialium  , quae  etli  nulla  lubilitutione  rationales  reddi 
polluor,  tamen  integrationem  per  logarithmos  3c  arcus  circulares  aditiitrunt . 
De  infigni  ufu  calcnli  imaginariorum  in  calculo  integrali  . 

De  calibus  quibus  formulam  -f-  k *xyy  -+-/4  »d  quadrarum  reducere  licet. 

....  C </z 

Integratio  fuccinta  formulae  maxime  memorabilis:  I j • 

(3  + zz)vr(l  + jzz) 

De  formulis  diffcrentialibus  angularibus  maxime  irrationalibus  , quas  tamen 
per  logarithmos  & arcus  circulares  integrare  licet . 

Methodus  facilis  inveniendi  feries  per  finus  cofinufve  angulorum  multiplorum 
procedentes , quarum  uiu;  in  univerfa  theoria  Albonomiae  e it  amplilfiflius . 
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Memorabile  getms  formularum  diRerentialium  maxime  irrationalium  , quas 
tameq  ad  rationalitatem  perducere  beet  . 

Difquilitio  ulterior  fuper  feriebus  fecundum  multipla  cuiufdam  anguli  pro- 
gredientibus . 

Evolutio  formulae  analytic»e  , eui  theoria  Aflronomiae  potiffimum  innititur  . 

De  centro  fimilitudinis . 

Solutio  problematis  maxipic  cuiioG  , quo  inter  omnes  el.ltpfes  , quae  circa 
datum  triangulum  circumfctibi  poliunt  , ea  quaeritur  , cuius  area  fit 
omnium  minima  . 

Problema  geometricum  : inter  omnes  eilipfc;  , quae  per  data  quatuor  punfla 
traduci  potiunt  , eam  definire  , quae  habet  aream  minimam  . 

Supplementum  in  Calculi  Integralis  Tona.  I.  Cap.  VI. 

Do  inventione  longitudinis  locorum  ex  obfervata  altitudine  fixarum  . 

Eclaircidemens  fur  le  mdtnoire  de  Mr.  de  la  Grange  , (Mifc.  Taur. ) concer- 
nam la  me'thod«  de  prendre  le  milteu  entre  les  rcfuhats  de  plulieurs 
obfervations  . 

Recherches  tu»  qurlques  inttfgrations  rdmarquables  dans  1’  Analyfe  des  fonSions 
i deux  variables  , connues  lous  le  nom  de  diffcrcnccs  partielles  . 

Intdgration  d'  une  eiplce  remarquible  d’  dquation  ditTcrenticlIe  , dans  1’  Ana- 
lyfe des  fonftions  St  deux  variables  . 

Invetligatio  fuperficierum  , quarum  normales  , ad  datum  planum  produdae  , 
fint  omnes  inter  fe  aequales  . 

Exempla  quarundatn  memorabilium  aequationum  dififerentialium  , quas  adeo 
algebraice  integrare  licet  , ettamfi  nulla  via  pateat  variabiles  a fe  invi- 
cem leparandi  . . 

Refolutio  formulae  Diopftanteae  : *t(.Hi4*-^nH)=zcJ(mcc-\-ndd)  per 
numeros  rationales  . 

Invetligatio  trianguli  , in  quo  diilantiae  angulorum  ab  eius  centro  gravitatis 
rationaliter  exprimantur  . 

De  corporibus  cylindricis  incurvatis  . 

Enodatio  infignis  paradoxi  in  determinatione  perturbationum  motus  planeta-  » 

rum  occurrentis  . 

Speculationes  fuper  area  triangulorum  fphaericorum  . 

Utrum  hic  numerus  1000009  fit  primus  , nec  ne?  inquiritur  . 

Methodus  generalior  numeros  quofvis  fatis  grandes  perferurandi  , utrum  fint 
primi  nec  ne  . 

Facillima  methodus  plurimos  numeros  primos  praemagnos  inveniendi  . 

fle  formulis  fpeciei  »!»»■(-«;;,  ad  numeros  primos  explorandos  idoneis  , 
earumque  mirabilibus  proprietatibus. 

De  variis  modis  numeros  praegrandes  examinandi  utrum  fint  primi  , nec  ne  . 

Qbfervariones  lingulares  circa  aequationes  differentiales  lineares  . 

De  formulis  integralihus  implicatis  earumque  refolutione  fic.  transformatione  . 

Regula  facilis  problemata  Diophantea  per  numeros  integros  expedite  refolvendi . 

Additamentum  ad  difiertationem  Tom.  XI.  Nov.  Comment.  infertam. 

De  evolutione  potelfatis  polynomialis  cuiufcunq. :(  1 -f- x -f-  xx -}-  x 1 4-&c.  ) ». 

Difquilitiones  analyticae  luper  evolutione  potellatis  trinomialis  (1  -J-xx-f** 

Specimen  transformationis  lingularis  ferierum  . 
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Difquifitio  coniefluralis  fuper  formula  integrali  J q)  » 

. . . . • • • nr\f«(Umai  Kln<« 


— \ ’ T/ 

Demonflratio  infignis  theoremati?  numerici  circa  uncias  poteflatum  binomalium  . 
Demomlratio  theorematis  inGgnis  , per  coni  cituram  eiuu  , circa  integratio- 

/»  d 0 cof.  i 0 

■ — : 7 ; izt  • 

(i  -\-aa — 2uC0f.(p)  ^ 

Methodus  nova  & facilis  omnium  aequationum  algebraicarum  radice»  non 
folum  ipfas  , fcd  etiam  quafcuoque  earum  potettates  per  feries  concinnas 
exprimendi  . ' . 

De  refolutione  fra&ionum  compofitarum  ?n  Gnipliciores  . 

Methodus  facilis  inveniendi  radium  olcult  procurvis  non  in  eodem  plano  ntiSa 

, A dx 

Integratio  aequationis  differentialis  : d y T" y Y "*  — ii  x f cxx/* 

Accuratior  evfilutio  problematis  de  linea  breviltima  in  iuperficie  quacunque 
ducenda  . . ‘ . 

De  lineis  curvis  non  in  eodem  plano  fitts  , quae  maximi  vel  mimmi  praprie- 
tate  funt  praeditae  . 

Methodus  Gngularis  refolvendi  aequationes  difTcrentiales  fecundi  gradus  . _ 
De  infigni  paradoxo  , quod  io  analyfi  maximorum  & minimorum  occurrit. 
Solutio  problematis  ob  lingularia  calculi  artificia  memorabilis  . 

De  motu  quodam  maxime  memorabili  , fatis  quidem  limplici  , at  foiutu 

difficillimo  . . . „ 

Diiucidationes  fuper  problemate  quodam  geometrico  , ohm  a Iacobo  Ber- 

noulli  traflato  ..  _ . o. 

Solutio  completa  problematis  de  quadrifeflione  trianguli  per  duas  reflas  inter 

fe  normales  . 

De  fummatione  ferierum  in  hac  forma  contentarum  t 


-+T  + T + 
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Inveflieatio  quaremdam  ferierum  ,•  quae  ad  rationem  pe  ripheriae  circuli  ad 
diametrum  definiendam  maxime  funt  accommodatae,  cura  additamento. 
De  novo  genere  talium  ferierum  . . 

Solutio  facilior  problematis  in  Tomo  XVIII.  Comment  Nov.  pertraflati  , 
circa  triangulum  , in  quo  reflae  latera  oppoliw  bifecantes  rationaliter 

exprimamur  . m\x 

De  refolutione  formulae  integrilis  : f *m  * .}  . , . 

iu  feriem  femper  convergentem , ubi  ftmul  inligma  artificia  «irca  ferierum 
fiimmarioncm  explicantur. 

Solutio  quaetlionis  curiofae  ex  doflrina  combinatiomum  . t 

Solutio  facilis  problematis  geometrici  , quo  quaeritur  circulus  , qui  tre»  alias 
cire  ulos  datos  tangat  . . 

Solutio  facilis  problematis  geometrici  , quo  quaeritor  fphaera  , quae  quatuor 
alias  datas  tangat  . ■ T 

De  fetie  maxime  memorabili , qua  potcflas  binomulis  quaecunque  exprimi  potelt . 
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Methodus  nova  invefiigandi  omnes  eafus  , quibus  hanc  aequationem  differen- 
tio- differentialem  .•  <frf/(i— a*x) — i xd  x <iy  — c y il  x1  = o re- 
folvere  licet  . 

De  fraflionibus  continuis  Wallifii  . 

De  feriebus  memorabilibus  , quibus  finus  & cofinus  angulorum  multiplorum 
exprimere  licet  . 

Commentatio  in  fraftioncnn  continuam  , qua  Illufiris  la  Grange  potellatcs 
bmomiales  expreffit  . 

Analvfis  facilis  aequationem  Riccatianam  per  fraflionem  continuam  rcfolvendi  . 

Diiucidationes  in  Capita  poiirema  Calculi  inci  diifercntialis  , de  funitionibua 
inexplicabilibus  . 

Nova  Methodus  lummas  ferierum  infinitarum  per  formulas  differentialcs 
invelligandi  .. 

De  tchplibus  lolaribus  in  fuperficie  fphserae  per  proieflionem  repraefentandis  . 

De  imegralibus  quibuldam  inventu  difficillimis  .. 

Geometrica  & Sphaerica  quaedam  . 

Ineelligatio  quadnlateri  , in  quo  Ungulorum  angulorum  finus  datam  inter  fe 
teneant  rationem  ; ubi  artificia  prorfus  lingularia  in  anelyfi  Diophantea 
occurrunt  . 

Solutio  fuccinta  & elegans  problematis  , quo  quaeruntur  tres  numeri  tales,  ut 
tam  fiimmae  quam  diflerentiae  binorum  fiant  quadrata  . . 

De  tribus  pluribuive  numeris  inveniendis  , quorum  lumina  fit  quadratum  , 
quadratorum  vero  lumina  biquadratum  . 

Solutio  problematis  Fermatiani  , de  duobus  numeris  quorum  fumma  fit  qua- 
dratum  , Quadratorum  vero  fumma  biquadratum  . 

De  binis  formulis  xx-f-m//,&xx-\-n//  inter  fe  concordibus  & difeordibus. 

De  inligni  promotione  analyfis  Diophanteae  .. 

Kefolutio  facilis  quaellionis  difficillimae  , qua  haec  formula  generalis  : 
byy)1  + 4rx/;(<»j  + *«>’ 
ad  quadratum  reduc’  pullulatur  . 

. Solutio  problematis  difficillimi-,  quo  hae  duae  formulae  / 

e « **  -f  bby  y.  , & xay)t-\-bbxx  quadrata  reddi  debent  .. 

Invelligatio  accuratior  circa  brachyilochronas . 

Invciligatio  binorum  numerorum  formae:  ar>-  (x*  — y*) , quorum  produflum 
five  quotus  fit  quadratum  . 

De  motu  oicillstorio  penduli  circa  axem  cylindricum  plano  horizontali  in- 
cumbentem . 

De  binis  numeris,  quorum  fumma  , live  aufta  five  minuta  tam  unius  quam 
alterius  quadrato,  producat  quadrata. 

De  momentss  virium'  relpefiu  axis  cuiulcunque  inveniendi ; ubi  plura  infignia 
lyirptomata , tirca  biuas  reflas  non  in  endern  plano  litas,  explicantur. 

Methodus  facilis  omnium  virium  momenta  relpeflu  axis  cuiulcunque  deter- 
minandi . 

Dilucidariqnes  circa  binas  fiimmas  duorum  biquadratorum  inter  fe  aequales. 

De  reloiurionc  huius  aequationis/ 

Q = “ + k*  + fy  + <***  -f-  txy  -f-  fyy  -f-  gxxy  -j - hx/ y 4-  ixxyy . 
per  numeros  rationales . 
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Methodo;  nova  & facilis  formulas  cubica;  & biquadraticn;  ad  quadratum 
reducendi. 

Conftru&io  manometri , denfitatom  aeris  quovis  tempore  accurate  monfiramis  . 

De  vera  brachyllochrona  , feu  linea  celerrimi  dele  : ; fus , in  medio  refiilentc . 

De  valoribus  integralium , a termino  variabilis  x — O ulque  ad  * — » exten- 

lorum . 

De  problemate  curvarum  fynchronarum , eiufque  imprimi;  inver/b . 

Enodatio  maximi  paradoxi  in  problemate  quodam  mechanico  occurrentis  . 

Methodus  nova  & generalis  problema  fynchronarum  inverfum  altaque  ciufdem 
generis  refolvendi. 

De  curvis , quarum  radii  olculi  tenent  rationem  duplicatam  diftantiae  a pun- 
fio  fixo,  earumque  mirabilibus  proprietatibus. 

De  infinitis  curvis  algebraicis,  quarum  longitudo  indefinita  arcui  elliptic» 
aequatur . 

De  binis  curvis  algebraicis  eadem  reftificatione  gaudentibus. 

De  infinitis  curvis  algebraicis  , quarum  longitudo  arcui  parabolico  aequatur. 

De  curvis  algebraicis,  quarum  omnes  arcus  per  arcus  circulares  metiri  licet. 

Recherches  fur  deux  problimes  de  I’  Analyfe  de  Diophante. 

Suppldment  au  . Probldme  de  quatre  nombres,  dont  la  fomme  de  deux  fafie 
tonjiurs  un  nombre  quarrd . 

Problematis  ad  analyfin  infinitorum  indeterminatam  referendi  folutio . 

De  aequationibus  differenti alibus  cuiulcunque  gradus,  quae  denuo  differentia- 
tae integrari  poffiint. 

Solutio  problematum  difficiliorum  ad  methodum  tangentium  inverfam  perti- 
nentium. 

De  unciis  potellarum  binomii  earumque  interpolarionc. 

Specimen  aequationum  ditlercntialium  indefiniti  gradus,  earumque  integra- 
tionis . 

Solutio  problematis  mechanici . 

Solutio  alius  problematis  mechanici  non  parum  curiofi.  , 

De  cafibus,  quibus  formulam  *•’+■  m xx  yy  y*  ad  quadratum  reducere  licet. 

De  problemate  traiefloriarum  orthogonalium  ad  fupcriicies  translato. 

Solutio  problematis  analytici  difficillimi . 


FINIS. 
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PARTIS  PRIORIS. 

Caput  I.  De  Differentiis  finitis.  . . pag.  3 

Cap.  II.  De  Uju  Differentiarum  in  dotlrina  ferierum  33 
Cap.  III.  De  Infinitis  iy  infinite  parvis.  . 57 

Cap.  IV.  De  Differentialium  tuiufque  ordinis  natura.  80 

Cap.  V.  De  Differentiatione  functionum  algebraica- 

rum  unicam  variabilem  involventium . pp 
Cap.  VI.  De  Different iatione  f unitionum  tranfcenden- 

tium.  . . 122 

Cap.  VII.  De  Differentiatione  funilionum  duas  plttrefve 

. variabiles  involventium . . . 1 45 

Cap.  VIII.  De  Formularum  Differentialium  ulteriori 

differentiatione . . . . 166 

Cap.  IX.  De  Aequationibus  Differentialibus  . ip7 

PARTIS  POSTERIORIS. 

Caput  I.  De  Transformatione  Serierum.  . 227 

Cap.  II.  T)e  lnvefligatione  ferierum  fummabilium . 244 

Cap.  III..  De  inventione  Differentiarum  finitarum.  2 6j 

Cap.  IV.  De  Converfione  Functionum  in  Series.  283 

Cap.  V.  lnveftigatio  fummae  Serierum  eu  Termino 

generali  . . . 32 1 

Cap.  VI.  De  Summatione  Progreffionum  per  Series  in- 
finitas. . . . H3 

Cap. 'VII.  Methodus  fummandi  fuperior  ulterius  promota.  384 
Cap.  VIII.  De  ufu  Calculi  Differentiatis  in  formandis 

feriebus.  . . . 4ta 

Cap. 
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